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Zerlegung  der  Gleichung  o;*— /^^Ssjbl  in  Faktoren'^). 


Von 


Herrn  Professor  Dr.  König 
am  BUieiphörschen  Gymnatioin  in  Kdnigaberg  i«  P* 


§.1. 
Setzt  man  die  Gleichung 

gleich  dem  Prodakte  der  4  Faktoren: 

a-i-bVf+cVg'i-dVfg—A, 
a'-bvf-cVg^dvfg^B, 
H-\-bVf—cVg--dVfgx:=^Cy 
a-^bVf+cVg—dVfy^JD; 

80  lassen  sich  zur  Berechnung  der  Zahlenwertbe  von  a,  b,  c,  d 
allgemeine  Formeln  auffinden^  die  hier  nebst  kurzer  Angabe  ihrer 
Ableitung  folgen  mögen. 

Zunächst  ist: 

lA.B=z(a^^ß*-gc^+fgd^  +  2(ad^bc)Vfg 
•I.    j 

CC.D= - 

lA.  C={a* +flfl-ffd'—fgd^  +  2  (ab  -gcd)  Vf 

{B.D=z    ........  ^    .,..    . 

lA.D={cl*-f1fl-\-gc^—fgd?)+Hae—ßd)Vg 

.      iß,Cz=   , .-.,... 

•)  Afiiziig  AU«,  einem  Ten  mir  geechrielieil^a.  Scbpilprognimii^    K«. 
ThtUXXXm.  1 


2  Jfdnif :    Zerlegung  der  SMehuHg 

und  wenn  man 

1)  a*—ß*—gt!*  +  fg(P=i:m,    2 (ad  — 6c)  =±«. 

2)  a*  +  ß*-gt^—fyiP=±m',   ^(ab—gcil)=i±n'. 

3)  o« — /»» + gc*  -  fgtP=  ±  m",  2  (oc  -  /»rf)  =  ±  «* 
wtzt: 

« 

I.  A.B.C.D^m^  -/V;w«  =  l   j 
II.  \    .    .    .    =m'«— /h'«  =  l  >  (A) 

III ±:rfr,"a-^«"2=:l  ) 

Da  die  m  (und  n)  aus  diese»  Gleichungen  gefiiDden  werden  kon- 
nen^  so  hat  niitri  die  unbekannten  a»  b^  c,  d  udn  ditrch  ^ie  aus- 
zudrQcken«  nofSr  ich  zwei  Auflösungen  gefunden  habe*). 

§.  2. 

Erste  Auflusiihg. 

Setzt  man  4)  a*+/&*+^c^+^ci5*==s2  und  nimmt  die  m  vor* 
Iftufig  positiv  an«  so  erhält  man  darefa  Verbindäai^  dfer  C^leicJbunf 
gen  1)  bis  4): 

4a*     =     wi  +  m'  +  iji*'  +  *, 

4/6«  =— iÄ+ni'^m"  +  x=4öa--l(ifi +111"), 

4fgd^=    in— tn'— i*i'^  +  i±:4a«— Sdn'  +  m'^J; 
hat  also  nur  noch  x  zu  bestimmen. 


♦■i. 


*)  Der  Prsf«  C.  6«.J.  Jaicoliii  der  mir  obig«  Zfitlo^iifig  iniuheilte, 
-wünschte  ao«  den  Gieit:hungeii 

•       ^.     '  ^         tt      -  l»+wi'- 

l)+2)    a«-^c«=±— |— , 
l)+3)    «._/»^±il+i?L'.   _ 

fnr  Ä,  *,  C  rf,  wofür  er  diimalfl^  allgemeine  Formeln  iiicÄt  ibinnte,  einige 
Werthe  durch  Versuchen  berechnet  sii  erhalten.  Nachdem  ich  ihm  su 
«einer  fN/6\AMtiidlimng  Inelile  PöHtiehi  gezeigt  Katl^;  hkuttf  ^^«ll'eit^eQe 


^^— />y*=dtt  tn  Fähtann.  Ä 

Entwickelt  man il.J?.CI>=1,  ferner  %\  m\  nf^^ni/'^BöUii 

2«— (m»+m'«+m''«)  +  2=16/Sra.6.c.d. 

Entwickelt    ihdh     auch    {A.S.C.Bf^l,  mm'w/^x,    nflm'\ 
mhn'^,  m''^m"^,  so  wird  auch : 

Imm^nirt — (m«m'«  +  n^m"^  +  ni'^m''«)  +  (;/!  .R .  C.  JP)«, 

< 

Durch  Gleichsetzung  beider  W^rthe  ergfebt  sieb: 
x=mm'm''±V(m^—l)  («'*  ~  1)  (m"^  - 1) 

also: 

' '  ' 

4a«=m  +  1»'  +m*+tiiiii'wi''db  V(w«— l)(m'»— l)(m''«— 1). 

•        •    •  - 

§•3- 
i^weite  Auflösung. 

Dasitelbe  Resultat  erhält  man  durch  eine  ungleicji   einfachere 
Rechnung  auf  folgende  Weise.    Es  ist 

also: 

ietf«=i2l»+J!«+C*+/>»+2  {A.  B+A  •  C+A.D^B.  C^B.D^C.D); 

oder,  da  f       -       , 

A'^:=:A.CxA.DxA.B,    B*=B.DxB,C>c^.B, 
C*=A.CxB.CxC.D,    IPszA.DxB.DxC.D: 

16ifl^A.C(A.BxAJD+ß.CxCDHRD(A .  BxB.C+AMxCD) 
+  i(A.B^A.C+A.li^iS:C+B.D  +  C.b). 


entwickelt  haben,  .d?nn  er  achrieb  mir}  „Meine  Fdrpieln  unterteheidea 
•ich  Ton  den  Ihrigen  dadarch,  dfMs  tf,  dyC^  d  auch  Bai be  und  bitweilea 
Viertal  werdc^iy.^*/'  Dia  ni^aigcin  geben  immer  gfm^e  Zabl^a;  die.eeinlgea 
kenne  irJi  nicht. 


4  König:  l^^riefumf  der  Gleichung 

.     Nun  Ist  Aber  .      , 

^.Ä— C./>=±2iiV/^=rdt2V(jii«— I);  i> 

also: 

eben  so: 

2f^'.C=m'  ±  V(m'«— 1),  Ä./>=im'nFV(m'*-l); 

welche  Werth«  ih  16a*  sabstitnirt  obigen  Ausdruck  für  4ä'  geben» 
6,  c,  d  am  bequemsten  ftus  (B)  §.  2. 

§.4. 

Die  gefundenen  Ausdrücke  fSr  4a*  u.  s.  w.  lassen  sich  nach 
unter  eine  bequemere  Form  bringen.    Da  nämlich: 

\      H         \   i,    m+i.m'+l.m"+l  .  m— l.w'-^l.m''— 1 
wi+m'+m''+mm'm*'=— ^^ g— ^ — ^--  + 2^ * 

.     ,       -.        ...     m+l.wi'— I.wi''+1  .  m— l.wj'+l.m"— 1 
— m+iir  — m^+mm  m'= ^ i ^ * 

»-    «r  .     '  i   u'  m+l.m'+l.iw"— 1 ..  ni— l.m'  — l.jii*^'— 1 
— m--m  i-mr  +  mtn'mr  =  — ^ ,  + ^ — , . 

/f.       I    <f     iw-l.m'+l.iJi''+l  .  wi+l.m'  — l.m^— 1 
m'-'m'—m''-\^mm!m''=^ 1-^ +  —- ^ ; 

6oerhSlt9ian>  wenn  man  noch. fii-|-l=29>  ifi'4ls2t>'>^'':-f  ]=:2v'' seist  Si 

a«==rt>V  +  (t)--l)(t>'--l)(t)''-l)±2i^wV(t)--l)(o'  — I)(o*^l), 

a  =JbVw't>^iV(«-l)(»^  — !)(»''— 1). 

'  \  .'  •  u.  s«  w.  -      "> 

'  '  Da  Ae^- negativen  WertheK  tour  die  Zeichen  von  A»  Ä/  C,  D' 
Sndern»  so  kuimen  die  .n<^ativen  Zeichen  von  den  ersten  oder 
zweiten  GFiedern  '  fortbleiben.  Zwei  positive  iind  zwei  negative 
würden  die  Faktoren  nur  vertauschen  >  oder,  wenn  a  unter  den 
ntfgktiVen,  vertauschen  und  zugleich  die  Zeichen  findern.  Drei 
pdiiiitive  und  eine  negative  oder  umgekehrt  kfinnen  nicht  a^sain- 
mengehOren»  indem  dadurch  die  absoluten  Wertbe  der  «n  geändert 


».• 


*■— /Jrjf*=J:l  in  Fahtöfen^  5" 

wc^deii»>#älitetfd  die  der  m*  Oßfr  jede  Verbiodaiift  de^Zeftheif  von 
a,6,  c,  d  sich  gleich  bleiben,  was  gegen  die  Pell'scbeD  Gteteküktf- 
geB:(A)  streitet  Will  mao  also  bloss  die  kleioerh  Werthe  yoo 
^rbyC»  d  haben»  so  kann  man  auch  Vor  dnieiii  der  Glieder  das 
positive  Zeichen  fortlassen»  wo  dann  die  sich  eti^a  ergehendeu 
negaliveti  Zahlen  positiv  zu  nehmen  siod;    £iB  ist  also: 

o= VccV— V(c— 1)  (o'— 1)  (»•— 1), 

—  1)(C'  — l)!)"  )  (C) 


_WW(0«^-])        W(l> 


9 


-  V  '^^  -  V 


ist: 


,    rff 

1        -  •      - 

oder  auch»  da 

/=     :2-    ^      n*«     ^  ^=— ^"— = — ;^«i — ' 
■''  ^      m«— 1     4t>(o— I) 

a*=VoeV'        — V(o-1)(i>'^1)(i>"t-1), 

^  »="rtv^-V'^^^^ 
Abmerkung.    1.    Der  Ausdruck  für  a  tust  ancb  die  Aufgabe:- 


:i 


I'« 


,  Drei  Zahlen  zu  suchen»  so  dass  sowohl  ihr  Produkt»  wie 
auch  das  der  um  1  kleinern  (odßr  grosseren)  vollständige 
Quadrate  werden»  z.  B,:  ;  .   j 

2.5.10=102,    2.8.64=32»,    4.-11 .—  99=66», 

1.4.  9=  6«,    1.7.63=21«     3 12.-100=60«. 

Diese  Zahlen  und  die  um  l  kleineren  (oder  grosseren)  haben 
auch»  wie  die  letzten  AnsdrSeke  für  6,  ü,  tl  zeip:en,  die  Eigenschaft, 
dass  das  Produkt  je  zweier  durch  die  dritte  ein  vollständiges  Qua- 
drat ist. 


0  König:   Zfirl^uuß  der  {rleickung 

.  %  ,Oie  AiBAdRacko  für  6,  ^,  d  der  Gletcbnageii  (€)  töse«  dl» 

Drei  Zahlen  zu  suchen,  die  so  besehaffen  sind»  dass  ihr  Pro* 
dttlst  und  auch  das  der  Zahlen,  die  man  erhält,  wenn  mau  die  eine 
derselben  um  1  verkleinert  (oder  vergrSssert),  die  l>eiden  ander» 
um  1  vergrössert  (oder  vericieinert) ,  gleich,  und  zwar  gegelbeue 
Vielfache  von  Quadraten  w^erden.    Z.  B.: 

2.4.  9=2.6«,     1.5.  9=5.3«,   4.-12.—  99=33.12«, 

1.5.10=2.5«,    2.4.10=5.4«,    3.-11.-^100=33.10«. 

§.5. 

Die  Zeichen-  der  m  Sinlangend,  sieht  mau,  dass,  da 

x=ii«+/»«+^c«f/i7d« 

positiv  sein  muss,  also  mmfm"  wegen 

«=mmW±  V(ni*— 1)  (m'«— l)(m"«— 1) 

nur  positiv  sein  kann,  die  m  alle  positiv  sein  müssen,  odei 
das  etne  positiv,  die  beiden  andern  negativ. 

Um  die  kleinsten  Werthe  zu  erhalten,  beginne  man  die  Rech- 
nung nach  den  Formeid  (C)  am  bequemsten  mit  den  positiven  m, 

und  sehe  zu,  falls  a  irrational  wird,  ob   — j-"»  oder  $    oder 

/  //  '  -  f        -         9 

—2 —  ein  vollständige«!  Quadrat  ist,  wo  dann  im  ersten  Falle  6, 

im  zweiten  c,  im  dritten  d  rational  gefunden  wird,  und  im  ersten 
Falle  m  und  m'^  im  zweiten  m  und  m%  im  dritten  m*  und  m"  ue* 
gativ  zu  nehmen  sind  (vergl.  (B)).  Dass  aller  immer  rationale 
Werthe  vorhanden  sind,  zeigt  entschiedeif  die  rationale  Form,  welche 
die  allgemeinen  Ausdrucke  annehmen,  wenn  man  im  Kettenbruchc 
bis  ans  Ende  der  zweiten  Periode  geht,  d.  h.  w€inn  map  2m« — L 
2m'«— 1,  2m"«— l  für  m,  m',  m",  al^o  m«,  m'«,  m"^  fair  t>,  ©',  v' 
setzt  und  noch  fgn\  fn*^,  gn"^  fflr  m«—  1,  m'«- 1,  m"«  —},  schreibt 
Dadurch  entsteht,  wenn  man  die  entsprechenden  Buchstaben  mit 
Accenten  versieht: 

6' = mmf'n''  —  gm'nn'^, 

..     .    l  (D) 


jp«^/}r^«e=Jrt  in  Mtioreu.  7 

mfksHk^  F^nMli  fir  j^j|iiT#iti|ttfi|ift^  Zekii^iilf^rMildMHfi  fnaiflfl^W 
absoluten  Werthe  fär  a',  b',  c'y  d'  und  immer  eine  Auiidsung  in 
mtÜRiftleh  gaozeii  ZaUen  geben. 

Nach  (C)  und  (D)  ist  Taf.  L  bereclmet 


Nimmt  man  in  (C)  nur  eine  Wurzel  positiv»  die  andere  negativ» 
dann  ist  för  dieselben  m:a'>ii,  6^>6»  ^^>|;,  4^>lc|.    Nämlicb: 

af = mmfmf* — fgnn'n" 

Quadrirt   man  den  Aofidmek  fär  6^  und  setzt  fSr  die  n*  die 
Wertbe  durch  die  m  aus  den  Gleichungeii  (A)»  so  erhält  man:    . 

ß^  =2mm'm^^  (mm^m'' — ffjnn'n")  +  m'«  (m«  —  1)  (m"«—  1) 

=:16/jya6cd+iii'«— J  (§.2) 
:=i\6fgabcd^fn% 
also:  .     « 

umi  da  nAch  {.  I*  n'=2(ä& — ^ccQ,  so  ist:  - 

•lldMi*^;^?(4iA+flr(!rf)>A. 

Dttrch  dieselbe  Rechnung  findet  man: 

.    c'  =  2(ac+/»d)>c 
d^=z2iad+bc)^d. 

Ans  dieser  Relation  zwischen  den  aus  denselben  m  erbaffewen 
gestrichenen  und  ungestricbenen  Buchstaben  folgt  auch,  dass,  wenn 
man  die  sich  aus  4i\  b',  eU  d  ergebenden»  den  Fakter^n  A^  fiy 
C,  D  entsprechenden  Faktoren  mit  A\  B*,  C,  D^  bezeichnet, 
i#*=r4«,  i^^ÄsM  C'=C«,Z)'= J3»  ist    NäipUcb; 


8  KOntff:   Zerltfgwn^  der  eteiclhtna 

...  t      t  .     .r  '  '  '  \     ■        i'     tt,-        I' 

+2(ac+/»«0  Vy  +  2(«i +.Äif)  VÄ 
d.  h. 

Fat  /=2,  flr=3  ist  a=A=<I=I,  c=0;  o'=9,  A'=2,  «^=4, 
<=2,  und  in  der  Tbat  ist: 

*  {1+V2+V6)«=9  +  2V2+4V3  +  2V6. 

§.7. 

Bei  der  Zerlegung  der  Gleiclinng 

ar»-/5jpy»=:-l 

in  Faktoren  von  derselben  Form  erhält  man  nach  der  ersten  Auf- 
lösung §,2.  * 

:=:16fffabcd, 
woraus 

x= — mm'm''  +  V(m^  +  1)  (m'*  +  1)  (m"«  + 1)  =  ^  iwwi'm"  +  W 

und  dann  dieselben  Formehi  (B)  §.2.  '  '  * 

Da  %  positiv  sein  muss,  so  jdarf  die  Wurzelgrosse  nicht  ne- 
gativ genommen  werden«  Dieses  ist  weniger  einleuchtend  nac|i 
der  zweiten  Losung  §•  3.,  die  übrigens  dasselbe  4a^  u.  s.  w.  giebt. 

§.8.* 

Die  den  Werthen  ßir  a^  6,  c,  d  des  §.  4.  analogen  Aäsdrdcke 
erscheinen  hier  unter  imaginärer  Foriif.  .Es  ist  nämlich^  wenn 
V  — 1=«  gesetzt  wird: 

m+m'i-m"—mm'm"= — s : ^ — a * 


^^^fgp^rsz^l  in  Fnktortn.  9 

alflo»  wenn  mäV 

setit: 

a=|  VwV— V(t>— 0(»'— 0(t>"— 0 1«» 

oder  ffir  /,  ^,  /Jjr  die  Werthe- durch  die  n  gesetzt: 

__  •  ■  •  •  I 

Da  o*  lational  ist»,  so  fpOssen  üi?V/  upd  (r — 0(t»'~0{?^'-7^ 
conjugirte  imaginäre  Aasdrucke  sein;  wirklieh  ist; 

.  «wV=(iiwiiW-^ut^m'— m">+  (mjii'  +  ift«"  +  iiiW<-r  l)i, 
8(i>— t)(f>'— 1)(»"— 0=(»wiiW-m-  m'-  w")— (»*»»'+ »»m''+ni'm"-l)». 


So 

Hier  sind  die  Zeichen  der  in  nicht  dadurch  bedingt^  dass 
mmfm*'  positiv  werflen.  muss«  wl^  das  bei  .der  Gleichung  x^^fgy^=:\ 
der  Fall  war,  vielmehr  kunnen  sämmtÜche  Zeichen  Verbindungen 
stattflnden.    Wie  viele  derselben  nun  geben  rationale  Werthe? 

Ist  ffir  eine  Zeichenverbindung  der  m,  z.  B.  wenn  alle  positiv 
sind: 

so  ist  ffir   die  entgegengesetzten  m  (der  dem  a  entsprechende 
W«ffth  mit  4i^  beseichnet) : 


10  Könip:    Zerieffnnff  der  ffieiekung 

woraus:  \  i   ■. 

a  nnd  a'  sind  also  zpgleich  rational  ^der  irfationaL 

"    " '  *  *    ..    » 

£s  gebe  nun  etvra  — m,  -f  9»^»  +m^'  etn  TolistfAdigei  Quadrat 

fQr  4a*  (also   apch  m,  —rtn'f  — m''  ein  vollständiges  Quadrat  ßlr 

4o'*),  60  ist  ».  B.  för  — i»,  +m',  — m",  d.  h.  wß^n^jH^r  ein  m, 

hier  m^',  das  Zeichen  ändert,  und  die  entsprecbeiiden  Wertbe  mit 

^»  ßf  h  ^  ben^chnet  %?erden: 

4a«  =— m + m'  +  m''  +  mm'm'^^  W, 
4a«  =-.m  +  m'— I»"— wimW+TF, 
4^y«  =  4i^ -1J(— m  +  m') 

=4a«. 


folglich 


a' 


^"^Vj^ 


nur  rational  för  g  gleich    einem    Quadrate  gegen   die  dritte  der 
Peil'schen  Gleichungen  (A)  (wenn  man  rechts  — 1  setzt). 

Aenderte  man  das  Zeichen  von  m'  oder  m*\  so*  müsste  resp. 
f  oder  fg  ^xtk  Quadrat  sein.  Aendern  swet  m  das  Zelehen,  a  B. 
m'  und  ni'\  so  ist: 

4a«=— w— m'  —  m"  +  i«m'm"+  W^, 
4/^d«=-m-m'— iw''+iiiiii'm"+  W 
=4a«--2(-rm'--iii") 

=  -ifi  +  m'  +  W  +  miiiW+ W 

■ .  '  ■■•.•• 

..     Ä4a?, 


also: 


:i- 


Sollten  m  und  m'^  oder  m  und  m'  dieSficfaen  todoniw  $Q  mflMitiii 


r •  — />ir*  s  ^  I  /A  Faktoren, 


11 


resp.  f  oder  ^  Quadrate  sein.  Siod  also  überhaupt  rationale 
Werthe  ftir  a,  6,  c,  d  vorhanden^  so  können  nur  zwei  von  den 
8  Zeichen  Verbindungen  der  m  solche  geben «  und  zwar  ft"^  die 
Zeichen  der  einen  denen  der  andern  entgegengesetzt  Z.  B.  ia' 
fJlr/=2,^=5:  . 

111=7— 3,  m'=l«  m''=;2:a=2.     6=?*,  c=l,    d=i 
93,  =5-^1,  =— 2:a'=l,  6'=;i,  c'mO,  d'c=j; 

Das^  übrigens  für  a^  b,  Cf  d  nicht  lauter  ganze  Wahlen  h^r- 
auskommen  kOnnen,  folgt  aus  den  Gleichungen  2(ad — 6c)=ih 
u.  s.  w.  ($.  !•)»  i9L  in  diesem  Falle  nur  ungerade  n  die^PelTschen 
Gleichnilgen  iüsen«  a  und  b  oder  a  und  o  werden  ganze  Zahlen, 
wenn  resp.  g  oder  /  gerade  Zahlen  sind;  d  dagegen  kans  nicht 
gaiz  werden«    Dieses  folgt  aus  den  Relationen: 


<^+c«= 


fnn'n'* 


,     d^  +  d'^ 


nn*n'* 


%.  2.  (B)»  wenp  man  für  %  den  Werth  aus  J.  7.  sßtzt, 


;.   < 


i    ' 
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Uuferdtfrp&t:    DäB  MpharOche  Breieek 


.»•     <■ 


*  f. 


II. 


Das  bj^härische   Dreieck  dargestellt  in  seinen  äf^^zie- 
hu.ngen'  zam  Kreis.    (Fortsetzung  der  Abhandlung  in 

'       TM.  XXIX.  S.479.) 


Von 


Herrn  Franz  ünferdinger, 

Lehrer   der  Mathieinatik   in    der  V.  1c.    fittetrcuchiechen   Kriegt -Ufarine, 
eingösehifft  auf  Sr.  Mig.  Propeller -Fregal|e  llonau. 


Einleitung. 

'.  •  ■      •  \ 

k  ■'  •  •  « 

Der  lohalt  dieser  Abhandlung  ^cliliesst  sich  an  die  oben  ^• 
tirte  an  und  Ist  als  ein  weiterer  Verfolg  der  dort  gepflogenen  Un- 
tevtfuchungen  nur  in  Verbindung  mit  dieser  verständlich ,  da  der- 
selbe in  allen  seinen  Theilen  sich  auf  doft  gefundene  Relationen 
und  Sätze  stützt,  ^*as  ich  61161*  am  Eingange  ausdrucklieb  bemerke, 
um  deiln  Leser  den  Standpunkt  zu  bezeichnen,  welchen  er  em- 
ndimeii  wuss,  die  hier  urid' dort  gewonnenen  Resultate  mit  Ver> 
ständniss  und  im  Zusammenhange  zu  überblicken,  Resulti^te,  Welche 
zum  gi^tis^eren  Thelle  in  der  kurzen  und  ausdrdcksvoUen  ihMhe- 
niatischen  Zeichensprache  gegeben  worden  sind  und  auch  hier  tn 
di^er  gegeberi  werdto,.  und  wekhe,  sobald  mäTi  die  dureh  die 
eriialtetien  Formeln  ^finirten  allgemeinen  geometrischen  Eiget- 
schaftendes  s}4iäris€hen  Dreiecks  in  die  gdi^uhnllche  Wertsj^raclie 
üBersetzt,  einevReibevvon  Lehrsätze^  ergeben,  welche  von  einer 
kuhftig  zu  bearbeitenden  sphärischen  Geometrie  einen  Theil  aus- 
machen. Ich  bin  keineswegs  der  Ansicht,  dass  mit  dem  hier  Ge- 
botenen die  Beziehungen  des  sphärischen  Dreiecks  zum  Kreis 
oder  wohl   gar   die  allgemeinen  Eigenschaften   des    spbäriseben 


Dreieckes  Oberhaupt  erschupfl  sei 6ii,  sondern  meine  Untersuchungen 
haben  mich  frühzeitig  von  dem  Reicjithum.  des  hier  betretenen 
Gebietes  überzeugt '  und  wir  wollen  daher  den  in  diese  Richtung 
einschlagenden  Studien  nift  Eifer  obliegen  und.  das  bereits  Gewon- 
nene weniger  ats  >iXn€  WiHrltehtf  Vermehrung  unserer  Kenntnisse 
der  Gesetze  dieser  Raun^estalten,  denn  als  ein  Forniildepot  zur 
Erleichterung  Unfttg^f  ForAphangeu  betracfateli. 


Fällt  man  vom  Mittelf^i^nkt  des  einem  sphärischen  Dreieck  ein- 
geschriebenen «iM'eii^ci^  au/  4ie  drei  Seiten  Perpendikel,  so  werden 
die  Seiten  desselben  in  Abschnitte  getheilt,  welche  paarweise  ein- 
aUkiMIr  gleteh  mSi.    )!^i&ttM^  man  die  Iir  den  Wif^teeÜi  ^/£/ 0* 
liegenden  Segmciiif^^^  bf^htit  hach  mit?  n]  ^,  «,  sd  isJt  näcb  $<8ir' 

(67)    i<=l(fr:früT-a)>^ir=K«  +  c— 6),  W^Ußtirb^e). 

t«  +  r  +  fo= J(ii  +  6  +  c). 

Verbinder  mdfi'delilllitteiptnikt  dei^  einem  kp^ÜriscIiein  Dreieck 
omschriebenen  Kreises  mit  den  drei  Ecken,  so  werden  die  Dreiebkih 
Winkel  A^  B^Q  je  m. zwei  Theilr  g^beik^if^b  weichen  sechs 
Winkeln  wieder  zwei  lind  zvvei  einander  gleich  sind.  Sind  Vj,  V],  toi 
die  drei  an  den  Seiten  k,  6,  c  liegenden  Winlce(5egmeiite,  so  ist, 
wenn  der  Mitliblpiif^kt  deö 'uiiw<thiriebenen  Kreises  innerhalb  des 
Dreieckes  liegt,  nach  §.  19.: 

(68) 

■         '    » 

•:t.....'..«|!-fr^it«?l=»i(^  +  ^.+  .Cl'     ...     ,     ,    , 

Liegt  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  ausser  dem 
DrelQck,.  und  dem  Wiükel  A  gegenüber,  so  ist      ^ 

.    '   r  ■- »    .    '  ■     '  •        • .   '     •  i  ■  i 

(69)  ; 


t  '' 


«iV^.^U^^C^K*)*  «i:'*«i<if.e-Ä),  «iÄi(i*+Ä*^ä), 

-  «i+ »1 +»1  =  i(4  +  Ä  +  O, 

SO  da]|i¥Wo'-^'«i  ä^^i<^  Stfe^^^^  tritt. 

/.  • » 

Di^d^SUuis,  Cosinus  und  Tangenten  dieser  acftt; Grössen  in 
unseren  Ui^tb^öttcliubg^H  ^ih^el  t^iditfge  Rolle  spielen  und  häuOg 
vorkommen,  so  wollen  wir  uns  mit  der  Berechnung  derselben  be- 
sonders besdiäftigen» 


''''»*••       '•     .1 '  ♦, 


]ft  l'n/er Ringer ^   J)a$ ßphOrUcI^  i(f«^cik.,., 

•     Auf  5;i5/folgt  ionikshst:        •'  ^  ti   .     .. 


•    ■ 


(70) 


I'. 


Sin  4(a  +  6  -  <')f=2siBicCo«MCo$iJ' 


•    .'•''• 


ttiid.  mit  Hilfe  der  in  §*>  16.  .aufgestellten  R^latiopeQ  erh^t  ja^m, 
hieraae  durch. den  Cebergang  auf  das  Polardreieck: 


.-•■    » 


i7i), 


•^■*<^  +  *+^=-ä(;og4aCoi46Cosic' 

^.  4 

jgr 

Co84(B+C-J)=     2Co8  44,Sini6$iD;e' 


I-       • 


'     ■ ■  1)   • 


1- 1 


,  *  •*  ■  ■  \  '  •  * 

•  -  *  / 

Cosi(^  +  B-C)==    2Cag4ci$ii!iafiiia46 
Wenn  man  bedenkt,  dass  ni^ch  §.15.  auch: 

(31)  ^      .;  *t  =  Sln.l!SinÄSlnC'  •   '  ^"  ^ 

so  erhält  man  aus  dem  System  (7t)  mit  Lefebtigkeit: 

Co»4aCo846Cog4c=-^g.„^^.' jySin  C.Co.4(^+'ife+^'   '    ' 
|Co»4?Sip46Sinic=.,    sib  Ü  äin  £  Sin  CCos^B^C^-i^ 
Co»  46  Sin  Ja  Sin  Jc=     sio  JSin/f  Sin  C.Cosi(-<^-i-Cr-/n'. 


Co.lcSl«i«Sh.46=      Sin  4^u  i^  Sin  C.  Cop  4(i-M^V-<(^ ' 


\' ■  '' 


'<  '■  *      ■  ••        •     1  ••.    .  li  • ..;  t- 


setzt  man  der  Kürze  halber  }       <        # 


dar^eitelli   fH^etnenBt%tehungen  %um  ifrHf,  17 

,  z/'=  Cos  Ja  Cos  JA  Cos  Je,    ^"  =  Cos  JaSio  JÄSin  Je, 

(a)  1 

C  ^"=:Cos46SinJaSinJc,    z^'i^==CosicSiniaSiDi6; 

. ;  s..       .  ■  •         ■:■ 

86  ist  bekanntlich: 

,  j  ••  ■  •■        ■■  .  - 

Cos  J(a  +  6  +  c)  =//'—//''— ^"' -  ^l'J^^, 

Cos  4(6  +  c— a)=  ^'— ^f''  +  ^"'  +  ^dJ^, 

(b)  < 

Cos  Ka  +  c-  b)  =^'  +  ^f "— ^"^  +  ziiV^ 

und  man  findet  daher  durch  Anwendnung  der  Gleichungen  (72): 

(73) 

Cos  i(a+ 6+c) = -  Sin  ^  Sin/;  Sin  C I  Cos4(^  +  Ä  f  C) 

1  T  1  j 

+  Cos  J(Ä+C— ^)  ■*■  Cos4(^+C— Ä)  +  CosK^+Ä-O  I ' 

^®^'^*+^"~"^— ""Sin.! Sin ^ Sin  Cl Cos K^  +  ^+  C) 

.         -Ji L. \—\ 

+  Cos  4(J5+  C— ^     Cosi(^+ C— ^)      Cos  i(2l+J5— C)  f  ' 

Cos  l(a+c-6)  —  -sin^Sin^SinC  /  (Tos  4(i<  +  B  +  C) 

1 1 1  / 

.+  Cos4(^+C-^)      Cos4(i5+C-2l)      CosK^+B-Oi  ' 

*^®*«^"+^""^^— '^Sin^Sin^SinClCos4(^+J5+C) 

. L__^_ L ___L___|. 

'^Cos4(^+Ä— C)     Cos4(Ä+C-^)'~Cos4(4+C— J5)  S ' 

und  durcti  den  Üebergang  auf  das  Polardreieck,  mit  Anwendung 
der  Relationen  des  §.16.: 

thWl  XXXIIL  2 


ly  Umfrdinter:    D«t  $phärt»che  Dreieck 

(74) 

^      »     l#^n  ift*  1 L- .__L_ 

*"»4(i«+Ä+l'0  =  siDoSin6SiDc|sin>(Hc-a)"^  Sini(a+«-6) 

1 I  i 

+  Sin'(o+*-c)     Smi(a+6+c)r 

Sin4(B+C— i4)  =  sinoSiD^SiiT^  |sin4(o+6+c)  +  »in  i(a+c— 6) 

1_ ^J_  1 

+  Sini(a+^— c)     Sin i(6+c-a)  \  * 

Sin \(A  +  C-Ä)  =  sinaSin6Sil^  \  Sini(a+6+c)  +  Sin  J(6+c-«) 

-1  1  i 

+  &iÜ4^«+A-c)~-Sln''(i+i-6j| ' 

TM  %  (1  1 

Sliii(^+Ä-C)  =  g.^^g.|^^g.-  [sini(a+6+^)+  SinU6+c— a) 

^      1 x-v  r 

+  Sin4(a+c- 6) ""Sin 4(a+6— c) (  ' 

Diese  Gleichungen  hätte  man  auch  aus  dem  System  (70)  auf 
ähnliche  Art  finden  können,  wie  die  Gleichungen  (73)  aus  dem 
System  (71)  abgeleitet  wurden.  Werden  die  Gleichungen  (73)  der 
Reihe  nach  durch  jene  (70)  und  die  Gleichungen  (74)  der  Reihe 
nach  durch  jene  (71)  dividirt,  so  folgt: 

(75) 

H'  1 

l  1 1  . 

+  Co8  J(ß+C-^)  ■'"Co8i(^+  C-B)  +  Cos4(^+Ä— C)V' 

ctg4(ö+e— «)-  — 4CosMSi»4ÄSiniC  '  Co8i(^  +  ^+C) 

1 \_ 1^ , 

+  Cosi(ß+C-^)     Cos4(^  +  C— Ä)     Co84(^+fi— C)<' 

jji,  I 

ctgi(a+c-*)  ==-4Co8ißSin4^l^in^C  ^  C^il(2+Ä+C) 

,1  _  1 1  » 

+  Ca8i(^  +  C-Ä)      Cos4(Ä+C-^>     CosK^+^-C)^' 

ctgi(a+6-c)  =-4C«8iCSii»MSinj5  *  CiiÜXFÄ+C) 

■  1 1  1 y. 


dtoffwMtt  t»  HfHttn  Bettekunffen  «Ml  rntt.  fti 

Hl  1 

tgi(Ä+  C-  A) z=  4Sin|aCosl6Co6^e  ^  SiuKa+6-fc) 

^  SiD  i(a+c— 6)  +  Sin  4(a+6— c)      Sin  i(6+c— a)^ ' 

H  1 

*^*^^"*"^^^^  =  4Sin46CosiaCos4c^SiD4(a+6+^ 

T  SiD  \{b'\-c—a)  ^  Sin  i(«+6-c)      Sin  4(a+c~6)  5  ' 
jy  1 

***^^t*^^)  =  4S,n4cCos4ÄCos46  ^  Sin4(ö+Hc) 

11  1 


T  ä:«  1/a  ■  ^ ^\  +  .«:«  1 


Sin  4(6+c— a)  T  Sin  Ka+c-Ä)     Sin  i(«+*T<?)  * " 

:    i    ■ .) 

$.  33. 

Die  GleichuDgen  (47)  des  §.20.  gebea»    . 

(47) 

ja/  »/ 

Da  ferner 

l       > 

(48)  ^,=  Vtgrtgr|tgr4tgr|; 

00  ist  auch 

ja»  . 

^  SinASlaBSinC^  l^iVtgrtgntgr^tgr,. 

und  wenn  man  die  Gleichungen  (56)  mit  einander  multiplicirt  und 
dabei  auf  die  Gleichung  (13)  ROcksicbt  nimmt : 

2* 


^20  JJnfi^r dingen  .üa%  t^^Mrische  Br^Htk 

2r2=  (tg^i  +  tgra  + tgrs  -tgrXtgr  +  tgr^  f  tgr^r-tgri) 

XCtgt'  +  tgri+tgra— tgra)(tgr+tgri  +  tgra-tgr8); 

IseUt  ms(D  nun  die  Werthe  aus  (47)  und  (77)  m  die  Gleichungen 
(73)>  so  gehen  dieselben  über  in  folgende: 

(79)  •      '  ' 

i  CosKa+*  +  c) 

•  y  ... 

= —1^1  V"tgrtgritgratgr3(ctgr,  +ctgra  +  ctgra— ctgr), 

Cosi(6  +  c--ii)  .         ^  » 

=      J^i  V^tgrtgritgratgra  (ctgr  +  cfgr^  +  etgrj  — ctgrj), 

Cosi(a+c-6) 

=      \Hi^  Vtgrtgritgratgrs  (ctg  r  +  ctg  ri  +  ctg  r^ — c^i^)'. 

Cos  I  (a  +  6  —  c) 

t=      J/ii  V"tgrtgr,  tgr2tgr3(cfgr  +  ctgri  +  ctgra— ctgrj) , 

wobei  Hx  aus  der  Gleichung  (78)  zu  nehmen  ist,  so  dass  die 
zweiten  Tbeile  als  reine  Functionen  der  Radien  r,  ri ,  ra,  rg 
der  dem  Hauptdreieck  und  seinen  Nebendreiecken  umschriebenen 
Kreise  zu  betrachten  sind.  "' 

§.  34. 

Wenn  man  zur  Abkürzung 

^  =  ctg  Qi  +  ctgpa+  ctgpa  —  ctgp^ 

}J  =  ctg9+ctg^a+ctgp3— ctg(>i,. 

(c)  <  ^ 

€  =  ctg  (> + ctg  Qi  +  ctg  (>3  —  ctg  pa , 

D  t=  ctg  p  +  ctg  Qx  +  ctg  (>a  —  ctg  3 

setzt,  so  ist  nach  §.  22.  (54) : 

tgr-=Jil,    tgri  =  4}$,    tgra  =  i(f,    tgr3  =  JID; 

Vtgrtgritgratgra  =  jV"ir»ißP 
und  die  Gleichungen  (7d)  gehen  über  in: 


.  .  t 


1  i 


darffnieHi  In  ieiiün  Beföenungen  fmm  irr  eis,  2t 

(80) 
Co8  4(a  +  6  +  c)  = -ifliVii»CP  ^^  +  I  +  ^  -  j  ^, 

>     '  .  ■    ■   . 

•  1    ■  •    .  .  .  -    •  -  • 

wobei  der.Wefth  von  ^^  aus  der  Gleichung  (13)  und  dieWerthe 
von  Üi  Xf,  £»  X>  aus  (c)  zu  nehmen  sind^  so  dass  die  zweiten 
Thelle  lediglich  die  Radien  q,  Qi,  Q29  Qs  ^^^  ^'^^^  ßeröhrungs- 
kreise  enthalten.  Ich  mache  hierbei  aufmerksam«  dasfli  ich,  weil 
die  mit  Hl,  Ü,  Xf,  £»  jD  bezeichneten  Functionen  in  q,  Qi,  Q29  g^ 
sehr  einfach  gebaut  sind  und  sich  dem  Gedächtniss  mit  Leich- 
tigkeit einprägen,  nicht  immer  statt  derselben  ihre  Werthe  sub- 
stitulren  werde.  Wir  betrachten  eine  Grosse  als  durch  g,  gi,  p2>  P9 
ausgedrückt^  wenn  sie  ausser  diesen  nur  noch  Hi,  £1,  T$,  £,  D 
enthält 

§.  35. 

Den  Gleichungen  (12)  des  §.  10.  zufolge  ist 

(12) 

S.ni(«  +  6  +  c)  =  *S^'     Sin4(6  +  e-a)  =  ^S^»'"-^-^-V..- 

ferner  Ist  nach  §•  15.  und  §»20.: 

Hl  H' 


(32) 


SinaSin6Sinc'^2£^/ 

(48)  /f'=-7==~=; 

Vtgrtgritgr^tgra 

folglich  nach  dem  Obigen  auch: 

4 

und  ' 


S|3  Unf0r4iHjf^r:    üus  9phäri$cke  Dreieck 

(82)  ^i -.  ^  . 

^  Sin a Sin  6 Sine      J^j  V^i|}Jin!> ' 

und  wenn  man  die  Werthe  aus  (12)  und  82)  in  die  Gleichungen 
(74)  substituirt,  30  geben  selbe  ütji^p  in  folgende: 


(83) 


Sm  }(^  +  C^B)  =  2(tgg  +  tgg.-Hgto-tggj^ 

,  SimK  <  I  ff    O  ^  ^«gg-etgg. +tgfa-tgg.) 


Setzt  man  zur  Abkürzung: 

-Äi  =tgri  +  tgra+tgr8  — tgr, 
53ii  =  tgr+tgra  +  tgr,— tgri, 
«1  =tgr+tgri+tgrg— tgr,, 
I>i  =tg'"+tg»-i +  tgr,  — tgrj; 

0 

BO  ist  nach  den  Gleicbangen  (56)  des  §.22..; 

ctg  p  =  4^1,    ctgpi=i}$i,     ctgpa  =  i*if    ctg  es  =  1*1 
oder 

tge=]j;.   tg?.=B^'  tge.  =  €;'  *s«»=^' 

da  ferner  nach  dem  Obigen: 

V"il5J€ä"=-4V  tgrtgritgratgra 

ist»  so  kann  man  das  System  (83)   des  vorhergehenden  Paragra- 
phen auch  in  das  folgende  umwandeln : 


(84) 


äargttMU  in  tetnemjinihkuntm  %Hm  Kr  ei».  ^ 

Ä,Vtgrtgr,tgr,tgr, 

i  +  1  .1    JL 

sin  i(Ä+ (>- ^)  =  ;^^7i=4=T^ ' 

ÄiVigfigritgratgi-a 

ÄiVtgrtgritgratgr» 

,  ^iVtgrtgntgratgrs 

wo  der  Werih  von  /f|  ans  der  Gleichung  (78)  zu  nehmen  ist, 
80  das«  die  zweiten  Theile  als  reine  Functionen  der  Radien 
v*»  '*!»  *"»»  ^9  ^^i*  ^6"^  Hauptdrei6clc  tind  seinen  drei  Nebendreiecken 
umschriebenen  Kreise  zu  betrachten  sind. 


§.  37. 

Die  Gleichungen  (12)  und  (47)  geben  mit  Rücksicht  auf  jene 
(13)  und  (48)  unmittelbar: 

Skii(64^d-^a>=.^^g^V^^^^'^^^' 
(86)  < 


II      111       i      •!     »-    j 


Sin  i(«+6  -^)  =  ^^gg^g/i^gg^^g^ 


und 
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tgr__ 


(86) 


Co8l(A  i'B+t)  =  -  -7=fc== , 

i  Vtgrtgritgr^tgrs. 

Cos  l(B  +  C-A)  =        -r=M^'== 

Vtgrtgi-itgratgrj 

Cosi(^+C-J?)=  tfi»"*-    :. 


Vtgrtgritgrjtgra 
tgrs 


CosJ(J+Ä— C)=:        -7= 

\  Vtgrtgritgratgr, 

Werden  jetzt  die  Gleichungen  (80)  durch  (85),  (Jana  auch  die 
Gleichungen  (84)  durch  (Sß)  der  Reihe  nach  dividirt,  so  erhält  man : 

(87) 
ctgi,(«+6  +  c)  =  -it^P  V^8<r©  j^  +  ^  +  j^-j].^    „. 

ctgl(*  +  c-^o)=      itgßiViWeO  jj  +  ^+jp-gJ. 

ctgi(a  +  c-6)=      ItgQ^VÖM^  |s  +  S  +1  ~  «i ' 

ctgi(«+6-c)=    jtge»v:äMi  1^  + ^+g-^j 


und 


(88) 


t,l(A^B+C)  =  -^^     \tgr         ^' 

L    1  j.  ^     JL  ^ 


il,  +  », +D,  ~tf, 


tgi(^+C-Ä)=  ^^tgr 

üi      3Öi      <£i      I)i 

tgi(^+Ä_c)=    '  %^^;i  ^'; 

wo  wieder  der  Werth  von  /^i  aus  der  Gleichung  (78)  zu  nehmen 
ist^  so  dass  die  zweiten  Theile  als  nur  die  Radien  r,  ri,  r2,  r^ 


dargniMt  in  seinem  BezieAuMifM  mim  Kreis,  25 


enthaltend  zu  betrachten  sind.  Wir  bemerken  hier,  dass.  das 
System  (88)  auch  aus  dem  vorhergehenden  (87)  abgeleitet  wer- 
den kaun^  wenn  man  dieses  auf  das  Polardreieck  anwendet 'und 
dann  mittelst  der  Relationen  des  §.  16.  zum  Hauptdraieck  su? 
rückkehrt.  Bezeichnet  man  das,  was  aus  Ü,  T^^  (f»  !>  für  das 
Polar4t!ßieck  wird,  mit  Ü',  W,  (f',  I>^  so  ist  offenbar  mit  Ruck- 
sicfctwf  die  Gleichungen  (53)  des  §.  21. :  Ü'  =ili ,  »'  =  »^  ;  tf'  =^«;, 

D'=Di    und    Vil'}J'«'D'=  V  ^i»i<^iJDi  =^  ,   woraus    erhellet, 

dass  auch  die  Umformung  der  zweiten  Theile  des  Gleichungen- 
Systems  (87)  alsdann  keinen  weiteren  Schwierigkeiten  unterliegt. 


§.  38. 

Sio J(o  +.6  +c)  =  ^'      Sin >(6  +C-«)  =  ^,    u. s.  w.    ' 

2  2 

tg^  =  J^'       tg^l=J3^>     U.S.W. 

ist,  so  ist  auch 

SiDi(iDr  +  6+c)=:JÄi-Äi,    Sin4(6  +  c— a)  =  IJ/j»!,  u.«.  w. 
oder,  wenn  man  för.Üi,  }$i,...  ihre  obigen  Wertbesetzt: 

Sinl(a  +  *  +  c)  =  i^i(tgri+tgra  +  tgr3-tgr),i 

^^        SinJ(6+c— a)  =  J£^i(tgr  +  tgra  +  tgr8  — tgri), 
(89)      {-'  r 

.  -      i8lfli(a  +  ö-r6)  =  J^i(tgr+tgri+tgr3-tgra), 

Sipi(a+6-c)  =  J^i(tgr+tgri+tgra— tgrg); 

.1»      •  .  .  ' 

deiikt  man  sich  in  den  zweiten  Theilen  dieser  vier  Gleichungen 
statt  Hl  denjenigen  Werth  gesetzt,  weIcEer  aus  der  Gleichung 
(78)  hervorgeht,  so  sind  dieselben  als  reiae.  Functionen  4er  R»* 
dien  r,  r^,  r^»  rg  zu  betrachten.  ^ 

^  Weil 

Cosl(i4  +  Ä+C)  =— tgr./f',  Cosl(B+C+/i)  =  igri.ff,  u.  s.  w. 

tgr=  iÜ,    tgri  =  i3Ö,  u.  s.  w. 
und 
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4        ■ 


(81)  i?'  = 


VÄKOP 


int,  0«'«Hrd 

t 

€o«i(^+Ä+C>= 

Cos 

i(Ä+C'- 

.4)= 

8» 

Q.  S. 

^, 

« 

-■_ 

öder 

Co8i(^+g  +  C)  =  -^^''*'^^'  +ctgfaj.ctgp,-ctsg) 

(90)^ 

C<«J(^  +  C-B)= ^ü^      ^ ' 

Werdet»  Jet«!  die  G[eichttng«if  (79)  dtrcb  (89)  und  ebt^so 
die  Gleichungen  (83)  durch  (90)  der  Reihe  nach  dividirt»  so  erhält 
man  schltesMich  noch  f<^ende  zwei  %steme  Von  GtelehttffgMt 

(91) 

•  ■".  » 

■  •  1 


(62) 

tg;(j+Ä+C)  =-  ,        ^    ^.ygi-ttgp,+tgg.-tgg_^ 

*  Vtg^tg^itgpatg«,  ctgji+ctg^a+ctgPs— ctg« 

te » W+C— Ä)  =  ^  tgg  +  tgg,  +tgg8--t^gg 

V^tg^tgpjtgeitg^a'ctg^+ctgei+ctg^a-^tg^' 

tgi(^+Ä«C]=  ^  .  tgg  +  tggt+tgga-tggg^ 

Vtg^tgpitg^tg^s  ctgp+ctg^i+ctg^a— <^C8 

Das  lotzte  System  kann  auch  wieder»  wie  maD  sogleich  sieht, 
ans  4eai  Yorfieffgehendeo  durch  deo  Gebergang  auf  dä^  Polar« 
dreieck  gefunden  werden ;  beide  Systeme  gehen  überdiess  mit 
Lekktigkelt  aus  deo  Gleichungen  (75)  und  (76)  hervor»  worauf  ich 
s«  aufaMMrksam  mache.  Die  Gleiohuo^n  (70)»  (73)»  (75)  geben 
Sinus,  €d«inu«  und  Gotangenle  der  viec  Bogen 

4(«  +  6  +  c),    i(6+c-r«),    i(ß  +  c-6),    i(«  +  *-c) 

duvcll  Bi»  di^  Winkel  A,  B,  C  des  sphärtscben  Dreieckes»  (86)» 
(80)»  (87)  durch  die  Radien  Q$Vi»  ^»  ^s  ^^^  ^'>c>'  Berfibrungs- 
kreise  demselben»  (89),  (79)»  (91)  durch  die  Radien  r»  r| »  rs»  rg 
der  dem  Hauptdreieck  und  seinen  drei  Nebendreiecken  umschrio'* 
benen  Kreise-  Die  Gleichungen  (74),  (71)»  (76)  geben  Sinus»  Co- 
Staus  und  Tangente  der  vier  Wiekel. 

•  * 

\(A  +  B+0,   Kß  +  C-A),    KA-I-C-B),    i(A  +  B-C) 

4qr«ll  die  4r«i  iS«Uen  a.  b,  c,  (83).  (90),  (92)  durch  die  Radiea 
9f  (?if  Ost  Qa»  «ndrich  (84),  (86),  (88)  durch  die  Radien r, r|,  r«,  r«. 

'  Bezeichoet  e  den  sphärischen  Excess,  so  ist  bekanntlich : 

Cos  le  =  Sin  l(A  +  B  +  C),    igle  =  —  ctg  i(A  +  B  +  C) 

und  die  ersten  der  Gleichungen  (83)  und  (92)  geben  zur  Bestim- 
muifg  des  sphärischen  Excesses  aus  den  B«riilu*6i^sradlen  (^^^1» 
H»  Qt  folgende  bemerkenswerthe  Ausdrucke: 

(93)  Co«i«.=.  2(tgyv4tgfa4-tg^^^t,^g) 

(94) 
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ö.  39. 

Die  ziveiten  Tbeile  der  Gleichungen  (73),  (75)  und  (76)  koo- 
nen  auf  eine  einfachere  Form  gebracht  werden ,  welche.  fSt)OD^ 
sere  nachfolgenden  Untersuchungen  von  Nutzen  sein  wird,  und 
mit  diesen  Transformationen  wollen  ^ir  uns  jetzt  beschäftigen. 

' .   Wir  haben  in  §.32.  gefunden; 

H'^  *     L  1 

^^*^^+*+^^=^""Shi^SinJSSinC^Cosi(J  +  Ä+C) 

._ 1_ 1     1  j , 

+  €osi(B  +  C-  ^)  +Cosi(i4+  C— Ä)  +  Cos4(-4  +  Ä-C)  >•' 

^  ■♦  ■ 

am  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen;  fassen  wir  die  in  der  Kiami 
mer  enthaltenen  Glieder  paarweise  zusammen  und  bringen  jedes 
Paar  für  sich  auf  gemeinschaftlichen  Nendery  'so  erh^t  i^^atf; 
wenn  man  bedenkt,  dass 

.Cos  l(A  +  J?  +  C)  +  Cos  i(Ä  +  C  -  ^)  =  2  Cos  i^  C0»  i(fi  +  C),  .> 

Cosi(^+  C— Ä)+  Cosi(J  +  JS-C)===2Cosl2<Cosl(Ä— O" 

ist:  .       f .  .:.   ? .' 

2Cosi^Co9K^  +  C)  aCosj^CosU^— C) 

Cos  i(^+iB+C)Cos  J(ß+C-^)  "*■  Cos  4(^+C~JB)Cos  l(Ä+B-Cy 

*  ■  •  . 

nimmt  man  hier  2Cos^^  als  gemeinschaftlichen  Factor  heraus 
und  stellt  jetzt  allefs, auf  den  einen  Nenner  —H'^^  so  ist  der  Zäh- 
ler des  Bruches: 

Cos  1(^  +  C— B)  Cos  i(^  +  Ä  —  C)  Cos  Kfi  +  C) 
+  Cos  1(  J  +  Ä  +  C)  Cos  1{B  +  C— i<)  Cos  i{B  —  C). 
8et9t  mao  för  einen  Augenblick: 

a  =  Cosi(^+C— JB)CosJ(^  +  Ä— O, 
ß  =  Cos  \(,A  +  J3  +  C)  Cos  \{B  +  C— -4) ; 
so  ist  obiger  Zähler  offenbar  gleich 

(a+/5)Cos4J3CosJC— («— /3)SiniBSinjC 
oder  weil  auch       : 
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«  =  J{Cos^  +  Cos(Ä— C», 
ß  =  JtCo84  +  (}os(^  +  C)}, 
folglich 

«+/?==  Cos  ^+Co8B Cos  C;    «  — /5  =  SiiiÄSinC 


^  I  -     « 


istj  gleich 

(Cos^ +Cc|si?Cos  OCoaiÄCos  iC-  Sin  ÄSMC.  3iu4Ä§in  iC 
=  Coa\BCfa\C[CosA-{-CnaBCoe,C—^S\n\BSm^lC] 
=  Cds  i  ÄCbi  4C{  l  ^  2  SId  «U  +  (l -^  2  Sin  «i  Ä)(  I  — 2  Sin  «1 C) 

— 4Sin»lÄSJa»JC,| 
i:ÜCo«li?eo8SCf2— 2Slii«M— 2Sin2iÄ-2Sin*iC|' 
=  2CosiÄCo8iCtl-Sin«li4— SinaiJS— Sin«iC| 
od<^  aacb  gleich  i  *      » 

CosiBCpsJC{Co824  +  CosÄCosC— (l-CosÄ)(l  — CosC)} 
si.CosiifCp^  ..    i 

=^:^CdsSÄeoslCTl  — Cosil— Co&B— CosCir     "'' 
mithlD  ist 

CosJ(a  +  Ä  +  c)=:-jj.^^g.^^g.^^ 

4CosiJCosßCo8jair-Siii«JJ^Sin«lB-SinaiC) 


:•»•» 


r** 


oder  ■  ^, 

Cos{(a  +  6  +  c)=-.g.^^g.^^g.^^ 

-*2CosUCosiÄCo8jC(l— Cos^  — Cosß— CosC) 
X  ^-^ \_jy^> T ^— 


das  ist 


oder 


Cos,(a  +  6  +  c)=  2SioUSioi£8iQiC 


/.     w    .  i^  .    X  1  — Co824-Co8ß— CosC 

Cosi(a  +  6  +  c)= 4SiDUäiDi£SiniC    ' 


.1 
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§.40. 
Ebenso  haben  wir  in  §.  32.  gefunden : 

Co84(Ä  +  c— a) 

£/'*  i  1  I 

—  "^  Slü^  Sin  »Sin  C  *  Co8i(^  +Ä-f  C)  ^  ton  \(h-^b-^A) 

1  1 


Kl 


Cos  iC4  +  C-Ä)     Co»  1{A  -tB-^C) 


\: 


ÜÄ  aneh^  diesen  Ansdruck  zu  vereinfachen,  fassen  wir  wieder  die 
in  den  Klammern  enthaltenen  Glieder  paarweise  zusiunmen  und 
erbalten  auf  dieselbe  Art  wie  früher: 


2CoslACo&l(B  +  C) ^CoalACoslüB-^C) 

CoBliA+B+C)Cosl(B+C'-A)  •   Cos i(Ai-C-B)(iosl(A+B^C^ 


} 


nimmt  man  auch  hier  wieder  2Gosi^  als  geraeinschaftirchen 
Factor  heraus  und  stellt  alsdann  beide  Gheder  a^uf  den  ^efinein- 
schaftlicfaen  Nenner  *^ll'^,  so  ist,  mit  Beibehaltung  der  Bedeutung 
der  Buchstaben  a  und  ß  der  Zähler  dieses  Bruches  gleich 

(a'^ß)Co^lBCo8lG'-{a  +  ß)SinlAS\nlB 

oder  gleich 

SinJ?SinCGosi£Cos|C— (Cos^4-Cos^CosC)Sioi^S{niC 
=  SinlÄSioJC{4CosaiÄCos«lC— Cos^  — CosÄCosCI 
=:S\niBSiBlC{4Co8^lBCosHC'-2Qo8HA+l 

— (2Cos«iÄ— l)(2Cos«iC— 1)1 

=  Shi  JÄSln  lC{2Cos»JiSr  +  2Cos«lC— 2Cos«M ) 
=  2SioiÄSiniCll  +  Sin«J^  — Sin«4Ä— SinajCI 

oder  auch  gleleb 

SinlÄSinlCl(l  +  CosÄ)(l  +  CosC)  — Cos^— CosJBCosC) 
=  SiniiBSiniC{l  — Cos^  +  Cosfi-f  CosC); 

mithin  Ist: 


Ä'» 

Coa  i(^  +  c  -^  a)  =  -  g^  ^  Si«fiSw  C 

4Cosl.lSinJ^'Sin4C(l+Sin«M— Sin»iJ5  — SinaiC) 
oder 

X  — ™ , — H/pä "^^^ ' 

das  ist 

' •/,     ./r  .           ^       l  +  Sii)«M-Sin«iÄ-SIn*iC' 
Cos,(6  +  c-«)  = 2Sini^Co8  4^Co8iC 

oder 

Fasst  man  das  in  diesem  und  dem  vorhergehenden  Pari^raphen 
Gefundene  snsammeB,  bo  gelangt  man  zu  folgenden  zw«i  Syste- 
men von  Gleichungen,  vfelche  mit  jenem  (73)  gleichbedeutend, 
aber  der  F((rm  nach  einfacher  sind: 

r     w    ...   X      l-Sin«M-Sin«iig^Sh>»iC 
l.o«.(o+o+c)_         2  Sin  M  Sin  JA  Sin  JC        ' 


(96) 


(96) 


_     ,,^.         ,      1  +  Stn^/J— Sm^Ä-»Stn«je 

Cos  .(6+C-«) = 2SinUGos^ifCo8if? ' 

„      l-Sin«4^  +  Sing4^-SinaiC 
Cos,(a+c-ft)—        2SinJÄCo8i^CosiC 

,  ^     ,,    ..      ,      l-Sinaj^~Sin«ig-t-Sin»iC. 
\(^HM^>r^)^  '  ■   •^SlnjCCosl.jtosjg— » 

_     .,      ..   ;         1  — Co»^— CesÄ— C«wO 

Cos  i(a+6+c)  =a — issrassiö^n^-^  • 

*^~«^*+^''>=        4Sin4^CosiÄCosiC~' 

_     ,,  .,  1  +  Cos^  — Cosg  +  CosC 

Cos,(fl+c-6)=         4Sin|BCosUCos>C     ' 

Co8.(a+Ä~c)  =         4SiniCGo8iJCosiS     ' 


ik 


fH^ftf<üiU9€rti^  Diu  sphärUehe  BtMeek 


und  wenn  man  die  Ole^chungen  des  Systeips.  (95)  der  Reihe  nach 
durch  die  Gleichufigen  d^  Systems  (70)MtvTdirt: 


(97) 


I .' 


/    .,/.*.    X     J— Sin«M-Sin«lB-Sin»iC 
1   ctgi(a+6+c)  = -g, — . 

ctg  i(A+«-fl)  =  -■ : gl    !   — ^ ' 


ctgJ(a+c— *)  = 


1  —  Sin  «U  +  Sin  «i  g  -^  Sin  «j  C 

H'  ' 


ctgi(a+*-«)  = 


1— Sin«jJ-Sin«JÄ  +  SinaiC 
g, . 


oder  auch: 


(•   .; 


(98) 


ctgJ(«+Ä+«)=- 


ctgi(*+c— a)  = 


ctgi(«+c-^)  = 


c1fei(a+ft— €)  = 


1  —  Cos  ^  >-  Cos^  ~  Cos  € 
1  —  Coi^  J  +  Cos  B  +  Cos  C 

1  +  Co8^— Cos  g  H-  Cos  C 
2Ä' 

1  +  Cos^  +  Cos  g— Cos  C 
IH'. 


iti-  f 


§41. 


Wendet  man  die  yorhin  abgeleiteten  Gleichungen  (95)^  (96) 
auf  das  Polardreieck  an  und  kehrt  alsdann  mit  Zuhilfenahme  der 
bekannten  in  §.  16.  aufgeführten  Relationen  zum  Hauptdreieck  zu- 
rück, so  erhält  man-  mit  Leichtigkeit  die  folgende  Gruppe  von 
Gleichungen  9  wdche  mit  jenen  (74)  gleichbedeutend  sind^  sich 
jedoch  durch  grössere  Einfachheit  vor  denselben  auszeichnen: 


99) 

S\al(A+B  +  0 

—l+CoB^la  +  Co8*lb  +  Co^*lc  _  1  +  Coaa  +  Coab  +  CoBC 
^'^-       2Co8iaCo8i6Cosic  ~     4Co«iaCo«i6Co»4c     ' 

Siai(Ä+ C—il)       , 

_  l  +  Cos^U— Cos«j[6  — Co8«ic       l+Cosa^Cas*-Co8c 

*~  2Cos>a8in>6$iDic  "*      4Gosia8lni6SiDic     ' 

Sini(^+C-JS) 

_  1  —  Cos«j a  +  Coa»i6  —Co» «je  _  I  — Co8a  +  Co86—Co8c 
~  2Co8i6SioiaSiiiic  ^1     4Co8i6SiniaSioic     ' 

S\nl(A  +  B-C) 

_  1— Co8«ig  —  Cos^6  +  Cos  »je  _  l^C08g  — C086-i:C08C 

~^         2Co8ieSloiaSini6  ""      4no8äcSüilaSiÄiA ,/ 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung^  da88  diese  Gleichungen  audi 
aus  jenen  (74)  §.  32.  auf  ähulicbe  Art  entvrickelt  werden  können, 
irie  wir  die  Gleichungen  (95)  aus  jenen  (73)  abgeleitet  haben. 

Werden  jetzt  die  Gleichungen  (99)  durch  jene  (71)  der  Reihe 
nach  dividirt,  so  gelangt  man  zu  folgendem»  mit  den  Gleichungen 
(76)  gleichbedeutenden  aber  einfacheren  System »  welches  auch 
aus  jenem  (98)  durch  den  Uebergang  auf  das  Polardreieck  her* 
geleitet  werden  kann:         .  . 

100) 

tel(A+B  +  C) 

I  —  CoB*la  —  Co8*;6—  Cos'lc  _      1  -|-  Cogg  +  €086  +  Cwc 
^  —  H,  -"■  ~2^         ^*"  • 

tei(B-iiC—A) 
1-f  Cos'io— Cog«i6— Coa'^c  l.+  Coaa—CoabT'CtfBe 

" — Bj " — ^~   ~~ 5B; — '-"^ ' 

""'  igUA  +  C-B) 

__  I  -  Coa  *;a  +  Coa  *l6  ^  Cog'jc  _     1  ^  C08  c  4-  Co»  6  —TDb^»  - 

.tgi(4+Ä-c)..  .    ., , , 

l-rCo8*ia— Co8*;6H^  Gos'ic  1  —  Cosa— GoaA^Cose' 

TMuxxxni.  s 


(S4  'vt^mfmtäi»9^^.  ä4U  ffMnsek^Pftüfk 


-     »  ■  • 


«  5V^i^  J[|i?aD  fli.Q  ^r£|t0  imd  zweite  der  GJeicIiungenj  X^)  zimier 
identischen  1=:1  einmal  addirt^  dann  auch  davon  suCtrahirt  und 
sich  dabei  an  die  gonioitobtmdh^wVForin'eln 

erinnert,  sö'ernäU  man  'sofort  folgende  vier  lüleichungen: 

2Cos«l(<i4  6  +  c> 


""  2Sinj2lSinlßSinif       T 


■ ) 


"•  2Sini2lCo8iJ?CosiC7      ^  ^    '••••'^- 

Erinnert  man  sich  an  die  göntometrischen  Formeln: 

1— Co8*a:— Cqs*v— Cos*2;+2Cos:irCosvCos«  v\ 

=     4Sin  \(x\y\zy  ^  if^+^^^^)  Sin  i(a:+i-y)  Sin  i(^+y-x), 

1— Co9«dr-^^cfcV^CisV-2Cok«CösyCo82^^^  "^     ^  ^  ^  - 

=  — 4Co8i(ar+^+2)CosJ(2(+2— a:)CpsKar+z~y)Cosl(^+^— «)• 

l-KCoi^^-rCoi?V~t)^**^H-2Co«arCo$^XJos«.^  ^  ;-      ' .'»     f  _ 

=     4  Shi  J(ar+y +2)Sin  J(^+i— or)  Cos  J(^+»-3^)Cos  Kar+y-^i), 

1      '     ■  '       > " 

•  '  '    :    ■  * 

l+Cos*a?— Cos*^ — Cos*2  — 2Cosa:CosyCps^x 
•      i=:  — 4Coff  J(^+y +«)  Cos  äöf+2^— ^)  Sin  i(«f*-y)  Sin  J(i+y-=i) 


dm^iiÜUt  Uiänin  MieXun^^mikm  ""ireis.  ^ 


'■•    ■  J--  >tl   ...':    .V:    •  ^i».'        ':     .   \'i*f   .     V 


ferner  dann  auch: 

(101) 

XSin{45<»— i(^+C-B)jSinl45»— iM;fB— Q), 
G'«:il  'tOiAf«**-^  if4+B  +  C))tfoM48<>— J(B+  C—Ä)\ 

xCos{450-J(^  +  C-Ä))Cog{45o.-,i<J+,Br-'C)|; 

.  ■  ü   ..  *•  »  ^''  '  '  '  '      '•  ■    ■  "  •  '■' 

80  erhSIt  inari: 

(0  .-.-. !>      .V 

1—  jSin«jJ— Sin»iJfe— SiWc+2Sin  MSiniÄSin  jC 

X  Sin  { 45°  -\{A-\-C—B)}  Sin  1 45*—  \{A  + 1»^  (F)1 

'  _      AP*^ 

tgl45«»--U^+Ä+C)}' 

1 — Sii^A — Sin»iB — Sin«  je-  2  Sin  ji  Sin  i  ^Sin  i  C 

Ä     4Sin|450— 4(.4+J5+0)Co8l4ö*— J(B+C.i--i(^| 

'  '  ><Cos{45<>— l(^  +  C--J?)iCos{45<>— l(-4+Ä— C)J 

,     .         _    .  46?'«  •.     .  '     ■■'■"'•  ■  '-'^ 

-ctgt45o_i(^  +  Ä+C)|' 

1  +  Sio«l4  r  Sin«iP — Sin«'  C+ 2  Sin|il  Cos  i  Ä  Cos  1 C 

=     4  Sin  1450—4(5 + C—  -4) }  Cos  { 45« — J(^ + Ä  +  C) } 

xCos{450— {(^  +  C— Ä))  Cos  {450— KJ  +  Ä— C)  J 

■  .  \  j  vv  ■  i  ;■-  '■■'  ■■:  >  -46'« ■-  «I---.  :  ■ 
-ctg{45<»-4(Ä+C-^))' 

--■•...;■•■•.,:■* 
1  ^  SXffliÄ  4^1Sin«iB—  Sin^i  C-i  ^  Stn'V^  Cos  l^Cos  l  C 

=     4Co8t45Ö^i(Ä+C— 4iSin|46?-i(4.-|tÄ+Qj 
"*■'      '  '  xSin|45«>[— ir^+'c— B)jSin{46<>-J(^+Ä-C')l 

8« 
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\  '■  ..'....■••.-•..■■.•      .'         .■  ■ 

und  ^enn  man  diese  Werthe  in  die  oblgeii.yier.Glei^linfigct^  f^^||• 
stituirty  aiddann  darch  2  dividirt  und  die  Quadratwurzel  ausziebt, 
«o  yerwandela  «ich  dieselben  in  folgende:^ 


(>'• 


I  ■ '. 


(g) 

F 

SiD  4(a + * +«)  =  v^_siii  J^Sin  l^SiBiGct^\tö'>--i{Mfi+M  * 


Cosi<6-t-c — o)  = 


»  ■  f  I 


VSin  i  A  CoslBCo8lCetg[4Si'>—iiB+C^4)\ 


Sini(6 +0— a)  —  y  sj„.^c„g,  ^jj^gi^tgl«»— i(Ä+C'— ^)j ' . 

worin  die  Radicalgrossen  F'  und  G'  mit  positiven  Vorzeichen  zu 
bebmen  Mod;  Hieraus  ergeben  sich  nun'  fdtgetide  z^ei  Systeme 
.VjOil  iäieicfiungeii : 

ao2) 

«  Cos  ^^a  4- 6  4- c)  ?=  ^ 

*^  y-«Sini^iSinJÄSin;Ctgi45«»-i(^ifiStHrOj   , 

vuB^v  X        /      V^SmlAQQ8\BCoalCctg\4&'>—l(ß^C—A)\ 


Cosi(a+c-6)  =  y^sii,T^Cos.^CosiCctg|4Ö«>— i(^+C-Ä)}' 

Co8l(a+6-c)  -  v^„ , cCo8  i;< Co« ißctg i45»-i(^+«-C)| ' 

(103) 

Sin  i(a  +  6+c)  =    s-  , 

u    X    T.;       V^-Sinl^SiiiifiSinlCctgt450-i(^+fi+O} 

^  ^      VSinJÄCo8i^CosiCtg|450— i(J  +  C-Ä]' 

Sini(a+6-c)  = 


V"Si;itf?Co«i4Cw  iÄt^i4ö<»— i(^  -1-  j8_  t)  j ' 


dargezteUt  in  Meinen  Be%iehungen  %Mn  Kreie*  37 

und  durch  Division,  wenn  man 

(104) 
li«si-tgt4««-I(^+Ä  +  C)}tg|450-J(Ä+C-J)l  ' 

X  tg  { 450— i(^  +  C-B)  \  tgt  45«-  \{A  +  Ä-  C)  t 
•etzl: 

L'  * 

^-    ■■     Jtgl(6  +  c-«)=      tgl45o_i(Ä+C-4l' 
(IVB)      ^ 

tgKa  +  c^6)=     tg|450-i(Ü  +  C-Äil' 

tgl(tf+6-c)=     tg{4S0^Ki<+g-O>' 

in  welchen  letzten-  Gleichungen  die  symmetrische  RadiealgrSsee 
L'  ebenfalls  mit  positivem  Vorzeichen  zu  nehmen  Ist.  Werden 
dieselben  mit  einander  multiplicirt  und  setzt  man  dabei:  . 

(»06) 

V=  «g  J(tf +*  +  c)tgl(6 +C-«)  tgj(«  +  «--ft)tg  J(« +*-«) 
■o  folgt: 

(107)      .,         Li  =  -tg{45«-K^+Ä+C)J,    , 
und  durch  Verbindung  dieser  mit  der  ersten  in  (105): 


(108)  V  = 


tgl(a  +  *  +  c)" 


Die  erste  dieser  beiden  Gleiiahnngen  gibt  die  symmetrische  und 
stets   als  pesitiv   zu   nehmende   Radicalgrusse   Li,   ausgedrückt 
dnreh  die  drei  Winkel ,  die  zweite  gibt  die  symmetrische  und  stets . 
als  positiv  zu  nehmende  Radical^rOsse  L'^  ausgedrückt  durch  die  ^ 
drei  Seiten.     Wenn  man  bedenkt,    dass   —  tgt450— i(i4-kff-|-C)| 
stgjcist,  ersieht  man,  dass  die  Gleichung  (107)  von  der  Formel 
Lhuilier's  zur  Bereich nung  des  spärischen  Exeesaes  nidbt  ver* i 
schieden  ist,  denn'  sie  geht  alsdann  über  in: 

(109) 


tg  i«  =  Vtgl(fl+6+c)tgJ(ft+c-fl)tgi(o  +  c-6)*gJ(«  +  6-c)- 


38  ünferdinger:    Das  sphärische  Dreieck    ^ 


-•     s^ 


»        • 


§.  43. 

Die  erstell  zwei,  der  Gleiehungep  (9Q)JftsseQ  ^ich.-udi  mq^ 
schreiben: 

und  wenn  nian  aiese  zu- der  identischen  1  =  1  einmal . fddirt  und 
eiumai  davon  äbzieBt  und  bedenkt,  dass  .  •  * 

l+Cosa:=:2Cos«ia:,    1— Cosä  =  2Sin«4: 

'..-••  •  •  i' 

ist,  so  ergeben  sich  folgende  vier  Gleichungen: 

2Cos«{45«^i(2l  +  £?+ Ol 


,,.  ..:^  i    |rT.<;osV"r^Cftg?i6— CosJ^l^r--2CogUC^^feC^ 

.,  f  ,T'.'         •■  2 Cos 4a €os Ib  Cos  ic  ~        ■    •  '-^ 

2Sin«|450— i(/l  +  Ä  +  C) 
1  — Cos«ia — Cos*i6  —  Cos«lc+2  Cos  i«  Cos  i6  Cos  Je 


//     I 


'.T 


^  2Cosla8tnJ6Sinic  ^^-^ »    . 

2Cos«{450— i(J5+  C— ^)l* 

1  +  C»s«ia  -  Cö6«l6-^Cos^'c4  2Cosia  Sin  46 Sin  4c 

2Cos4aSin468ij|4c  '    '. 

2Sinai45o^l(J5  +  C— ^)) 

l4-Cos«4a— Cos^46  — Cos^4c--2Cos4flSin4ftSin4c 

2  Cos  4a  Sin  i6  Sin  4c 


t.  Durcif  dif^kt^  Anwendung  der  goniometrischen  TraDsforinationsh: 
Fjprni^ln  (e),  indem  man  x  =  la,  yz=,lb^  tz=: 4c,  ferner  auch 

/   i^  .       .  ■    ■  '.  .    .  .   1 

.  .  (110) 

Fl«  =  Sän  1(« + *  =f-c)  SIri  J(*+  di-a>Sln  J  (a  +  c-^6)  Sifl  i  («l+'ft  p,^), ' 
Gia  =  Cosi(a  +  6  +  c)Cosl(A  +  c— a)Cosl(a  +  c-6)Cosi(Ä  +  6— c) 

setzt,  verwandeln  sich  die  obigen  vier  Zähler  der  Jleibe  nach  in 


daKMPMUUi  in  ninen  Bniekun§m  numjf^ßis.  9$^^ 


ctg 


^('«VV+Wgl(Ä^^^•:^«)' 


4fi«  .  } 

denkt  man  sich  diese  vier  Wef the  lo-dfe  obigen  vier  Gleichungen 
sabflflkrty  alsdann  durch  2  dividirt  und  allenthalben  die  Quadrat- 
wunel  ansgeiogen,  so  folgt: 

Co8{4S9-l(A+B +€)]=.     '——'^\        \    .'■ 

V  eo8 la (19bIo  coale 


*    , 


SlD|46«»-i('^+Ä4-(C)l= 


.      :-^.Fi--  .•■;• 


A 


V^  cos  aa  cos  .^6  cos  ic. 


V  co8iasrni6sinicctg;(a-|-6^4'^)«tsi|[6f^-a^ 

'^  ;  .  .         •  .      -  .         ,.■■.■..-      ■■••.., 

.  V  cös  l««in^Ä»irtJi?tgl(o+6+«)tgl(H-<>^«)  ■' 

in  welchen  vier  Gleichungen,  so  me  in  den  folgenden,  die  sym- 
metrischen Uadicalgrüssen  Fi,  .Gi  Mi  positivem  Vorzeichen  zu 
nehmen  sind.  Aus  diesen  ergeben  sich  sofort  folgende  zwei 
Systeme : 

(111) 

Cos{tö'>—\(A  +  B+Q\.     .  .      _. 
_  G. 


'  I 


•  w 


y  Cos  JoCos  i6  Cos  Je ' 

Cosl460-.l(Ä  +  C— il)} 

\CosiaCoaibCo8lcctsl(ä+b  +  c)ctgl(b-i-e—a) 


j  *     •    :      .  f  .     . 


!*- 


— *    I  ,   ;  ■     ,       I       n.i-n;    -r  i' 


'..]\.    VCosl6SiniaSinJcctgi(a+ö  +  <?)ctgi(a.+.p^6)V;    ,,  :h 

.  •  •     .•        .  I  ■  •  ■ 


Co8(45*-i(^*+B^C) 


1  #  • 

: ■;  •  ■  ■*  ■• 


VCo8*jcSiniaSini6ctgUa  +  6-fc)ctg;(a-f6     c) 


md 

(112) 
Slii|48«— i(^+i?+C)J 

-F,' 


II         • 


VCosiaCoslftCosie 

Shi{450-i(»+<?— <*5J 

VCosiaSinl6Sioictgi(a  +  6  +c)tgi(6  +  c  -  a)' 

VCos  J6  Sin  Ja  Sin  ic  tg  1(«  +  ä  +  c)  tg  i  («  +  c  7-  6)  * 
Slnl45«— U^  +  Ä-C) 

VCosicSinioSinl6tgJ(«  +  Ä  +  c)tgl(a  +  6  — e)' 
iiii4  chrcll  Dtyisiont  wenn  man  bedenkt,  dass 

» *  ■        ■ 
iit: 

1(113) 
tg{45o-j(4+fi+C)J  =  -t„ 

tg|450-i(Z^  +  C-^),=      _,_^___, 
tg,450-i(^  +  C-B),=:      ^.(,^,^,f4.(,^,^)> 

^V  *^  ^'  tgi(a  +  6  +  c)tgi(a  +  6— c) 

Wir  haben  die  iSleichongenCllI)  und  (112)  aus  jenen.  (99) 
direkt  abgeleitet;  sie  können  jedoch  auch  aus  den  Glei'chungen 
(102)  nnd  (103)  durch  den  Debergang  auf  das  Polardreieck  ge- 
folgert werden ;  auf  dieselbe  Art  geht  das  System  (113)  aus  jenem 
(105)  hervor.    Das  System  (113)  folgt  fiberdless  ans  jenem  (105) 


noch  einfii^ter  iäiniA;  iMi  man  in  leCzferem  statt  U  seinen 
Werth  aa9  (1^)  substitoirt  und  die  WinkelfaDctioDeD  fisdann 
daraus  bestimmt. 

WeU 

* 

Cm  1<  =  Cost  480—  •(^  4  ^  ^  C)\ 
nnd 

Sio  W  sr  -  Sin ( 450— >(^  +  .ff  +  C) ). 

SO  geben  die  ersten  der  (Sleichnngen  (111),  (112)  aucb: 

(114) 


II,    »!»;,'> 


^     ,        4 /"Cos  i(a-^6^-c)Co8  \(b+c-a)CoB  l(a  f  c-6)CoRig4-6^tf) 
LoS4t=  w  . 


ff 
Cos  9  a  Cos  Ji6  Cos  le  * 


i.=V 


, ^,  S^nUfl^^^•c)y»wI(ft+C"-g)SinU<^-^e^-&)Sini(a^^6^ 


Cos  s<i  Cos  iö  Cos  Je 


Die  zweite  dieser  Gleicboligen  folgt  ancb  vnmittelbäf  ads  der 
ersten  und  umgeic^bri,  durcb  Anwendung  der  allgenielnibA  gönfo- 
raetriscben  Fortnel: 

(i)  CosorCosyCosi 


Siol(ar+y+i)SinJ(y+x--ar)Sinl(ar+r--y)SinJfj^+^-^j) 
+  Cos  4(ar+^ +x)  Cos  i(y+x— a:)  Cos  i(^+*— y)  Cos  1(^  +3f— «) » 

welche  man  dqrcb  Addition  der  ersten  und  zweiten  der  Gleichun- 
gen (e)  erhält  Indem  man  x^^la^  y=ri6,  *^lc  setzi,  gebt 
dieselbe  fiber  in 


CpsiaCosi6€osic  =  F|«-|-  G,« 
oder 

« 

1^       i^.*       .       g.* 


Cos  ia  Cos  i6  Cos  ic  +  CosUCosiACoslc  "^  ®"***  +  ^^*** 


Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  flP  Gleichungen  (105) 
md  (113)  wegen  ihrer  Eififachhieit  und  logarithniiscbeh' ^örm  auch 
▼erwendet  werden  kennen  zur  Berechnung  der  drei  Seiten  ay^ 
den  drei  Winkeln,  oder  umgekehrt  der  drei  Winkel  aus  ^den  drei 
Sdten*    Hat  man  einmal < aus  dfer  Tafelöle  vfeir  Lomritbmen 


"■■■■  ■ '  fgtg|45«'::-J(fl'+C-4).'  ■      '^  •  lgt^l(6^:c■-,^;;  ^••;;'|| 

lgtg|45<»-J(^  +  C-Ä)|,  IgtgUa  +  c-*),.,^.^^   '  ' 

|gtgt4Ö0-trj-|;i?_C))      ,         .lgtgl(«  +  6-c)'"' 
entnommeD»  so  findet  man  mit  Leichtigkeit: 

«  +  *^:c,==«?    oder     .^  +  JB  +  C==x,, 

o  +  c— 0  =  fft,  iJ  +  C— B  =  f*i , 


H«.-   ««;<( 


.  > 


woitta$  folgt!  -.  >,.:...   .;/;     i 

o  =  «(/*  + v)»     oder    \4  =  J(f*i  +  n)» 

c  =  JifA  +  ;)  ^  <?=i(Ai  +  fh); 

updi  nuHi.  hy^t  (d^nfi  %  /dje  Q^chnnpg  zugieivif  eipe  (^o^tnQJlf^  ||i^| 


n.' 


-:•;  •!?{ 


AIultipJi{irl,,ipaD  die:S^weite  der.  Gleichttügien  (99)  niil;  Gos 


80  hat  man 


s  > 


I4-Cos*ia--XJo8*J*--Co8«Jc      Sin^^'^4S'»^'c-^Sii^*ia 


Co8laSini(J5+C-/l) 

S 

bezeichnet  man  mit  A>  B,  C  die  drei  Winkel  des  Sehnendreiecks, 
welches  dem  %phäri8ehbn  Dreieck  Jj'JBO  entspricht,  i^o  ist  be- 
kanntlich 

Sin»;&^-Sinaic— Sin'io     . 
...        V««A-  2Sln46Sio{c  '.  , -"  i 

mithin  auch: 


€oaA.=sjC!os.iaSin^(iff-t-(7-^4)  und  ebejuso 


.'  ;  •  ' 


4  • 


tM5)     {Co8Bb=Cb8ißSftt'i{il+'C'-fi), 


ersetzt  man  hierin  Cos^a,  Cos i^,^  Cos ^c  durch^ihre  die  Winkel 
A,  B,  C  enthaltenden  bekannten  Werthe  und  führt  zugleich  zur 
VcMint'ircbdh^'  d«rch  Ae  fkfiation   Ä  ä  |( J  +  »4!  J^JlA^ 
girusse  S  Clin » ^o  othält  man': 

!r»-  A      «•  / a  .  „4/ Cos (S -  Ä)Co8(S—  C)     -r-r.  il >-.„  ) 
) -;'•   5    1.-,  -    *     -/*     ■'      tj;«    «    ^-^/^ "  *      '•■     ■>,''• 

■Co»jCs=Sm(j?-rC)y.      ;      s{n^s}iifl^''    '    '^'  '    ■''  " "'' 

will  man  6|Ui^t^iS>  lieber  d^n  sphärischen  .fixceits  CyeinJu^ren«  so 
ist  bekanntlich: 


;.-  ')'.o  ) 


KJ  ■  --JLM 

.W  ■  •'-; 

,       Sr-C.=:im-'(C-r-lt)i      >.;••>„;<. 

mithiq :  s  -  - 

:-•      i               ■          ,                :            ■;    -     ■            '.    J     1.      -       '    ■         !■'•             '>    IM:''. 

•♦....:.'. 

117) 

j  Co8B!.=  q08iÄC<W,(Ä— .4»),        '  •.    '  ,    .>   ..i  .:,i,,l 

■>. 

.  lco^C  =  CosipCo8(C— i^),            .    ,.?k  .i'-. 

oder 

.lCo8A  =  Co8(^-.«)Y  Sin ^ Sin C '.    ...        , 


:.»:;'.    •    '  jr 


im     C6.B  =  C»(i.-!.,V?^aglipS.  -.^  ■^- 


i^-i 


■<      t 


Diese  Formeln  dienen  zur  Berechnung  , der  Winke)  des  Seh- 
nendri^iäclres  aiis'  detar  Winkeln  des  spliäriscl^bh.  D,reiebk^es'.  Hefr 
Grunert  hat  in  seiner  Abhahdlung:  ^^Das  's^YiärVsche''D'rei-'  ' 
eck  mit  seinem  Sehnendreieck  yerglichen,  mit  be- 
sonderer jftücksiclit  auf  Geodl&ie/'  {^.  Arc>hivv  Theil 
XXV.  p.  197.)  ebenfans  Formeln  zui^  Losung  dieser  Aufgabe  auf-, 
gestelU  und  iwar  folgeo4«: ,.,.    ,„.;,i  ,,.  :  •:  ■..:  ^.  „;;,  <.,  .,v    !,.:, 
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m 

>)  ;    .';  ^"■.  ;  .  ■ 

**    ""  2  V^Sin  B  Sin  C  Cos  (5 — B)  Goa  (S — C) 

„    „      S\nACoa(S-Ä)+SiaCCiM(S—C)^SlnBCoB(S~'B) 

SV  8iii^  Sin  CCoa(S--^A)Cos(S  -^  C) ' 

^    ^      Sliii<Co8(Ä— i<)  +  SlfiiBCos(S-Ä)— SinCCos(Ä— CT). 

2  V  Sin  ^  Sin  B  Cos  (5—  vi)  Cos  (5  ~  B)  *        '• 

and  es  ßUlt  nicht  nicht  schwer,  durch  eine  einfache  Tranaonm« 
tlon  diese  Formeln  auf  die, uBserigen  fa  redüciren,  was  bei  dieser 
Gelegenheit  im  Folgenden  geschehen  soll.    Es  ist 

A  =  (S-B)  +  (S-C); 
also 

8inCsSin(5— i«)Co8(.$— i3)-|.Cos(5-il)Sin(iS— IT), 
Sin  B  =  Sin  (5— ii)  Cos  (5  -  C)  +  Cos  (S-r  i<)  Sin  (5—  C) ; 


■  I    i- 


multiplicirt  man  die  erste  Gletchnnf^  mit  Cos  (S'^C),  die  sweite 
mit  Cos(jS> — B),  addirt  dann  beide  und  zieht  von  der  Somme 
heiderseits  Sin  A  Cos  (5—  A)  ab»  so  hat  man : 

SiniBCos(iS— £^)  ^Sin  CCos  (iS^  C)— Sin  ilCos(iS— ^) 

=  2Sin(S-.l)Cos(S-Ä)Cos(S-C) 

+ iDos(S— ^)  1  Sln(S— Ä)Cos(S— C)  f  Cos(S-.Ä)Sin(S-0  -Sin.1 1 ; 

weil  aber 

Sinil=:  Sin(S— Ä)Cos(S—  C)+  Cos(S— B)Sln<Ä-C)  -  ; 

ist 9  so  ist  das  letzte  Glied  der  Mull  gleich,  mithin 

Sin  B  Cos  (S—  Ä)  +  Sin  CCos  (S  -  C)  -  SinilCos(S—ül) 

=  2Sin(S— ^)Cos(S— fi)Co6(S— C); 

setzt  man  diesen  Werth  in  die  erste  der  obigen  Gleichongeo  j(k)  ^ 
und  körst  so  yi^ltils  möglich  ab,  so  wird:  .       .  > 

und  diess  ist  die  erste  der  Gleichungen  (116); 


d0rie$ieiii  in  ulnen  äenieäunpen  %um  MrHs.  45 
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§.45. 

Bezeidmet  O  (Taf.  I.  Fig.  1.)  den  MittelpoDki  des  dem  Dreieck 
A0C  niii$chftehenejik  Kreises  und  wir  ziehen  die  spfiriseben  Ra- 
iii^:X>Ax  0B,  PC  80  entoieben  um  den  Punkt  O  drei,  an  ein- 
ander Hegende,  zusammen  360^  ausmachende  Winkel  AÖC,  AOC, 
AOB,  diese  sollen  jetzt  bestimmt  werden.  Die  Winkel,  welche 
die  sphärischen  Radien  mit  drei  Seiten  einschiiessen,  sind  paar- 
weise einander  gleich  und  zwar  ist,  weim  O  innerhalb  des  Dreiecks 
liegt; 

und  wenn  O  ausserbalb  des  Dreiecks  und  dem  Winkel  A  gegen- 
über liegt: 

w  das^  4fsö  -^  «1  an  die  Stelle  von  tii   tritt;  '  Zieht  man  das 
spb&rische  Perpendikel  OD,  so  ist  in  beiden  Fällen 

;  Cos i?0/>  =  Cos i?/>. Sin «i^Cosia Sin tf|,   . 

oa^f  We9  offenbar  jUBOD  =s:  \jLBOCi 

*    CosiAOC==CoslaSintC|»  und  ebenso: 

^os  ii4  O  C  =  Cos  i&'Sin  ri » 

Cos  \AOB  =  Cos  leSin  tri ; 

setzt  man  bierin  fQr  tf|,  ti,  tO|   ihre  obigen  Werthe,  so  erhält 
man.  wenn  O  innerhalb  des  Dreiecks  liegt: 

iCoBlBÖC^GoßlaSAaliB^C—A),  :, 

...  .....       .  .,    ,,. 

Coa\AOBssCw\eSat^AA-B—C)i       <     r       :^ 

:,.         •     "     .  '  ■        .  ,    .  •-. .  1     .  ■•  •'...'  •    '  .    i    it 

vergieicfat  man  die  «weiten  Thetle  dieser  GleiebuiigaB  mit' jeaeA 
ln'(115),  ^^.Coklgt:.'  ./     ..■-■[-::'■  :/,:|.-i 

Ce^iSaC^CosAj  Cos^^OCss CosB;  Cos M Ol?  =CosC$ 
IBOC^K,  lAOC^B,    i/^     lAOB^Oii: 


(119)^ 


Uegt-  O  ansacrhalb  dea  Dreiecks  und  dem  Winkel  A  geg«naber, 
so  tritt  an  die  erste  der  drei  obigen  tileichongen  die  feigend«! 

Co»lBOC=  —CoslaSiaKB-i-C—Ä), 

w^rend  aie  beideii  ahderen  onggeindert  bleiben.  Verlfingert,iB«n 
Jus  Perpendikel.'OjQ  a&er'Ö  'nach  JÖ',  bo  ist  ^^0^,.,gl^i^ 
y^r  jläille  des  auiVpringenden  VrtiitelB  ßOC  and  C<>«j5'0'^ 
"^  —  CosBÜD.  VjeVsieht  man  also  anjer  ^BOC  In  diesem j^^Qe 
aen  ausspringen'den  Winkel,  so  ist  wie  früberi  .    '     ■' 

«'       ■-.■■:■■■■■     CoBlBO€=Co6iaSiaHB+€—iA);  -"i 

inilbin  aucb  in  diesem  Fall : 

(120)    .«i:l5'oC=2A.k^OC=2B,  \^AÖß  =  ^i       ''     ^ 

fÜHt  man  beides  zusammen,  ao  ergibt  sicÜ  folgender  i  li : 

.■■^-•:.  •',■■,-     |,AL  «fcV  a  ft  t«!-  "■-  ^  ;  -^    ■-  - 

. ,  .  V:*'.1^'>'A4et  nsn  dea  .UUteM>ntikt,.des'.  einesf  %p)iXcl.- 
scben  OreijBck  ABC  umfchriebenen.  Kreis^f  ,mf.t.d«n 
drei  Ecken,  so  entstehen  -am  diesen  Punkt  drei  neben 
einander  iieft^ifde,  zusAmmfei)'360*>~atrSiiiai!li^nde  Win- 
kel, deren  Schenkel  paarweise  ^uf  ^en  Eq^^punjct  ^,er 
Seiten  a,  b,  c  aursteheii.  D'iese  d-rei  Winkel  sind  der 
Reihe  nach  dvppeit  so  gross'al«  die' WlnKel  A,  B,  C 
des  dem  Dreieck  ^J^CeDtsprecb^Ddeii  S^hn^ndrelecks.   ' 

lit-;-     .....:■  .:■§■■«■   .         .  ..;■;;,;     ....  -    I::,..., 

Bezeichnet  0,  (Tat',  t.  Fig^  2.)  den  Mittelpunkt  des  dem  DrelecJE 
ABC  eingeschrteben^rt  'ftrelMTs'"  üliil  man  'blebt'  0,/>,  \.BC, 
Oi£,X^C,  Ojf^l^Ä,,  8o  .(fptstehen  ujp  ,den  PiAikt  O^  .drei 
an  einander  liegende,  zusammen  SfiÖ^ausmacliende  Winkel  EiÖiFg, 
DiOiFi,  Z>,Ot£|.  Ziebe  masden  spbSris^hen  Bogen  AO^,  so 
wird  durch  denselben  der  Winkel  £|0|F,  halbirt.  Da  nun  in 
«SM  yettbtwinkeligeii  Oleieok  JIOi£, ;  Ccps  ^O,  £,  =^  CMAßima  lA 
und  bekanntlich  AE  gleich  i(b  +  c—a)  ist,  so  bat'WAr      '  '     ''' 

:  i-.^-   ICUiEiOirtsa^aXACoaKS+c—d)  und  elbeittit 
(124)''^    .|cb*i/),0,F,^Siu;|J?Cosi(a  +  c-«)/  "  '-•' 
.'>-      AxhUDiOiEii^Slnl'OCi^Ka+b--«}.    >-%■-! 


'  •  '•  fi^eidiiiM  A'»  m,  >&  ate^  Winkel  ^8  dSrnh^PoUirdreledk  ttdh 
4l*Be^ '6iitiipr6chebd^  Sebiiendreiecks^  sb'Ut  nacfc  den  GMchbn«- 


ge«  'infiye^k't:::^0o9'ia'Sin\(:B^^€'--A')  <ider 'iblt  Hifre 
bek^nntßDj,  io  6. 16.  aufgeführten  Relationen  zwischen  den  Seiten 
*iiii4  Wiiifedn'döÄ  Haupt,  und  PolardVeieckö:    \  '  '        "      \  , 

fI;  I.i.i  .i*=!>  <  llGe8C'.=rSkii(:Cosl(«+6— c);  ^i;l 

v^ralelcbt  gji^ab  die  zweiteq  ,Thei|e  dieser  Gleichungen  ^l^'jeDejl 

'Är.Wvft9;.foi^t:, /;;/•;;..  ,'•.;....„■.  .'  ■'',.''.„ 

CttaiE,d,Fi=i'CÖ8A'i  Cosil)iÖ,F,=(Eos       CosaDiPiJ5,=i=C6BC* 

7  .'••     ;     «I,''  :/;     I.'.    '      ';■  .;:'•;        '  ,  •  /      •     -  .     '  .     .:i  .:;^     ;  -        ■     :,..•;.,,. 

und>  man«:  fadt  folgenden  i 

-.  • -.-A;  ■  j.i;-^l :    •    .:  '  2*- >L' e  hr's-a  t- z  :. '  ■■■i''-.^: 


'»     :        .     .!  .1       ...-.,     I 


;j..t:  ^^  <-;■  s  \J' 


'  [  P^ällt  man  vom,]^.ittQrpunkt.de6  einem  sprhii'I^^MJ'^ 
Üie\ eck  .ABC  einsescliriebeneri  Kreises  auf,  die  .drei 
Igelten  Perpendikel»  so.  entstehen  uni  diesen  Punkt 
drei  «an.  einander  liegende,  zusammen  ^3D0^.ausma- 
chende  Winkel»  welche  der  Reihe  n'acH' den' Ecken 
4»I^f;'0  ß^&«^PöUeT  4|egen«  [Diese,  drei  Winkel  <^ind 
4«r  Jlfi|ifi:,ii4cb  doppelt  so;  gros«  als  ,<ie  .WJ^ke)?^'« 
I^Vß'  td«i^  j^fijn«  Poi|ai|diele^:k:.?Qn  ^ßC^o^tf  pne^^he^id^if 

v^  » *<Die  ^ziifikicbist  felgenden ptffa'graphto  isind  ^intge^  syffffa^tikdkönF 
BffOilierf^^ea  gewiidifiet  4  tische  aiis  auf  m^rere  8khsö  ftffar^nf 
werdeD/'did  elne8tll0il8i  ^flie  M^lbststätidigfe  AilflMir^ng  eiford^rnl 
'  and  verdienen,  und  uns  dann  auch  in  den  Stand  setzen  werden» 
die  oben  auf  analytischem  Weg  gefundenen  Wahrheiten  durch 
di#  Betracbtung- der  Figtarz«' beweisen.   .     :> 

*i'  i " •  j    •/' '    '  ■  '  •' '     ■' '    ■  '      ■  ■ '     •  J  * '        ' '     •  •  •■      •  i'      ■ '  ■  ■  ;        ■'■'.■ 

•  I  I  iT     ■»:.■■*,".■•    ■»  .  .i    ■   • :  •  .  .  » ;  ••  ■  ••      ■    .    "  ■     ■  •  '    j    »•   . 

§•  47.  ^  ,:.;     .:.^.. . 

Zum    Verständniss   des    Folgenden  ist  nothwendig   die  Be« 
merkung    vorauszuschicken    und   festzuhalten,   dass   die    Figuren 
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Tsf.  I.  Fig.  I.  und  2.  sich  stets  auf  ein  and  daiselbe  primitive 
sphSrisi^be  Dreieck  ABC  bezteheii.  ABC  ist  das  Sehnendreieck 
ilesselben  und  A'B'C  dae  Sehnendreieck  seines  Polardreiecks. 


Denken  <n\r  uns  zum  spbSrischen  Dreieck  ABC  und  i 
Polardreieck  A'B'C  die  entsprechenden  kr>rperlicben  Ecken, 
welche  ihre  Scheitel  im  Kugelmiltelpunkl  haben,  und  ziehen  wir 
durch  den  Mittelpunkt  Oj  des  dem  ^pärischen  Dreieck  eing«- 
Hchrlebeneii  Kreises  eine»  Kugelradius.  Da  die  Kanten  der  Po- 
larecke auf  den  Seiteit  der  Haupfecke  senkrecht  sieben  und  da 
der  genannte  Kugelrailiue  mit  den  Seiten  der  Hauplecke  gleiche 
Winkel  einschliesst,  welche  durch  den  sphärischen  Radius  f  ge- 
messen werden,  sn  sind  auch  die  Winkel,  welche  dieser  Kugel- 
radius mit  den  Kanten  der  Pnlarecke  einscbliesst,  einander  gleich 
und  zwar  offenbar  gleich  90'>  -{-  q.  Verlängern  wir  den  durch  Oi 
gehenden  Kugelraitius  bis  er  die  Kugelfliiche  zum  zweiten  Male 
schneidet,  so  schliesst  diese  Verlängerung  mit  den  Kanten  der 
Polarecke  ebenfalls  gleiche  Winkel  ein,  welche  durch  den  Bogen 
90°— p  gemessen  werden.  Ua  nun  nach  §.  21  die  Summe  der 
Radien  des  einem  sphörischen  Dreieck  eingeschrie- 
benen und  des  seinem  Polardreieck  umschriebenen 
Kreises  gleich  90»  oder  i^leich  einem  Haupt  quadranten, 
also  yO" — Q  =  t'    ist,    so  ist  dieser  zireite  Durchschnitt  offenbar 


r  Mittelpunkt  des  dem  (»olardreic 

r  sehen   daraus,    dass  der  Mittelpunkt  de 

sehen    Dreieck   ei  ngescriebeuen    und  di 

rdreieck  umschriebenen  K 

)H  halben  Hauptkreis  von  e 


hriebenen  Kreises,  und 
n  spbK- 

\va°  oder  um  ei- 
tferitt  sind. 


Da  ferner  der  durch  den  Mittelpunkt  eines  auf  der  Kugel  lie- 
genden Kreises  zum  Kugelmittelpunkt  gezogene  Radius  auf  der 
Ebene  dieses  Kreises  immer  senkrecht  steht,  so  ist  die  Ebene 
des  einem  sphärischen  Dreieck  eingeschriebenen  Krei- 
ses stets  parallel  mit  der  Ebene  des  deiu  Polardreieck 
uuiscbrie  beneti  Kreises  und  ihr  sphärischer  Abstand 
ist  constant  und  gleich   einem  Uauptquadranten  *}. 


•)  Ich  inge  aniiiln 
gcmeMcner  Abstand  id 
Slnp-l-CDip,  folglich  I 
anderlich. 


oh«r,  bIbo  auf  der  Kuifal 
'Frlikaier  Alislnnil  i«t  gleich 
ingMchri ebenen  Kreiaei  *cr- 
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§.48. 

Da  die  Kanteii  der  Polarecke  auf  den  Seiten  der  Hanptecke 
senkrecht  stehen,  so  stehen  auch  alle  Ebenen  auf  denselben  der 
Reibe  nach  senkrecht,  welche  durch  diese  Kanten  gehen;  mithin 
steben  die  durch  die  Kanten  der  Polarecke  und  durch  den  zum 
Punkte  Ol  gezogenen  Kugelradius  gelegten  Ebenen  der  Reihe 
nach  auf  den  Seiten  der  Hauptecke  senkrecht,  und  diese  sind 
ofenbar  diejenigen  Ebenen,  in  welchen  die  sphärischen  Haupt- 
bogen 0|Z>i,  OiJEJ|,  OiF|  liegen;  man  kann  daher  mit  ROck- 
sicbt  auf  schon  oben  Gesagtes  den  Satz  aufstellen:  Die  vom 
Mittelpunkte  0|  des  einem  sphärischen  Dreieck  ABC 
eingeschriebenen  Kreises  auf  die  Seiten  desselben  ge- 
fSHten  Perpendikel  OiZ>|,  Oi£i,  O^F^  gehen  gehörig 
▼erlingert  durch  die  Ecken  A\  B' ,  C  des  Polardrei* 
eekes  und  haben  den  Mittelpunkt  des  dem  Polardrei- 
eek  amschriebenen  Krieises  zum  gemeinschaftliche^ 
Darchschnitt 

§.  49. 

Der  dem  sphärischen  Dreiecke  umschriebene  Kreis  liegt  in 
der  Ebene  seines  Sehnendreieckes  und  ist  auch  der  umschrie- 
bene Krei«  des  letztem.  Verbindet  man  den  Punkt  O  (Taf.  L  Fig.  I.) 
mit  dem  Kngelmittelpunkt,  so  steht  diese  Linie  auf  der  Efa^ne 
des  Kreises  senkrecht,  und  der  Punkt,  in  welchem  sie  diese 
Ebene  schneidet,  ist  der  Mittelpunkt  O  dieses  Kreises  in  dieser 
Ebene.  Zieht  man  nun  die  Radien  CA,  OB,  OC,  so  entstehen 
um  den  Punkt  O  drei  an  einander  liegende  Winkel  BOC,  AOC, 
AOB,  deren  Summe  360^  ausmacht,  und  man  überzeugt  sich  leicht 
ans  der  Betrachtung  der  Figur,  dass  immer,  O  mag  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Dreieckes  liegen,  ^B0C  =  2A,  ^A0C  =  2B, 
^AOB  =  2€  ist.  Legt  man  durch  den  Punkt  O  eine  die  Kugel 
tangirende  Ebene,  so  ist  diese  offenbar  mit  der  Ebene  des  Drei- 
eckes ABC  parallel.  Zieht  man  an  die  sphärischen  Radien  OÄ^ 
OB,  OC  Tangenten,  so  liegen  diese  Tangenten  in  der  genann- 
ten Beruhrungscbene,  und  die  zwischen  ihnen  liegenden  Winkel 
sind  den  sphärischen  Winkeln  BOC,  AOC,  AOB  der  Reihe 
nach  gleich.  Da  nun  diese  Tangenten  mit  den  Radien  CA,  OH, 
OC  der  Reihe  nach  parallel  sind,  so  ist 

^J?OC=^BOC,    ^JOC=^ AOC,    ^JOÄ=^AOß; 

mithin  auch: 

(120)     ^fiOC=2A,    ^40C=2B,    Z.40i?=2C; 

TheilXXXin,  •  4 
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wobei  für  ^BOC,  ^  AOC/  ^  AOß  immer  die  an  einander 
liegenden 9  zusammen  360^  ausmachenden  Wini^el  zu  nehmen  sind, 
wodurch  also  der  oben  aufgeführte  erste Xehrsaitz  auch  syn- 
theti^sch  bewiesen  ist. 


§.50. 

Legen  wir  durch  den  Punkt  Oi  (Taf.l.  Fig.2  ),  den  MitW' 
punkt  des  dem  Uauptdreiecke.  ABC  eingeschriebenen  Kreises, 
eine  die  Kugel  berührende  Ebene,  so  ist  diese  sowohl  mit  =4cr 
Ebcfne  des  dem  Dreiecke  eingeschriebenen,  als  des  seinem  Polar- 
dreiecke umschriebenen  Kreises  parallel.  Zieht  man  dqrc|i  djop 
Punkt  Oi  an  die  sphärischen  ßogen  OiDj,  Oj£i,  Oif^i  Tan- 
genten, so  liegen  diese  in  der  genannten  Berühriingsebene^:  und 
die  von  ihnen  eingeschlossenen  an  einander  liegenden  Winkel  ^iod 
d^r  Reihe  nach  den  an  einander  liegenden  sphärisch^u  Winl^elp 
EiOiFi,  FiOiD^,  A^i^i  gleich.  Ist  Oj  der  Punkt,  in  \i»«V 
chem  der  zum  Punkte  0|  gezogene  Kugelradius  gehörig  verlän- 
gert die  Ebene  des  dem  Polardreieck  von  ABC  entsprechenden 
Sehnendreieckes  A'ß'C  schneidet,  so  ist  Oj  der  Mittelpunkt  des 
dem  Dreiecke  X'B'C  umschriebenen  Kreises.  Zieht  man  niui  die 
Radien  Ol A',  OiB',  OjC,  so  sind  die  von  denselben  gebildeten 
an  einander  liegenden,  zusammen  360^  ausmachenden  Winkel 
C'Oiß',  A'OjC,  A'OiB'  oflfenbar  der  Reihe  nach  gleich  2^', 
2B',  2C',  wie  aus  dem  Anblick  der  Figur  unmittelbar  hervorgeht. 
Da  nun  nach  §.48.  die  sphärischen  Bogen  OiDi,  OiE^,  OiFi 
Verlängert  durch  die  Ecken  A',  B',  C  gehen,  so  sind  die  an  di^ 
oben  genannten  sphärischen  Bogen  gezogenen  Tangenten  mit  den 
Radien  0;A',  O^B',  OjC  der  Reihe  nach  parallel,  mithin  auch 

(123)  Zi;iOiFi=2A',    z;FiOiD,=2B',    z:Z>iOi£i  =  2C', 

womit  der  obige  zweite  Lehrsatz  ebenfalls  synthetisch  bewie- 
sen ist. 


§.  51. 

Fällt  man  vom  Mittelpunkte  O  (Taf.  I.  Fig.  1.)  des  dem  sphä- 
rischen Dreiecke  ABC  umschriebenen  Kreises  auf  die  drei  Seiten 
Perpendikel  und  bezeichnet  dieselben  der  Reihe  nach  mit  /?i,  pa,  ps, 
so  Ist,  wie  aus  der  Betrachtung  der  Figur  unmittelbar  hervor- 
geht,  wenn  O  innerhalb  des  Dreieckes  ^i?C  liegt: 

tgi^i  =Siniatgt«,,    tg;ia  =  Sini6tgi?|,    tg/>3  =  Si»4ctgtc| 


tUir^lelU  in  setnitn  Bnlelttmgen  %um*Krets. 
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iHid  weno  O  ansserbalb  des  Dreieckes  liegt  und  dem  Whikel  A 
gegenüber,  in  weichem  Falle  — »i  an  die  Stella  von  Ui  tritt:  '""' 

—  tg/^i  =Sin4atgtti,    tg/>a  =  Sini6tgtJi,    tg/?,  =  Sinictgtoj. 
Folglich 9  wenn  man  für  Ui,  Vi,  tci  die  Wertbe  aus  (68)  §.3L  setzt: 

,±igiPi=zSmlatgl(B+C^Ah 

(      tg/>,  =  Sin  ic  igüA  +  Ä  -  C); 

wobei  das  obere  Zeichen  gilt^  wenn  der  Mittelpunkt  des  umschrie- 
benem Kreises  innerhalb  des  Dreieckes  liegt,  das  untere,  wenn 
er  ausserhalb  liegt  und  dem  Winkel  A  gegenüber. 

Ersetst  rpan  in  diesen  Gleichungen  die  drei  Wiokelausdriicke 
tgi(Ä  +  C— ^),  tgK^+C-Ä),  tgK^  +  JQT— C)  durch  ihre  in 
{.41.  unter  (100)  aufgestellten  Werthe,  so  erhält  man  zur  Bc^- 
stimmung  der  Perpendikel  pi ,  p^^  p^  durch  die  drei  Seiten  fol- 
gende Foritleln: 

/   ±  tgpi  =  -^—  (1  +  Cos^Ja  -  Cos«i6  -  Cos«Jc) 

Sinia 
h 


=  -K«-(l  +  Cosa— CosÄ— Cosc), 


(125): 


Q*      1 A 

tg  j^ = -~—  (1  -  Cos«la + Cos^ift  ~  Cos«ic) 


Sina6 


=  Q,y    (1 — Cosa-|-Cos6 — Cosc) 


Siiiic 


tgp3  = -~^(1  — Cos^la— Cos^iÄ+Cos^ic) 

r= -^T^(l  — Cosa— Cos6  +  Cosc); 

und  wenn  man  dieselben  drei  Gleichungen  (124)  zum  Quadrat  erhebt, 
alsdann  Sin^ia^  Sin«J6,  Sin^ic  durch  seine  bekannten,  die  drei 
Winkel  Äs  B,  C  enthaltenden  Wertbe  ersetzt: 

Cos  l(A  +  B+  C)  Sinai(^+  C--A) 
tgT?i  = Cos  i{U  +  C-  A)  Sin  i?  Sin  C     * 

_     ]  .  «             (^os\{A^B\-C)SmH{A^C-B) 
(126)    ^tg%=: (}osl(^+C-.^)SinJSinC      ' 

CosU^  +  g+C)Sin«U^+gT~C). 
tg^=- Cosi(^  +  Ä-.'C)Sin.fShiÄ     ' 


4* 
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welche  drei  Gleichungen  die  Perpendikel  Pi,  p%f  Pt  durch  die 
prei  Winkel  bestimmen. 


§52. 

Erhebt  man  die  erste  der  Gleichungen  (124)  zum  Quadrat  und 
ersetzt  alsdann  Sin^^o  durch  seinen  Werth  aus  (20)  §.  13.  und 
tg'i(^+  C—Ä)  durch  seinen  Werth  aus  (92)  §.  38.,  so  zeigt  sich: 


X 


(tS^  +  tgp2  +  tgPs— tgPl)* 


tg?  tgPi  tge2tg^3  '  (ctg^  +  ctgpa  +  ctgp,  -  Ctg^i)« 
oder 

^^*     *   tg^tg^i+tg^atg^,   'ctgp+ctgpa+ctg^-ctg^ ' 

ebenso 

^*^  i.    _,  (tgg+tggi+tgp3-tgpa)^  ctgpt  +ctg|?a+ctgp,~ctg^^ 
]    ^^    *    tgptgpa  +  tgpitg^s   'ctgp+ctg^i+ctg^-ctg^j* 

tg2,,  ^1  ftgg+^ggi  +tePa~tg^)^  ctg  Qi  +ctgpa4-ctsg3-ctg q 
57^    *  tg  ^  tg  ^  +  tg  ^1  tg  Q^  'ctg  ^+ctg  Qi  +ctg^a~ctg  ^ ' 

Nach  §.  36.  ist 

2  2  2  2 

tg^  =  j^,    tg^i  =  ^,     tg^a=g^.     *S^s  =  j^» 

folglich 

(')     tg,  +  tg,,  +  tgft.-tgft  =2(1  +  ^+^-1); 
ferner  ist 

Geht  man  auf  die  Bedeutung  der  mit  J^i,l$i,(ii,  1>i   bezeichne- 
ten Grössen  zurück  und  setzt  fOr  einen  Augenblick. 

tgr+  tgri  +  tgra+  tgrg  =2*, 
so  ist 

^i=2(*-tgr),    »1  =2(*-tgri),    tf,  =2(*-tgra),    JDi  =  2(i-"tgr8) ; 
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folglich : 

tfiDi  =4{i«-(tgra+tgr8)*  +tgratgr3l, 

und  wenn  man  diese  zwei  Gleichungen  addirt  und  dabei  bedenkt» 
dass  2f«-(tgr  +  tgrj+tgr,  +  tgr,)*  =  0  ist, 

(m)  Äi»i  +  «iDi  =  4  (tgr  tgri  +  tgr«  tgra). 

Setzt  man  die  Werthe  aus  (I)  und  (m)  in  die  erste  der  Gleichon- 
gen  (127) .  so  erhält  man  unter  gleichzeitiger  Benutzung  der  Glei- 
chungen (54)  §.2*2.  nach  leichter  Reduction: 

tgVi=r-ü.»itfiI>.t^     tgrtgr,+tgr,tgr.     ' 

ebenso 

tgVa-i^.i«i»i«iJ>i  ^gr^     tgrtgr.  +  tgr.tgr— ' 


tg%=AilJ5i«,D,  *^ 


tg^'s     tgrtgr,  +  tgritgrj 

Das  System  (127)  gibt  die  drei  Perpendikel  piy  p^,  p^,  ausge- 
drückt durch  die  Radien  ^,  p|,  q2»  9s  ^^^  ^^^  Uauptdreieck  und 
seinen  drei  Nebendreiecken  eingeschriebenen,  das  System  (128) 
durch  die  Radien  r,  r^,  r«,  7*3  der  denselben  vier  Dreiecken  um- 
schriebenen Kreise. 


§.  53. 

Nach  den  Gleichungen  (46)  und  (47)  des  §.20.  ist: 

2  Sin  ia  Cos  16  Cos  ic       Go8i(B+C--A) 
tgr,  = ^gr = ^ 

folglieh : 

Sin  4a Hl  Cosjg 

Cos i(Ä  +  C -  2^)  ~*  2Ä'  *  CosioCosi6Cosic * 

oder  weil  nach  (34)  §•  15.  und  (44)  §.  19.: 

ff 

(n)  jjj  =2tgriCosiaCosJ6Cosicj 
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ist, 

Sin  \a         .         r     1    * 

mithin,   weil  nach  (124): 


.   r 


•     .  •  ■         •  :  •    J   / 

Sin  oO 


±  tgi>i  =  tgr.eosiaSin  J(Ä  +  C—A) 

±g^  =  tgrSin4(Ä+C-^),    ebenso 

(129)  ]      ^^  =  tgrSii»jM+C-Ä). 

oder  mit.  R^ck8icllt  ai;^  die  Gleiohungen  (115)  §.44.: 
\.         ■ 

±tgA=tg»*CosA, 

(130)  l        tgpa=^tgrCosB, 

tg/?3  =  tgrCa«C, 

welche  letzten  Gleichungen  eine  einfache,  leicht  aus  der  Figur 
zo  heweUende  Beziehung  aussprechen  und  für  das  ebene  Ehreieck 
als  Grenee  m  die  folgenden  übergehen: 

■j^p^±=TCo8Ay    jpa  =  rCosÄ,    p^zzirCosC. 

Das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck 
ABC  umschriebenen  Kreises  innerhalb  desselben,  das  untere, 
wenn  er  ausserhalb  und  dem  Winkel  A  gegenüber  liegt. 

Bestimmt  man  aus  den  Gleichungen  (130)  CosA,  CosB,  CosC, 
quadrirtuud  ersetzt  tg^x'  ^sVa»  ^S^Ps  einmal  durch  seine  Werthe 
aus  (127),  ein  anderes  Mal  durch  seine  Werthe  aus  (128),  so 
gelangt  man  mit  }jeichtigkeit  auch  zu  folgenden  zwei  Systemen 
von  Gleichungen : 

Cos^A  =  —  ^^gP+*ggg+*gP3~tggt)g 
ÜT6      tg^tgpi+tg^atgpa      ' 

(131)  \  Cos^B  =  ^^*gf +  ;g^^  +tgg3-tgp,)_« 

^«     tgptg^+tg^itges 

ÄD        tgptg^a  +  tg^itg^ 


uod 


(132) 
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"  ^*    tgrlgri        tgrtgri+tgrjtgrs 

'   tgrtgfa       tgrtgrg+tgrjtgrs 
•  tgrtgrj       tgr  tgrg  +  tgri  tgr» 


}.  54. . 

Werden  die  Gleichungen  (r28)  zuerst  addirt^   dann  die  zwei 
letzten  derselben  addirt,  hiervon  die  erste  subtrahirt,  so  erhält  man  : 


Cosia^  Cos  16  ^  Cos  4c 
=tgr{Sln4(Ä+C— 24)  +  SinJ(/4+C— Ä)  +  SinJ(^+Ä— C))» 

Co?i6  "^  Cosic"*"  Cosja 
==tgr{SinJ(^  +  C— i?)  +  Sin4(^+Ä-C)-SinJ(i^+C— i!l)}; 

nach  den  Lehren  der  Goniometrie  ist: 

Sin  4(i5  +  C— J)  +  Sin  U  J  +  C— i5)  +  Sin  i(^ + i5— C) 
=  4Sini^Sinii?SiniC+Sini(^+B+C), 

Sin4(^  +  C— B)  +  Sin4(24  +  Ä— C)  — Sini(i^+C— .4) 

=4SinJJCoslÄCosiC-SinJ(^  +  Ä+C); 

K^Tttcr  nacb  den  Gleicfaongefi  (70)  §.  32«  mit  Anwendung  der  Glei- 
chungen (12)  §.  10.  und  (n)  §.53.,  indeAi  man,  wie  in  f.  32« 

J'  =  Cos  la  Cos  ii6  Cos  \c 
setzt: 

OU/  ^^'  tffn 

4  Sin  i  /4  Sin  lÄ  Sin  i  Cax  ^.    .,  °xx-^  —  ^  *g  9 = ^/vf"-  • 
4  Si  n  .M  Cos  1 /?  Cos  ;  C==  g  j^,^T(^^-^  == -^tgPj  =  ^1^ 
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und 

folglich : 

Sin  i(  ß  +  C^il) +Sio  U^+C-Ä)+SinU^+Ä~  C)  ==  ;^^+Co«i«, 

Sini(^  +  C— Ä)+SinH^fÄ— C)— Sini(Ä+C--^)=^,?^ — Cosje 
und 


(133) 


Cosib     Cos  ic     Cos  4a      A 


±  Cosl^  +  C^sli  "  C^^~:5^*SP«-Cos.£tgr, 
±  Co-s-Iä  +  C^s"i6"-CÖ^=Z'*S^3-"^^«*'*ß'^^ 


in  welchen  Gleichungen  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  zu 
nehmen  sind,  je  nachdem  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  ^iffC 
umschriebenen  Kreises  innerhalb  desselben  liegt  oder  ausserhalb 
und  dem  Winkel  A  gegenüber.  Diese  Gleichungen  verwandeln 
sich  für  das  ebene  Dreieck  in  die  folgenden: 

,,«.^  ,      P^+P3Tpi  =  Qi—r, 

±Pi+P2-P9'=Q3''r, 

wobei  in  Bezug  auf  die  Wahl  der  Zeichen  iiuraer  noch  die  obige 
ßemerkung  gilt. 

Werden  die  drei  letzten  der  Gleichungen  (133)  nach  und  nach 
zur  ersten  addirt,  so  folgt: 

Ci^  +  C^sl^"-2^(*S^+*S^»>' 

(»35)       I  ±cfS;i+cSft=2Z<*s^+*«^^' 
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sus  deren  Addition 

entsteht  Indem  man  von  diener  letzten  Gleichung  nach  und  nach 
die  drei  Gleichungen  (135)  eubtrahirt«  erhält  man  endlich: 

tgti«         l 

welche  drei  Gleichungen,  so  wie  die  vorhergehenden  (135)  eben- 
falb als  Verallgemeinerungen  fiir  das  ebene  Dreieck  giltiger  Rela- 
tionen SU  betrachten  sind»  indem  letztere  als  specielle  Fälle  in 
ihnen  enthalten  sind,  die  auch  unmittelbar  aus  den  Gleichungen 
(134)  abgeleitet  werden  können.  (M.  vergl.  hiermit  meinen  Auf- 
satz:   Zur  Lehre  vam  Dreieck.     Archiv.  Tbl.  XXIX.  S.  432.) 


§.  55. 

Um  ans  den  vier  Gleichungen  (133)  die  drei  Perpendikel 
Pi*  P%*  P%  2^  eliminiren,  addiren  wir  die  drei  letzten  derselben 
und  snbtrahiren  gleichzeitig  von  der  Summe  die  erste.  Dadurch 
erhalten  wir: 

0=T^/(tgPi+*ge2f  tg^8— ♦g^)— 4Cosl€tgr 

oder 

*gpi +tge«  +  *g^»— tgp  =  4^'Cos  ictgr, 

welche  Gleichung  fiir  das  ebene  Dreieck  in  jene  ^i+^+^3^^=4r 
fibergeht.  Wendet  man  dieselbe  auf  das  an  der  Seite  er  liegende 
Neb*endreieck  an»  so  tritt  q^^  r|,  fi  an  die  Stelle  von  p,  r,  e,  und 
J'  verwandelt  sich  in  jd*'.  Alle  übrigen  Stflcke  bleiben  diesel- 
ben>  denn  das  Nebendreieck  an  der  Seite  180^ — b  hat  die  drei 
Seiten:  180® — a»  180^  —  6,  e,  und  einem  solchen  entsprechen  die 
Radien  q^j  r^^  und  das  Nehendreieck  an  der  Seite  180® — c  hat 
die  drei  Seiten:  180® — er,  6,  180^* — c,  und  ein^m  solchen  Drei- 
ecke entsprechen  die  Radien  q^,  t^.    Man  bat  daher  auch: 

tg^  +  tgpa-htg^,  — tg^i  =4>'Cosi«itgr,, 


« 

und  wenn   man  die  obige  Gleichung  ebenso   awf  die /Nebeodreir. 
ecke  an  den  Seiten  6  und  c  anwendet,    scfaliei^slich  alles  zusam- 
menstqlltj    sq,  gelangt  raauzii  folgendem   Syistem  ?on  vier  Glei- 
chungen : 


,«^       j  *S^  +tgp2+tgP3-tg^i=4^"Cosj£itgri, 
(137)      \  /  .        ^  ■  i 

*g^  +tg^  +  tg^-tgea=4^'"Co§if^tgra, 

*g^  +tg^i+tgp2-tg^3=4^'^Co8i€»tgr,. 

Diese  Gleichungen  gelten,  wie  aus  dem  Obigen  von  selbst  her- 
vorgeht, allgemein  und  sind  von  der  Lage  des  Mittelpiänktes  des 
dem  Dreieck .  ABC  uthschriebeneo  itreises  unabhängig. 

Werden  die  Gleichungen  (14)  §•  11.  mit  einander  multipl\qirt,. 
so  erhält  man; 

](Sin  JaSini6Sini<*)«  (Cos  »a  Cos i6Co8ic)*i=  2/2^1  ^/a^^3     » 
oder 

....   (SiniA'Cosi6CosJc)2(CoslaSinj6Sinic)«=:z/2iizf,^3^,    ., 

und  man  hat  daher  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (a)  §.31.: 

= ~2 >    ^    ^^ '2 *  ebenso 

.  ■    •      ■     '    '        ;  • 

oder  wenn  man  auf  die  Gleichungen  (16)  §.  11.  die  in  §.  34.  ein- 
geführte Bezeichnung  anwendet,    wodurch 

(o)       2/  =  liy,il,  ^i  =  iÄi»,  ^a=liy,tf,  ^3  =  l£f,D 

wird: 

(p)     ;  , 

'S  * 

t'erner  ist  nach  §.34: 

■•'•■■  ' .       '    " 

(q)        tgrsslil,    tgr,  =J»,     tgra=itf,    tgra^iJD, 

und  wenn  mun  jetzt  die  Werthe  aus  (p)  und  (q)  in  die'  Gleichun 
gen  (137)  einführt  und  bedenkt,  das^ 


ji'i : 


'..:.: 


Cosi5=SinJ(24  +  Ä  +  C),    Coslei=:Sin;(Ä+C— ^4),  u,^  «r.     . 

ist,  so  sieh/  man  ai^genblicklich»  dass  sich  dieselben  iii  jene  (83) 
verwandeln y  welche  wir  a«f  einem  anderen  Wege  gefunden  haben. 

f        •  * ' 

§.  56.  * 

Zur  Bestimmung  der  drei  sphärischen  Perpendikel,  welclie 
man  vom  Mittelputikt  des  einem  sphärischen  Drelfee^  iimschrie- 
benen  Kreises  auf  die  drei  Seiten  desselben  ßiUt,  haben  wir  in 
§.  51.  dfe  Gleicliuiigen  aufgestellt: 

(  ±tgpi=Sini«tgl(Ä  +  C-^). 

(138)  !      tgpa  =SinJ6tgi(.4  +  C-^-B), 

^      tgp3=:5inictgi(J+Ä-.C); 

wo  däis  obere  oder  untere  Zeichen  gilt»  je  nachdem  der  Mittel" 
pankt  des  umschriebenen  Kreises  innerhalb  des  Dreiecks  Kegt- 
öfler  ausserhalb  desselben  und  dem  Winkel  A  gegenfiber.  Wen- 
den wtr' diese  Formeln  auf  das  Polardreieck  än^  indem  wir  jet2^' 
diese  Perpendikel  mit  pi  ,  p^' ,  p^'  bezeichnen,  so  werden  auch* 
diese  durch  die  Gleichungen  (138)  bestimmt/  wenn  roao  im.  zwei- 
ten T  heil  alle  Buchstaben  mit  Strichen  versieht.  Kefait  man  als^ 
dann  mttelst  der  bekannten,  in  §.  1&  aufgeführten  Relationen  voil 
den  Elementen  des  Polafdreieckes  zu  jenen  des  Haüptdreieckes 
Kirdck,.  so  erkmgt  man  leicht  folgende  Gleichungen: 

,  ShiU  •       ' 

(139)  -  j      *gP''  =  tW^V-&)' 

.  Sinjc 

>  ■ 

Bezeichnet  man  die  drei  Entfernungen  des  Mittelpunktes  des 
etilem  sphärischen  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  von  den  ^p\ 
Ecken  mit  ^1»  q^»  q^,  so  haben  wir  in  §.  4.  gefunden: 

(3)  <  *8^-^  =  ~Siia6~*  . 
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folglich  ist: 

=*=*8/'i'=ii^'  '«p-'=^'  *sft'=t^. 

oder 

dbtgpi'tgyi=l,    tg/>a'tggrj=l,    tgp3'tg5fj  =  l; 
das  ist 

(140)  ±;h'  +  ^i=W>.    P«'  +  ^«=90o,    /is'+ftÄflOO; 

und  auch,  weil  jedes  Dreieck  als  das  Polardreieck  seines  Polar- 
dreieckes  zu  betrachten  ist: 

•  * 

(141)  dbPi  +  9i'  =  90«.    P*  +  ^2'  =  900,    p3  +  %'  =  90«; 

und  «renn  wir  jetzt  festsetzen  für  den  Fall,  dass  der  Mittelpunkt 
des  dem  Hauptdreieck  oder  dem  Potardreieck  unischriebenen  Krei» 
ses  ausser  des  Dreiecks  ffillt,  das  auf  die,  dem  genannten  Hittel- 
punkt gegenQberliegende  Seite  gefüllte  Perpendikel  mit  '—  zu  be- 
zeichnen,  so  können  wir^  die  durch  die  obigen  doppelten  Zeichen 
angedeuteten  zwei  Fälle  in.  einen  zusammenziehend»  folgenden 
Lehrsatz  aussprechen: 

Die  Entfernungen  de^s  Mittelpunktes  des  einem 
sphärischen  Dreieck  umschriebenen  Kreises  von  den' 
drei  Seiten  und  die  correspondirenden  Entfernungen 
des  Mittelpunktes  des  seinem  Polardreieck  einge- 
schriebenen Kreises  von  den  drei  Ecken  ergänzen  sicli^ 
gegenseitig  zu  90«  oder  zu  einem  sphäriscnen  Uaupt- 
quadranten,  und  umgekehrt. 

Wir  gehen  nun  über  zur  Bestimmung  der  Entfernungen  des 
Mittelpunktes  des  einem  sphärischen  Dreieck  umschriebenen  Krei- 
^8e9  von  den  Mittelpunkten  seiner  vier  Berührungskreise  erstens 
durch  die  drei  Seiten,  zweitens  durch  die  drei  Winkel  des  sphä- 
rischen Dreieckes,  und  drittens  durch  die  Radien  dieser  Kreise 
selbst.  Die  fOr  den  letzten  Fall  giltigen  Formeln  sind  bespuTlers 
bemerkenswerth  wegen  ihrer  Einfachheit  und  wegen  der  auch  hier 
sich  wieder  darbietenden  Analogie  tnit  jenen,  welche  die  Losung 
desselben  Problems  för  das  ebene  Dreieck  enthalten  und  welche 
letzteren  zuerst  von  Euler  aufgestellt  wurden.  Der  Verfolg  die- 
ses Gegenstandes  wird  uns  auch  die  Entfernungen  des  Mittel- 
punktes des  einem  sphärischen  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises 
von  den  Mittelpunkten  der  seinen  drei  Nebendreiecken  umschrie- 
benen Kreise  kennen  lehren,  und  aus  beiden  wird  sich  endlich 
ein  Lehrsatz  ergeben,  welcher  als  ein  weiterer  Beitrag  zu  den  in  den 
$§.  16.,  2L,  46.,  47.,  48.,  56.  aufgeführten  allgemeinen  Beziehungen 
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Jiwischen  jedem  siihfiriscbeo  Dreieck  und  seinem  Polardreieck  in 
betracbten  ist 


§.»7. 

!•  Aofgabe.  Es  soll  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des 
einem^  sphärischen  Dreieck  umschriebenen  Kreises  von  dem  Mit- 
telpunkte des  demselben  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  be- 
recbnet  werden^  wenn  die  drei  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks 
gegeben  sind. 

Es  sei  fSr  das  Dreieck  ABC  (Taf.  I.  Fig.  3.)  O  der  Mittel- 
punkt des  umschriebenen,  o  jener  des  eingeschriebenen  Kreises» 
aUdaen  ist  OA:=zrj  o^  =  9i9  Oo  =^  d  die  gesuchte  Distanz, 
Z  OAB  =  iM  +  fr  -  C)  (§.  19.),    Z  oAB  =  lA,    mithin 

e=2l(A  + B'-C) -^  =  1(8-0 

Liegt  der  Punkt  O  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  Ao,  so 
Ist,  weil  ji^OAC=l(A  +  C-'B), 

bi  dem  sphärischen  Dreiecke  AOo  ist 

Cos  d  =  Cos  r Cos  qi  -f  Sin  r  Sin  qi  Cos  ß; 

setzt  man  diesen  Werth  von  Cos  d  in  die  bekannte  goniometrische 
Formel  ^ 

.  ,^      l-Cos«rf 

so  erhält  man: 

'.    '  1  — (CosrCosyi  +  SinrSinyt  Co»  6)^ 

tg  d  —     ^^^^  ^  ^^^  ^^  +  Sin  r  Sin  ^^  Cos  ö)« 

_(l+tggr)(l+tg»yi)-(l+tgrtg^iCos^)« 
~  O+tgrtg^iCosö)« 

welcher  letztere  Ausdruck  aus  dem  vorhergehenden  folgt,  indem 
man  Zähler  und  Nenner  durch  Cos%*Cos^^i  dividirt  und  statt  der 
CosiilUs  die  Tangenten  einföhrt  Wird  der  Zähler  dieses  Aust- 
druckes  entwickelt,  so  gelangt  man  alsbald  zu  dem  folgenden : 

M    f.-^     tg«r(l  +  tg%  Sin«g)-(2tgrtg9|Cos(?-tg«y,)» 
^'^    *«'^-  (l  +  tgrtg^iCosö)«  * 

und  es  kommt  .nnn  zunächst  darauf  an,  die  in  diesem  Bmcb  vor- 
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Icorofh^nffonrfm  Ausdräekfi  aus  cten  dfei  S«ited  ä,  ^,  &'A^n'^^ 
^ebenen  sphärischen  Dreieckes  zu  bestimmen  ^  was  1h 'tlM^iilkn- 
sten  Paragraphen  geschehen  soll. 


Da  in  iJem  Ausdruck  (r)  nur  Sm^B  und  Cpsd  erßcb'^in.t .  .f^9 
ist,  es  gleichgilüg,  vrelchen  der  zwei  fiSr  6,  gefundeneii  Wertbe 
wir  eiusetxen,  und  man  hat  aaher^  weil  nach  §.1.  (3): 


I  / 


oder  weil   nach  Gauss:      - 

Cosl^       -       «in  iö      '        ■    -  ' 

wenn  man  gleichzeitig  auf  den  Nenner  stellt: 

,  ,  ,  «     «.  «^      SingiaCosn(64<^-«)HH^iii^i(6-|-c-fl)Sin«i(»^<^ 
1+tg  yii^m  0=  Sin^iaCes«i(6  +  c-«) * 


der  Zähler  diesets  Bruches  ist  auch  gleich 

Cos^U^  +  c— a)  { Siu^ia  —  SinHib  —  c) )  +  Sin«i(^— <?) , 
oder  weil  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

Sin2>a-Sin«i(6  — c)  =  Sini(«  +  c— 6)Sin;(a  +  6--c), 
Sin«i(6— c)  =  Sin^la— Sinl(ö+c?— 6)Sini(a  +  6— c), 

auch   gleich 

Sin24a-T-Sin«l(6  +  e  -a)Sijil(a  +  c^,b)Sinl{a  +  b—c), 

mithin 

.    •■.     i  .     •  (s)     •  ,  \-  \     .  ■ 


< 


i\._*  ^^.Aa    ^^\^- Sinai.(6+c-a)Sini(a+c~6)iSini(g+6-c). 
,^  .Sui*aaCos*i(o +  c — a) 


.§.59. 
^iy  'gefi^'nun=  am'dicf^CeirCi^hnim^  rfeiir  zweiten  Atnsdrttck^s 


itf  / 


darffestfiU  in  seinen  Beziehungen  %utn  Mfefs.  i^ 

2tgrtg9iCosd — *g*Vi    ^"®    ^^^    ^^®'   Seiten    n,  b,  c.      Erinnert 
man  sieb,   dass  naeh  §.  19. :    . 

.  I  ...     >       .  .   i       __  2  Sin  la Sin  JA  Sin  Je 


eo  .fpigt  rpit  üficksich^  auf  Obiges: 

'.      ■      ■  ..    ^  .  .       s  I 

,,     „     2SlnidSit»i6Sinä<?  le'(A+c— «)_     ,,„     ^„ 
tgrtg9iCo8e= '—f.— -•       ToIm       Co8i(g-6'), 

oder  weil  nach  den  Gau 's 's  "sehen  Gleichungen: 

CüsJ(ig-C)_Sini(6+c)    ,^,  ,.  .  ^     ,.^    ^,^    SinJ(6+c)^.   ,   . 

^.  '     . — ~^2  »  ^:  . ,  rdlghch  CosJ(i^— C)= — c=— r — SmJ^, 

^)lni2l  Sinia     '       ^  *\  /        Sinja  "^    * 

.      ^       n     i.      2SinJffSinJ6Sin|c  \^\{h^-i:~a)  SinUft  +  c)^.    ,   . 
tgrtg^tCosö:^. //,  ?      Cosi^ SlüV^^^V*^ 

_'SinJfiSini6SinJc   tgi(6  +  c— «)   SinJ(6  +  c) 
-      .T-  Hl  '      Cos«i^       •     SinjÄT"^'""^' 

ersetzt  man  nun  Cos^J^  und  Sin  A  durch  seine  bekannten  Werthe 
\ti  ipt,''by  c  find  reducirt  so  Tiel  als  mOglich,  so  zeigt  «ich  t 

/♦x  ♦     f^     r»     ^-^       2Sln^6SinJcSinJ(6+c) 

(t)  tgr  tg^,  Cos  ö=r  Siini(«+i  +  e)0osJ(6  +  c-a)  * 

Nach  §.  4.  ist  auch  : 

SinÄSincSin  J(6  +  c  —  a) 

^  f^  ?"  -—  Sin  i(a  +  6  +  c)Cos«4(*  +  c  t^  «)  ' 
mithin 

r*.      .        ^     ^      •  «  4 Sin  JA  Sin  ic 

2tgrtg«iCosö  —  tg-^y.  xg  ^v'  ,> — .  /  ;  ^xis .  oi/^-.'-;   !^  ^a- 
°     ®'*  ®  ^*       Sini(a  +  6  +  d)€os24(0  +  c-~o) 

X  {Sin  J(6  +  c)  Cos  U^  +  c  — o)  — Cos  JftCos  JcSin  J(6  +  c- a) | ; 

'   <  ■  '  •■       •      •         •.."■■ 

'der'>iil  den  Klammern  enthaltene  Ausdruck  ist  auch  gleich 

Sin  \(b  +  er)  Cos'i(6+c— «) — Sin  l(Ä+c-^a)  { Cos  J(Ä+t) + Siö  i*  Sit)  J^l 

=  Sin  ia  i- Sin  46  Sin  ic  Sin  4(6  +  c-^a), 

und  man  hat  demnach: 

(u)  2tgrtg^iCos6~tg2yi 

^•"    4Shi  jaSinji  STrt  Je  ^  4Sin^j6  Sin^JcS!rr^(6  ^e^a) 
■'■•■'-^-  Sin  }(Ä+i  b  4  c)  Cos^i(6  +  c — o)  v^ -.     . 


64  Vnftrdinger:    Dom  ipkäriscke  Dreieck 


§•  60. 

Zar  Berechnung  des  dritten  Ausdruckes  1 -f  tgrlg^^Cosd  be* 
dienen  wir  uns  der  Gleichung  (t)  und  erhalten  sofort: 

1  .  .    .      ^     ^    Sinl(a+Ä+c)CosJ(*+c— o)+2Sini(6+c)Sini6Slnlc 
l+tgrtg^|Cos6= S.ni(a  +  6  +  c)Cosi(6-|-e-a) 

Der  Zähler  dieses  Bruches  lässt  sich  nun  auf  folgende,  unseren 
Zwecken  dienliche  Weise  transformiren.    Weil 

Sin  J(6  +  c)  Ä  Sin  l{(a  +  6  +  c)  —  a| 

=  Sin  U«  +  ft  -h  c)  Cos  la  —  Cos  U«  +  &  +  <?)  Sin  U> 

so  ist  obiger  Zähler  auch  gleich 

iSin  i(a+6+c)  Cos  Ub^c-a)  +2  Cos  la  Sin  i*  Sin  icSin  i(a+6+c) 

— 2 Sin  iii  Sin  16  Sin  ic  Cos  |(a -I- 6  4- c) 

=:  Sini(a -I- & -I- c)  t  Cos  1(6 -h  c— a)  4- 2Cos la  Sin  16Sinic) 

—  2  Sin  laSin  i6SinlcCosl(a  +  6  +  0), 

und  da  aus  den  Gleichungen  (a)  und  (h)  des  §.  32.  mit  Lieichtig- 
keit  folgt: 

Cos  1(6  -f  c  -  a)  -I-  2  Cos  la  Sin  16  Sin  Ic 

=  — Cosl(a  +  6  +  c)  +  2CosiaCosl6CosIe, 

« 

so  ist  obiger  Zähler  auch  gleich 

Sini(a-h6-f  c){2CoslaCosl6Cosic— Cosl(a  +  6  +  e)} 
-^2SinlaSinl6Sin4cCosl(a  +  6+c), 

und  setzt  man  endlich  zur  Abkürzung: 

(142) 

Jlf = 2Cos  i«  Cos  \b  Cos  Je  -  Cos  i(«  +  ft  +  c)  { l  +  *^|jl^f|^i^} , 
so  wird  obiger  Zähler  gleich  ilfSini(a-f  64-c),  mithin: 

(V)  >+*g''*Sy»<^«>«<>=Cosi(6^-c-«)- 

§.  61. 

Um  nun  endlich  zur  Bestimmung  der  Distanz  d  selbst  zo' 
gelangen,  setzen  wir  stajt  der  in  der  Gleichung  (r)  vorkommen- 


äarfesteiu  in  seinen  Btsttehungen  %um  KrHs.  05 

den  drei  Ausdrücke  ihre  Werthe  aus  (s),  (u)  und  (v)  und  erhal- 
ten mit  Anwendung  der  Gleichung  (42): 


4c 


.  ^  ._Cos«4(6-|-c— fl)  t4SingiflSin«i6SiBn 
*  Ufa  l  U^^ 

SiD>^o  — Sirigi(^-|-c— a)SinUg  +  C"-&)SinUg+6— c) 
^  Sm\a  Cos«i(*  +  c—  a) 

_  4  Sin  tgSin  ;A Sin  je --  4 Sin^ife Sin^U Sini(6  +  c^ß) 
Sin  i(a  +  6  +  c)  Cos*i(6  +  c-r  fl) 

oder 


!• 


,  „ 1    i4Sin«iflSinn6  Sinne 


4Sin«iÄSin2icSin«J(Ä  +  c— fl)SinJ(a+<?— 6)Sin|(«+A— c) 
-  —, —ff^ 

4SiniaSin|6Sln|c       4Sifin6SinncSinl(A-he--fl) ) 
Sina(a-h6  +  c)      +  Sini(a  +  6  +  c)  j' 

Setzt  man  im  zweiten  Glieds  des  in  der  Klammer  enthaltenen 
Ausdrucks  för  Hi^  seinen  bekannten  Werth  und  reduzirt^  so  sieht 
man^  dass  dieses  Glied  von  dem  vierten  nur  im  Zeichen  verschie- 
den ist,  also  mit  diesem  sich  aufhebt,  und  man  hat: 

(143) 

1    |4SinnflSinn&Sinnc       4SiniflSin;feSinie^ 

*S^— Jfaj  H^^  ■"     Sin4(a  +  Ä  +  c)     r 

womit  unsere  obige  Aufgabe  gelost' ist.  Mit  Hilfe  der  Gleichun« 
gen  (12)  und  (42)  ergibt  sich  unmittelbar  die  Relation : 

(144)  tgM= ^p » 

bezüglich  welcher  wir  hier  nur  in  Kurze  bemerken,  dass  sie  bei 
dem  Cebergang  auf  das  ebene  geradlinige  Dreieck  mit  Leichtig- 
keit in  jene  <^=r^^2rp  Obergeht,  denn  M  verwandelt  sich  als- 
dann in  die  Einheit  und  die  Tangenten  werden  den  Bogen  gleich« 

Um  auch  M  durch  die  Radien  der  eingeschriebenen  und  um- 
schriebenen Kreise  auszudrücken,  benutzen  wir  wieder  die  Glei- 
chungen (12)  und  (42)  und  erinnern,  dass  ^'  =  CosiaCo8i6Cosic 
ist    Dadurch  wird: 

(w)  if=2^'-Cos4(a  +  6+e)(l  +  tgrtgrt; 

nach  S«  55.  ist 
Tk«U  XXXUI.  t 


6d  Vnf er  dinget:   Bat  sphäfische  BreieeM 


(P)  ^'^IB^       tf    '  ^ 


oder  mit  Rficksicbt  auf  (.  34. : 

W  ^=i«i— : ^ » 

benutzt   man   noch  ßfr  CoB\{a -{- b •{- c)   seinen  ^ertfa  Bus   dem 
System  (79)  $.33.,  so  wird: 


(145)  il/=  yTigQigQi  tg?2tg?8 tgrtgri  tgr^tgra 

X  {ctgr  +  1(1  +  tgrtg^)  (ctgri  +  ctgra+ ctgro  — ctgr)). 

Die  Gleichung  (144)  in  Verbindung  roH  jener  leteten  (146)  dient 
zur  Berechnung  der  Distanz  d,  fvenn  die  Radien  der  eingeschrie- 
benen und  umschriebenen  Krelsye  gegeben  sind.  . 


§.62. 

2.  Aufgabe.  Es  soll  die  Entfernung  d^s  Mittelpunktes  des 
einem  sphärischen  Dreieck  umschriebenen  Kreises  von  dem  Mit- 
telpunkte des  einem  seiner  Nebendreiecke  eingeschriebenen  Krei- 
ses berechnet  werden  ^  wenn  die  drei  Seiten  des  Uauptdreieckes 
gegeben  sind« 

Ist  Ol  (Taf.  I.  Fig.  3 )  der  Mittelpunkt  des  dem  an  der  Seite 
H  des  HaupMreieckes  ABC  liegenden  Nebendreieckes  eingeschrie- 
benen Kreises»  so  ist  OOi=:di  die  fragliche  Distanz^  und  es 
liegt  der  Mittelpunkt  O^  auf  der  Verlängerung  des  sphärischen 
Hauptbogens  Ao^  mithin  hat  in  dem  sphärischen  Dreiecke  AOOx 
der  Winkel  B  denselben  Werth  wie  früher,  er  ist  nämlich  gleich 
^{B — C)  oder  gleich  —  i(-B — C),  je  nachdem  B  grosser  i)de? 
kleiner  als  C  ist.  Setzt  man  AOi=qf  so  folgt  aus  dem  Dreieck 
AQ  Ol :  Cos  dl  =  Cos  r  Cos  q  +  Sin  r  Sin  q  Cos  ö,  woraus  man ,  nach 
demselben  Verfahren^  welches  in  §.  57.  zur  Bestimmung  von  tg^c^ 
diente,  erhält :  ' 

M    ir-rf  ^  ^g^  0  +  ^^<^  ^'^'^)  -  (2  tgr  tg  y  Cos  6  -  tg«y)  . 

/^-    '^''»-  (l+tgrtgyCos6)a  :       V 

und  es  ist  nun  die  Aufgabe  darauf  zuruckgefQhrt,  zunächst  die 
drei  in  diesem  Bruch  Forkoramenden  Ausdriicke  als  Functionen 
der  drei  Seiten  a,  6,  c  des  gegebenen  sphärischen  Dreieckes 
darzustellen.  N 


1  « 


daHfätelH  A  f^M  B^eAunm  »um  irHi.  67 


•  I .        •  •     •  • '  '  • .  • 


§.63.     ,  ■' 

..  :Pa  nach  §.&(»): 

ist,  80  wird 

l  +  tg*9SinSd 

oder 


1  + 


t^  «s«*» »-  Sin«iaC'osai(«+&+c)+$inn(a+ft+c)Sii>«|(6-c) . 
**       ^"^  Siu«iaCo8«i(o  +  6  +  c)  ' 

•  "  •  •  . 

der  Zähler  dieses  Bruches  kann  auf  folgende  Art  umgeformt  werden: 

Zähler  =  Sin«ia  -  SinH(a  +  6 + c)  { Sin«ia— Sin«i(6 — e)  ] 

'.   =Sin«ia--Shiai(«  +  *+c)SinJ(a+c--6)Sinl{a+6--c), 

mithin  ist: 

(a') 

,  .  .  -  «.  -^     Sin'ja  -  Sin*4(a+&  -t-c)  SinKo+c— fe)  Sin  l(a+b-c) 

§.  64. 

Bei  der  Berechnung  des  zweiten  Ausdruckes  2tgrfg9Cos(9— tg*g 
benntzjBB  wir  wieder  die  schon  in .  §.  59«  zu  gleichem  Zwepke  an« 
gefr^ndte  Gleichung  (42),  ferner  jene,  (z)  des  vorigen  Paragrapheot 
wd  erhiidten  zunächst: 

tgrtg^Cosdrr jp-^ Ci^TJ Cosi(»— C), 

oder,   mit  Anweiidang  der  Gaiuss'scfaen  Gleichung 

Cos  1  (B  —  C)  =     sinia  »     * 

*-    .-   n*./!      gSiDJuSiniftSiDtc  tgWo+Hc)  Sini(6+c) 

£SniaSini«Sin4c  tgUa  +  b+c)  Sini(6-f c)«,.     . 
=* BI '  Co8«W Sinia     *"^' 


I     X 


'.I 


6&  Jlilferdtnfierj   Das  spAärUclU  Dreieck 

weil  aber  bekanntlich  { 

80  wird  nach  EinfQhrang  dieser  Wetihe  aod  geliSrlger  RedäctioDi 

(b')       tgr  tg  j  Cos  e  =  g,„  ,^j  ^  ^_^j  Co8  4(a  +  6  +  c) ' 
und  weil  nach  §.  8. : 

^     _        Sin6SincSinKq-hft  +  c) 

*8  *  ~  Sin  {(6  +  c  -  a)  Cos«i(a  +  *  +  c) 

ist,  80  wird: 

^     ^      .  ^  4Sin?6Sin4c 

2tgrtg^Co8(9--tg«y  =  g.^,(^^^_;^^Cö^i.^^^^^^j      . 

X|Sin4(6  +  c)Cosi(a  +  6  +  c)— Cosl6Co94c^^ini(a  +  6  +  c)),  , 
oder  da  der  in  den  Klammern  enthaltene  Ausdruck  auch  gleich 
3iu  i(6  -^  c)  Cos  i(a+6  -|-  c)  t-  Sin  l{a^b  -f-  c)  { Cosi(i-|:  c)  -t-  Sin  46  Sin  \e) 

=  —  Sinia~8ini6S]nlcSini(a-f  &  4*  <?)  . . 

Ist,  auch: 

(cO  2tgrtg^CosÖ-tg«y 

4Sin  {aSinj&Sin  \c  +  4  Sin^^^ft  Single  Sin  i(a  +  A  +  c) 
"~  Sin  4(6  +  c — ö)  Cos«  J(ö  +  *  +  <?) 


5.  65. 

Um  den  dritten  Ausdruck  1-f  tgrt^^^Cos^,  wpicheir  bä  zwei- 
ten Thell  der  (y)  den  Nenner  bildet,  durch  die  Ate\  Seiten  zu  jbe- 
stimmen,  verwenden  wir  die  Gleichung  (bO  und  erhalten  nbiiiif- 
telbar: 

i^*«^„^r««ii     Sin;(6-fc-fl)Cosi(a+&+c)+2Sini&Sin|cSinKHe) 
l+tgrtg^Cosd= 8ini(6  +  c-.«)CosJ(«+*+^)   

oder,  da  der  Zähler  dieses  Bruches  auch  gleich 

Sini(*  +  c— a)tCosi(a  +  6+c)  +  2CoslaSin46Sinic) 

+ 2  Sin  |a  Sin  i6  Sink  Cos  1(6  ^c-«-a) 

.     *  ■  "» 

=Sin  U6  +  c- a)  {2  Cos  iaCos  46  Coslc  — Cos  4(6  + c—a)} 

+2SioiaSitt^6SinicGosi(6 -hc—a) 


datvettelll  in  tekun  BeaieAutve»  UM*  ire/«.  QO 

i»t^  wenn  wir  kur  AbkOi^nng 

(146) 

M  =2Co8  i«  Cos  J6Co8ic-Cos  J(6+c-a)  { 1  -  ?^J^^||J^|^^) 
«etzen: 


§.  66. 

Mit  Hilfe  der  Gleichuagen  (aO>  (c')  und  (d')  isind  wir  nun  h» 
Stande ,  tg^  als  reine  Function  der  drei  Seiten  a,  6»  c  des  ge^ 
gebenen  sphärischen  Dreieckes  darzustellen.  In  der  That»  setzen 
wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (y)^  so  folgt: 

.\^      Cps»i(fl+6+c)  j4Si««i«Sin«16Sin«ic 
tg^i  = -J^ J -^ 

Singi«—Sin«i(a+6+  c)  Sin  l(a+C'-b)S\nl(a+b—c) 
^  Sin«iaCos«i(«  +  6  +  c) 


4SinUSinlASinic-|-4Sinai6Sin»icSlni(fl-|-Hg) 
Sin  i(6 -I- c  — a)  Cos^iCa  f  6 -h  c) 


I 


:oder 


■    ,        1     )4Sin«JaSin«i6Sin«ic 

4Sin«iA  Sin«lc  Sin«l(« +b  +  c)  Sin  i(a  +  c — 6)  Sin  l(a + 6— c) 


^1* 

._  Jin^cSin  U«  "h  ^  +  g)  f 


4SiniaSini6Sinic  ;  4Singl6SinncSin l(a  +  b+  c) 
Sini(6  +  e— a)      "^  Sini(6  +  c— a) 


Setzt  man  im  zweiten  Gliede  des  in  der  K4ammer  enthaltenen 
•Ausdruckes  für  i^i*  seinen  bekannten  Werth  und  kürzt  ab,  so 
fiberzeugt  man  sich  sogleich  ^  dass  dieses  Glied  von  dem  vierten 
nur  im  Zeichen  verschieden  ist»  folglich  mit -diesem  sich  aufhebt; 
es  ist  daher 

..^      -^        1     \  ^Sin^aSin^bSinHc .  4SiniflSinlASin|c) 
(147)  tgMi  ^^  j  -g^  +  Sini(6+b-=:är  i ' 

durch  welche  Formel  die  vorstehende  Aufgabe  gelOst  ist«  Hit 
Hilfe  der  Gleichungen  (12),  (42)    geht  dieselbe  über  In  folgendem 


(148)  tg.^=^l±^*E£l. 


welche  «ich  bei  dem  Uebergang  auf.  di^.^b^jie  geriid|in}ge>Or6i* 
eck,  indem  man  letzteres  als  ein  sphärisches  yon  unendlich  gros- 
sem Kagelradius  betrachtet,  auf  die  bekannte  Relation  d|*=r*-t-^Pi 
redncirl,  denn  Jfi  wird  alsdann  der  Einheit^  und  ^le  Tt^kgenitn 
Werden  dem  Bogen  gleich. 

Um  auch  wieder  Mi  durch  die  Radien  der  eingeschriebenen 
und  umschriebenen  Kreise  auszudrCcken,  verwenden  wir  die  Glei- 
chungen (12)  und  (42),  setzen  Cos  (a  Cos  {6  Cos  «c  =  ^'  nnd  erhal- 
ten zunächst: 

JI/i=:2^'-.Cosl(»  +  e-fl)(l-tgrtg(»,); 

setzt  man  jetzt  für  J*  seinen  Wertb  aas  (x)  §.  61.  '  ttnd  fflr 
€osi(64-c— a)  seinen  Werth  aus  (70)  §.33.,  so  wirdt 

(149)  Ml  =  Vtg^tg^itg^tg^tgrtgritgjr^tgr, 

Xlctgr--i(l— tgrtg^,)(tgr  +  tgra  +  tgrs— tgn)). 


6.  6l 

Im  Vorhergehenden  b^eichnen  d  und  di  die  sphärischen 
Distanzen  des  Mittelpunktes  des  einem  sphärischen  Dreieck  um- 
schriebenen Kreises  vom  Mittelpunkt  des  demselben  Dreieck 
eingeschriebenen  Kreises  und  vom  Mittelpunkt  desjenigen  äusse- 
ren Beruhrungskreises,  welcher  an  der  Seite  a  liegt;  M  und  M^ 
bezeichnen  zwei  Hilfsgrossen  zur  Berechnung  dieser  Distanzen. 
Bezeichnen  wir  die  Distanzen  desselben  Punktes  von  den  Mittel- 
punkten derjenigen  äusseren  ßeruhrungskreise,  welche  an  den 
Seiten  6  und  c  liegen,  mit  d^  und  d^,  mit  M^  und  M^  die  zuge- 
hörigen Hilfsgrossen,  so  erhält  man  diese  letzteren  aus  den  Glei- 
chungen (146),  (147),  (148),  (149)  durch  einfache  Vertauschung 
der  Buchstaben  a,  Qi,  Vi  mit  6,  p2»  ''2  ""^  c,  ps,  r^.  Stellt  man 
alsdann  alles  znsammen ,  so  gelangt  man  zu  folgenden  vier  Syste- 
men von  Gleichungen : 

r  1_  i4Sing.lflSin«^ASing.lc    4SinlaSini&Sinic/ 

^g«-^2|  ^^a  Sini(a  +  6+€r)   (' 

L  «j        1     i4Sin«iiiSin«i6Sin«ic.4Sini«iSiiiiÄSin4ei 

(im      r*"^' ^^ +Sini(6  +  c-«)|' 

\  2^ L  HSin>jiiSinai^inak ,  4SiniflSini6Sln|c; 

l*"^-^,«!  üi^  +  Sin4(a  +  c-*)  T 

.  ,,        1    |4Sin<;aSin<i6Sin«ie.4Sin4oSin>6Sinic) 
}«^^^M?l Hi^       »""Sinl(a  +  6-e)  V     * 


M  = 


dargesiem  in  sefum^  Btf4ehun§et^  wm  i^kefi.  T^ 

»         (151)  ^ 

2SlDiaSiDi6Siiiie, 


=  2Cos|oCosi6Co8ic— Cosi(o^-6-fc)|l+     Sini(a4-Hc)     ^* 

^^     ,    ^     ,.^     ,        _     ,,.           \,,     2SltiiaSiDs6Sin|c. 
Mi^s2CoslaCosloCoslc — Cosi(o+c— a){l g.  w»  ,  y  % 

Jlf,=2CosiaCosl6Co8lc-Co8i(«+6-c){l^?^^g^^^ 

. -,_tgV-2tgrtgp      .  «  ,  _tgV+2tgrtget 

(152)      { 

f„2^  _tg*r+2tgrtgga     ,        _^Vf2^rtg^/ 


(15$) 


jlf  =  Vtg^tgpitg^atgp3tg*"tgntgratgr8 
X{ctgr  +  i(l+tgrtgp)(ctgri  +  ctgra+ctgr3-ctgr)!, 

iüisVtg^tg^itgftBtg^tgrtgritgr^jtgr, 
XIctgr— i(l— tgrtg^i)(ctgr+ctgra+ctgr8~ctgri)|, 

^2  =  V'tg^tg^itgC2tg^8tgrtgritgratgr, 
Xtctgr— i(l— tgrtg^2)ctg»'+ctg''i+ctgr8r-ctgra)|, 

jlfj  =:  Vtg  Q  tgQi  tgg^tg  Q^  tgr  tgrj  tgr^tgr» 
X  { ctg  r  -  i(l  -  tgr  tg  ^3)  (ctgr + ctgri +ctgrjj- ctgr^  t 


- 1 


$.  68. 


Bestimmung  der  sphärischen  Distanzen  d,  df,  d^,  d^  samnit 
den  zugehörigen  IIilfsgr5ssen  Mg  Mi,  M^,  Hin  chirch  die  drei 
Winkel  il,  ß,  C  des  gegebenen  sphärischen  Dreieckes. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  (152)  statt  tgr«  tg^,  tg^i,  tg^ 
tg^  die  entspreclienden  Werthe  aus  (43)  und  (33)  setzt  9  so  er- 
littl  fluio  nnodllslbar: 


Tift  -Vnferdtnger:   Da»  tpkärttck»  Dreteek 

..,_1     iCo8*l(A+B^C)  .     Coa\(Ai-B+C)    ) 
*g  «  —  3fi  I  gJ«  +  CosUCosi  ßCosi  C  \  * 

1     \Cos*i(A+B+C)        CoaljA+B+C) 

tg«i— jlf^a}  ff2  ""CesJ^SinißSiniC 


(154)  , 

,  „        1    \Cos*l(A+B+C)       Cosl(A  +  B  +  C)  t 

,  ,  . 1_  iCosH(A+B+C).       Co8l{A+ B+C)   l 

*g  **8 - J#,a  \  B'*  ~ Cos l CSmlASmlB »  ' 

» 

um  auch  die  zugelyurigen  vier  Uilfsgrossen  M,  Mi ,  M^,  M^ 
dureh  die  drei  Winkel  A,  B,  C  auszudrücken,  verwenden  wir 
zunächst  die  Gleichungen  (72)  §.  32.  und  (96)  §.  40. ,  dann  auch 
wieder  jene  (43)  und  (33),  und  erhalten,  weit 

ilf=2CosJaCosl6Co8jc— Co84(a  +  6  +  c)(l  +  tgrtg^)» 
Jlfi=2CosiaCo8i&Co8ic— Cosi(6-f  c— a)(l— tgrtg^i) 

u.  s»  w. 
rst: 

2^'« 


üf  =-. 


SinilSinfiSinCCosi(^+Ä  +  C) 


l~Cos^— Cos  ^— CosC  Co8l(A  +  B  +  C) 

+    4Sini/4Äini/^SinlC   '  ^^2CosJ/4CosliBCosie*' 

Mi  2^"" 


Sin  A  Sin  B  Sin  CCo8l{A^B+C) 


I-CosA^CohB+CorC  CosKA-i-  B+C) 

*"  4SinUCosJiBCosiC  '*  "'■2Co8iJSiniÄSinlc'' 
(155)/ 

j^ 2H'^  

^*  ""  ■"  Sin  A  Sin  B  Sin  CCosK^ + Ä + C) 

1  +  Cos2<— Cosg+  CosC  CoaU^  +  ^+C) 

4SiniÄCosi/4Co8jC  ^* +2CosifiSini^SiniC*' 


»M • 


2Ä'2 


Siny4Sini^SinCCosi(^+/^+C) 

l-t-Co8^  +  Co8^-Co8C  Cosl(A  + B  +  C) 

^ISinTCCÜsiACosiB  '* +  2CosiCSini^SiniÄ'* 


§.  69. 
Bezeichnet  d'  die  sphärische  Distanz  des  Mittelpunktes  des 


d«iii  Pollirdi^eleek  voä  ABC  m^m^Uhetkn  Kr^l^wwmk  d^n^  Mit- 

t^A^iRilrte  Jl^s  detiiselben  D^eiec^k  ekigeschricfbeneip  Kreises  ubd 

di^  die  «pbäris^be  Dfstant  desselben  Mittelpunktefi^  von  dem  Mit- 

telponki  desjenigen  Sasseren  Berubrungskreises,    weicher  an  de( 

Seite  a'  Regt»  so  können  diese  Distanzen  i/',  di'  aus  den  je  zwei 

er^eto  der  Gleicliungen  (150)>    (152)  ^   (154)  ofenbar  dadurch  b»^ 

stfmint  werden»  dass  man  alle  in- -den  zweiten^  Theilen  derselbed 

TOfkottmendi^n  Büehstalien  mit  Strichen  versieht.     JU^  und  Mi^ 

bezeichnen  alsdann  das,  was  aus  M  und  J/|  in  (15))»'(]55)  wWi^ 

wenn  man  auch  hierin  a'^  b',  c'  an   die  Stelle  von  a,  h,  e  und 

A',  B'f  C   an  die  Stelle  von   At  B,  C  setzt.    Um  dann  diese 

Distanzen  durch  die  Bestandtheile  des  UauptdreieckesauszudrOcken« 

bedient  man  sich  wieder  der  bekannten  Relationen  zwischen  den 

Seiten  und  Winkeln  des  Haupt-  und  Poliardreieckes  (§.  16)   und 

erhfilt  mit  theil weiser  Berücksichtigung  der  Resultate  des  $•  *il, 

sofort: 

(e')  ■ 

, 1^   )4Cog«i<<Co8«igCoB»iC  .  4Cosi.<ICosigCo8^C{ 

tgV    — ^„  j  ^7ä  +      CoBi(,A  +  ß+C)~S' 

,      _    1     S4Cos*lACos*\ßCos.HC  .  iCoa\ACoiilBCog ^Cl 
_„  _  1      iSin«U«+6+c)       SinKo+A+c)  I 


0?')  . 

^S*^=Mi'*}         Hl*         ^  SliiiaCo<ii6Co»lc(  * 

(h') 


Sin  a  Sin  6  Sin  c  Sini(o  -f  6  -f  c) 

~l+Cosg|o  +  Cos»;6fCos«ic  ■        Srni(a-hfe>c) 
2CosiaCosi6Cosic         •    +2SinJ«Sihi^Sinic'' 

^»  ""SinaSin6SincSin4(a  +  Ä  +  c) 

^         2  Cos  \a Sin  ifr  Sin  ie         ^  ^  ^  tSi»;toGosi«CMie'* 


7.4  ünferdinfieri   Dm  fpkiritcke  DrM$ck  . 

:  :  Die' AvMlrflck«  fißr  die  D&itaiiien  d%'a.d^'f  ao  wie.  die  söge* 
bSrigen  HilfegrSssen  Jf«',  31^  ,  welche  sicli  auf  die  Mittalpiuikte 
der  ao.  den  Seiten  6',  e'  liegendea  äusseren  Ber^iiiiuyigakreiae  de» 
Polardreieekes  beziehen.,  kdo^ten  UDmIttelbar  nach  dem  Vorher* 
gebendeBi  hingeschrieben  werden.  Da  aber  die  genannten  Uiifs- 
grossen  in.  der  Folge  gUnzlioh  aus  unseren  Reeiinongen.: behaus* 
fallen  uofd  durch  andere  einfachere  and  direktere  ersetzt/ werden 
Sfijllea,  ßo  begnagen  wir  onf  »it .  der  Aulfuhruag  d^s.M«  4m 
mkichopgeo  (f)  folgenden  «Systems: 


t  I 


(k') 


♦*M»      tg<r-2tgr^g 
*       ~   (tgrtgjif')*   * 

'  '        '  »      '  . 

^  ^  ~    (tgr.tgpilfaT  ' 
»S*^-  (tgr.tg^lir,')«  ' 


.  I 


-    \t 


ämf  welches  wir  später  wieder  zurficldopinnien  werden. 


.      §.  70. 

•  1  •  , 

Wenn  wir  mit  8i ,  8^,  is  ^i^  Entfernungen  des  deni  Haupt« 
dreieck  ABC  eingeschriebenen  Kreises  von  den  Mittelfiunk- 
ten  der  den  drei  Nebendreiecken  timschriefoeoen  Kreise  bezeich- 
nen^ so  können  diese  Entfernungen  offenbar  nach  den  Gleichungen 
des  §.  67.  bestimmt  werden,  wenn  man  die  drei  Nebendreiecke 
der  Re.ibe  nach  als  Hauptdreiecke  und  das  Hauptdreieck  als  ihr 
gemeinschaftliches  Nebendreieck  betrachtet,  di,  ^,  d^  ^etd^ 
also  fiberjgelien  in  d^»  ^a>  ^a»   ^^enn  man  statt 

•  '  *  ^ 

4>    <?»    r,    Qi,    Ml   setzt:    6i,    Ci,    ri,    g,    Mi, 


o,    e,    T,    (^i 

M^ 

»f 

«if 

Cl> 

»-2» 

Qf 

M., 

a»-  Ä,    r,    ^8, 

Jlf, 

9» 

Ol» 

Äi, 

9f 

M,. 

wobei  M|,  M^,  Ms  diejenigen  Werthe  bezeichnen ,  in  welche 
il#i,  lü^,  M^  übergeben,  wenn  man  6|,  C| ;  ff|,  C| ;  Oi»  6|  an  die 
Stelle  von  b,  c;  a,  c;  a,  b  setzt,  wobei,  wie  immer,  oi  =  160^— a, 
ii  S3  lS»^*^b,  et  =  180^--^ Ist.  So  «rbält  man  aas:  den  Gleichung 
gm  <B^  und  <«il} :  ' 


dmr§«$MltM  utMm  Mtatektmftm  mhm  Knt$.  Jfi 

*8^»- M75 ' 


■  I 


»'          -  f  i^A  ^tg«r,-f2tgr,tge.       ^  ^ 

\  igroj^ — ^ =j-« : — »  .       , 

■    •.       ■■•-;        •  ■  .,  ,•■     ..        ■        .       •    j.      ■■• 

M.-2C68i«Co8i^Cosic»-Co««6,+c,-«)ll-^^|^^^ 

oder 

(157)  .  «     ' 


ebenso 


sM 


Denkt  man  sich  fiber  die  Gletcfaungen  (156)   noch  die  erste  des 
Systems  (152),   nämlich  die: 

•    (152)    •  ,- ^^tg'r^gtgrtge; 


1* 


gesetzt,  nnd  vergleicht  die'^w^|ten  Theile  dieser  vier  Gleichangen 
mit  jenen  (k')»  so  bemerkt  man,  dass'sie  sich  der  Reihe  nach 
Dar  in  .den  Nennern  von  einander  unterscheiden.^  Kppnt^^  roaif 
also  beweisen,   dass 


\  • « .  • 


Mi  =  tgr,fgpilfi', 
^'^  '  M,=tgr,tg^ilfa', 

M8  =  tgr»tgpilfs' 

Ist,  80  wfirde  daraus  auch  die  Gleichheit  der  ersten  Theile  der 
genannten  Gleichungen,  folglich  auch,  dass 

d^=rf,    c?|'=5^,     rfj'rsj^,    d^'=:d^ 

ist,  feigen.  Mit  Rucksicht  darauf^  dass  jedes  Dreieck  das  Polar- 
dreieck «eines  Polardreieckes  ist,  konnte  man  alsdann  nocb.prei* 
lar  4€Uie8«ea#  dass 


7C  Vnftrdinttr:    Dt»  ^härUeke  ItreletU- 

(15Ö)  rf=rf',,  tf,=V.  >««i=«fc.    d>  =  V 

ist»  und  man  hätte  folgenden  merkwürdigen  ^ 

Lehrsat  as>       . 

Die  Entfernongen  des  Mittelpuitlctes  des  einem 
sphärischen  Dreieclc  iimschrieheneh  Kreises  yon  den 
Mittelpnnlcten  seiner  vier  BerOhrungslcreise  sind  der 
Bieihe  naeh  gleich  den  cprrespon^irenden  Entfe^rnuB« 
gen  des  Mittelpunictes  des  dem  l^olafdreieck  einge- 
schriebenen Kreises  von  den  Mittelpunkten  der  dem 
Polardreieck  und  seinen  drei  Mebendre.iecken  umschrie- 
benen Kreise,   und  umgekehrt« 

Indem  Vvir  nun  zu  dem  Beweis  der  Gleichungen  (1')»  nvelc^ 
uns  erst  in  den  Besitz  des  vorstehenden  Lehrsatzes  bringen  kann, 
tibergehen»  bemerken  wir»  dass  es  nur  nothwendig  und  schon  hin- 
reichen4Jst»  die  ersten  zwei  derselben  zu  veriGcirep»  indem  die 
dritte  und  vierte  Gleichung  dieselbe  Rdatiön  wie  die  zweite^Glei- 
cl^ung  ausspricht»  nur  in  Bezug  auf  je  eine  andere  Seite  des 
Dreieckes  ABC.  > 


§.  71. 


'  i . 


Beweis  der  Gleichung  7{/=  tgrtg^JH'  oder»  wenn  man  für 
M  und  M'  die  Werthe  aus  (151)  und  ^i')  setzt»  dabei  bedenl^eod» 

•  •      * 

dass 

2Siniagini6Sinjc  ; 

tgr.tg^—     sini(a-|.6  +  c) 

Ist»  Beweis  der  Gleichung: 

agy     in     11  n     1        n     1/    .ni    vii  ,  SSiniflSinJASinic. 
2CosiaCosl6Cosic  — CosJ(fl+A  +  <?)tl+    sin Vö -f 6 4- cli    ' 

_Sini(6-|-c  —  fl)SinUq+g--ft)Sin  .](«  +  &>-€) 
"^  2CosiaCosi6CosicSini(a+A+c) 

-- 1  +  Cos^üa  +  Cos«i6  +  Cos^jc         2SiniaJSini6Sinic 
^  2CosiaCösl6Co8ic  ^^^    Sini(o  +  6  +  c)     '• 

Wir  fuhren  den  Beweis  durch  Transformation  beider  Theile 
der  Gleichung,  das  sich  zu  beiden  Seiten  als  gleich  ergebende 
jedesmal  weglassend»  bis  wir  zu  einer  identischen  Gleichung  ge- 
langen« Um  diese  Transformation  ausfilhren  zu  können»  sind 
einige    vorbereitende   Rechnungen    nothwendig«.     Setzt  msB    tnx 


äarfe$Mti  J^  ßeinem^  BttieAuugtm  MumMrHs.  77 

:Si4[|(e+i.jf  tf)m«»  so  btf  mit  RiGimicIit  avf  di«  GM* 
^nilgeii  (lö)  §,  U.:  «       .  .        » 

Sini(ii  +  6-.c)=^  +  ^,4:-^,— -<^t=^+2-^--2^f3;  . 
folglich:    .  . 
'  (mO        Sin4(6^ie— rt)Sin4(a+c--6)SinU«  +  6-c) 

w^riQ  man^   weil 

^1  J^zfs  =;  ßin  ia  Sin  ^6  Sin  |c  (Cos^a  Cos  i6  Cos  !<;)* 
ist,  statt  Ai^^^  auch  /^^'^  setzen  kann. 

Ferner  ist  .        4fc.        '  * 

:   .         !^483=;(CosJa;Cö*i^Cosic)(Cosi<?SinioSi»i6),   '. 

...<  ,    ','ii^^8=(Cofi^aaCos^6Cö»ie)(CoStt6Sii>2aSin4^)y 

i#jzfa=(CööJoCosi6Co8jc)(CosiaSini«Sinlc);         '    '! 

vßiA  wenn  man  diese  ^rei  Gleichungen  addirt,  dabei  aqf  die  in 
jf.Si;  ei Ag^filhrle,  schon  OfVer  mit  Vortheil  verwend^e  Bezeicb* 
niing  Stelltet ^  so  erhilt  »an:  ^    ^ 

QDd  hieraus  folgt: 

(nO         Coi^i(a  +  6  +  c)==^ '    *  ^f    '         —  - 

Fähren  wi^.  no^n»  unter  Anwendung  der  Gleichung  (m^^  die 
Buchstaben  J  auch  im  zweiten  Theil  der  zu  beweisenden  (Glel« 
cbo^g  ein,  j^o  gewinnt  derselbe  folgende  Gestalt: 

— ar(a?  +  2zf)gt2zfM2zf'--2Cosi(o4-ft  +  c)l(J?4-2if^)— 8^2^^« 
+  ■ -^ -O^^r—h 


i  ' 


das  erste  Glied  dieses  zweigliedrigen  Ausdruckes  ist  auch  gleich 
2-rf'-  (,^ («  +  2^  +  2Co» i(o  +  6  +  c)  j (1  +  ^), 


•••:'»• 


78  ^Vnf9T^n99ry  Uad  9pkäHiekeÜf)iMk 

wrfdhra  Werthf-iMi4  sith  am  dessen  Stelle  !g^8fetfet*M''dlMlkMrAfiil. 
Soll  nun  die  behauptete  Gleichung  richtig  sein ,  so  mudisi^  #MI  der 
erste  Theil  offctnbar  gleich 


i*y 


ist,  folgende  Gleichung  identisch  erfällt  9ein: 


r  ■  f 


■ .  • 


oder'^ttcii»  wenn,  man  mit  2zf f  multiplicirt: 

— a<a?+2z0— 2^'  Cos  l(a+b+c)—l  +Cos«ia+Cos*i6+Co«l«Ji?iitO; 

Den  Beweis  für  diese  letzte  Gleichung  kSnneir  wir  auf  fol- 
gende  einfache  Art  fuhren:  ,    ,- 

Es  ist  x=^i  +  ^%+^9 — ^,    folglich:  .- .  | 

setzt  man  fn  die  letzte  Gleichung  statt  ;r  und  x^  diiese  Werthe, 
ebenso  ffir  .24'Cosi(a -f- A-f- c)  seinen  Wer  th  aus  (n')»  so  er- 
hält man: 


/   t 


— 4zf'* 

— 2(1 — Cosna — Cos*16  —  Cos«ic)  =  0 
oder 

^— z/.*--zfa«-zf,«-  2^'«=i— Co8«lii-'Cos*46  -Cos«lo, 

und  diese  Gleichung  Ist  als  identisch  leicht  2ä  erkennt ,   dlfno 
man  hat: 

J^  =Sin2JaSin«i6Sin«ic  =(1— Cos«io)(l— Cos«i6)(]— Cos«lc), 
zfi«= Sin^laCosf  i6Cos«ic= (I  — 'Cos«ia)  Cos«l6  Cosajc, 
4b* = SJn«46Cos«laCos?ic = (1 — Cos«J6)  Cos^ia  Cosajc , 
z/3«=:  Sin«icCos«iaCos«i6=(l — Cos«ic)  Cos«iaCos«i6 
oder 


+  (Cos«ioCos«J6  -i-  Co8«iaCos«lc  +  Cos«i6  Cos^icj— J^'«, 

>■■  .1 

z/l«=  C08«i*  C08«ic  — -^'*, 

•■■''■•■••-■•■        1        • 

z/a'  =»  Cos*lii  Cos«lc — -^'«, 

^3« = Ci08«ia  Cos«i6 — ^'a ; 

■■.».•..''.■-  ■  .  « 

werden  nun  die  letzten  drei  Gleichungen  addirt  un^d  die  Sumro« 
▼on  der  ersten  subtraKirt,  80  folgt  unmittelbar:  ^ 

womit  also  auch  die  am  Eingane  dieses  Paragraphen  aufgestellte 
Gleichung  Bewiesen  fsi  '     ^ 


ti 


§.  72. 


Beweis  der  Gleichung  Mi=tgr|  tg^^/  oder,  wenn  fitr  M^ 
und  Ml  diet  Wertbe- aNis '  (157)  und  (V)  gesetzt  werden »  dabei 
berficksichtigend ,  dass 

#  *  •     •  •• 

2 Sin  ia  Cos  ^6  Cos  Je 
'-     '*»''•  *8*=     SioJ(a+6  +  c) 

ist.  Beweis  der  .Gleichung: 

2Co8iaSmi6Sinic-|-Cos^(a-|-6-|'c)|I wüTiTr-rn— \— l 

j.        .  '      -  oina(a-|-o+c) 

Sin  i(6  +  c  -  o)  Sin  \(a  +  c— 6)  Sin  U«  +  6  ~  c) 
""  SiniaSin;6SinicSlnl(a-f  64-c> 

l  +  Co8«|fl— Cos«'6— Cos«ic         2SiniaCosjf&Cos}c 
■*"         2CosiaSinJ6Sinic         '^  Sin4(a  +  64-c)      '' 

Vertauscht  man  in  dem  Producte 

J  mit  — ^1»  also  — A  mit  ^|»  so  ändert  sich  dasselbe  nicht» 
denn  d^  erste  Factor  bleibt  absokit  derselbe»  der  swelte  verwan- 
delt sich  in  den  dritten»  der  dritte  Factor  in  den  zweiten  und 
beide  ändern  gleichzeitig  das  Zeichen.    Da  nun  ferner 


i  =  -^i  +/1^-t-J^^J 


'» 


bei  dieset^  VeHwisehung  ebenfalLs  ungeäodert  bldbt^  'so  inm 
dieselbe  «neb  Im  cweilMr  TlMrft*  der  GMckog  (m')  wwnmhmm. 


80  '  V^^rjf4ng€r:  Jfi»  $pkAn$dUspr^eck> 

ohne  die  Gleichheit  mit  dem  ersten /Eh^l,   ii^elcher  ptilgem  Pr9- 

dacte  gleich  ist»  za  stören»  und  man  erhält  sofort  aach: 

■ .  ■ .       «*     ^,      ,  .  .     '     .     ■ . .  «'.■•■ 

(o')  Sini(^  +  c— a)  Sin  Ua  +  c— 6)  Sin  J(a  + 6— c) 

worin  man»  weil 

Jd^  zf,  =  (Sin  \a  Cos  \b  Cos  \c)  (Cos  ia  Sin  Ü  Sin  ie)* 

ist»   statt \^^2'^8  auch  /li^d"^  setzen  Kann. 

•  '  •_  •  .  .  » 

Ferner  ist 

/I/I^  =(CosiaSin|6Sinic)(Cos.;eSiniaSini6)» 
jd/l^  =:(CosiaSinl6Sinic)(Cosa6Sin2aSin2c), 
jd^J^  =  (Cos  la  Sin  16  Sin  \c)  (Cos  «a  Sin  Ib  Sin  2c) ; 

werden  nun  die  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  addirt  und  hier- 
von die  dritte  subtrahirt»  so  sieht  man  leicht»  dass 


ir»     -. 


jlz/^+^2l5-^^^8=^-r-4^l^''  +  CosKa  +  *+c)) 


ist»   woraus  folgt: 

(p')         Cos  i(a  +  6  +  c)  « -^^ LI_5-1 . 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  (o')  erhält  der  zweite  Theii  der  zu  be- 
weisenden  Gleichung  leicht  folgende  Gestalt: 

,  I  +  Cos^jg  —  Cos^lb  -^  Cos'jc  ,^      2if#i. 

das  erste  Glied  dieses  zweigliedrigen  Ausdruckes  ist  vermOge  der 
Gleichung  (p')  auch  gleich 

-  22^i  "^  * 

^.v(afrr'2Ji)*  +  i/i"^x  +4J"(X'-2J^)  Cos  Ka  +  bjr  c) 
.     ""  2J"x 

=  2z/''^(l-^»)  J25^(:p-2-^i)-2Cosi(fl+6  +  c)|, 

vnd.  diesen  Werth  hat  man.  sich  an  die  Stelle  jenes  Gliedes  ge- 
|mM  zur  denken^    SoU  Mn  die  behaupteterGieicbung  richtig  Mrio^ 
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80  inass  offenbar »  das  ohnehin  Gleiche  der  so  transforroirten  Glei- 
chung auf  beiden  Seiten  weglassend ,  folgende  Kestgleichung 
identisch  erfüllt  sein : 

^/      c>y|^^^    w    ..  ,    .  ,  HCos^^a-Cos«i6-Cos«ic_^ 
-^^pip^-^^i)  +  CosJ(a+6+c)  + ^ 2^5 ^=0» 

oder  wenn  man  mit  ^^  niultiplicirt  und  das  letzte  Glied  trans* 
portirt: 

ar(a:— 2zfi)— 2z/"Cosi(a+6  +  c)=l+Cos«ia— Cos«i6— Cos«ic, 

oder  wenn  man  für  Cos Ka  4- A -f  c)  seinen  Werth  aus  (p')  setzt: 

««— 2^iar +2(zf"H^zfa+^^8-^a^8)  =  l+Cos«Ja-Cos«l&-Cos«;c. 

Wenn  man  bedenkt,   dass  x=^/li'{-  jd^-y-J^  —  /i,   also 

*. 
so  geht  der  erste  Theil  der  zu  beweisenden  Restgleichung  nun 

fiber  in: 

-2Kzfa4-^i^8-^-^i)  +  2(^^«  +  -^-^8-^a^») 
—2/^1« 

+  2zf^«, 

und  wenn  man  hierin  reducirt,    so  erhält  man  mit  dem  zweiten 
Theil  in  Verbindung  folgende  zu  beweisende  Gleichung: 

j%  -  z/^«  +  ^2«  +  ^3«+  'Id"^ = 1  +  Cos«ia  —  Cos«i6 — Cos»ic. 
Da  nun  nach  dem  Schluss  des  vorigen  Paragraphen: 

^-^i«=l-Cos«la-Cosai&-Cos«ic+Cos*iaCos«iHCos«JaCös«;o, 
z/a«+ir,«=  Cos«ioCo8«i6  +  Cos^iaCosajc— 2^'a 
ist/  da  ferner 
♦     ^'^  =  (Cos  Ja  Sin  \b  Sin  ic)«  =  Cos«J«  (1 — Co8«j6)  (1  —  Cos«Jc) 

oder 

2^"«=:2Co8aja— 2Cos«J«i  Cosajft— 2Cos«iaCos«Jc  +2/^'« 

ist,  so  überzeugt  man  sich  leicht  durch  directe  Substitution ,  dass 
der  erste  Th^il  obiger  Kestgleichung  mit  dem  zweiten  identisch 
ist  9  womit  abo  auch  unsere  Ausgangsgleicfaung  bewiesen  ist. 

Theil  XXXIII.    •  6 
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.  :  §.73. 

Da,  nunmehr  die  Giltigkeit  der  Gleichungen  (I')  sich  bewahr- 
heitet bat,  so  gelten  auch  die  Gleichungen  (ISS),  (159)  oder  der 
durch  dieselben  ausgesprochene  am  Schlüsse  des  §.  70.  aufge- 
nhrte  Lehrsatz.    Die  Gleichungen  (k')  gehen  senaeh  über  in : 


tg«rf'  ^tÜLz^tJ-^ 


Jtfa 


•(160) 


«g  «1  —  M^ 

tg..jr.-«g%  +  2tgr«tg» 
tg  ö«  -  Mj  » 

»g^  — -■  IT ', 


so  dass  also   zur  Berechnung  der   14  Distanzen  d,d'',  di,6i'; 

dg,  V;  V»  V;  ^i>  <^';  ^s><4'>  ^s>  <^'>  «welche  paarweise  ein- 
ander gleich  sind,  nur  die  Bestimmung  der?  HilfsgrSssen . Jf ,  Jfi, 
^f  J^at  Mj,  Mg,  Ms,  welche  fiberdiess  durch  die  ans  (157)  leicht 
nachweisbare  Relation 

(161)  ilf=Mi+Ma  +  M3 

auf  6  vermindert  werden  kann,  nothwendig  ist. 

Dass  übrigens  d*=zd  ist,  kann  auch  leicht  aus  den  syntheti- 
schen Betrachtungen  des  §.  47.  gefolgert  werden.  Verbindet  mati 
die  Mittelpunkte  des  dem  Dreieck  ABC  eingeschriebenen  und 
umschriebenen  Kreises  mit  dem  Kugelmittelpunkt,  so  ist  der  von 
diesen  Radien  eingeschlossene  Winkel  gleich  d,  und  da  diese 
Itadien  auf  den  Ebenen  der  genannten  Kreise  senkrecht  stehen, 
so  ist  auch  d  das  Maass  des  Neigungswinkels  dieser  beiden  Ebe- 
nen. Ebenso  ist  d'  das  Maass  des  Neigungswinkels  der  Ebenen 
des  dem  Pölardreieck  A*B*C'  eingeschriebenen  und  umschriebe*' 
nen  Kreises.  Da  nun  in  dem  citirten  Paragraphen  nachgewieseni» 
wurde,  dass  die  Ebene  des  dem  Hauptdreieck  eingeschriebenen 
Kreises  mit  der  Ebene  des  dem  Polardreieck  umschriebenen  Krei- 
ses und  umgekehrt  parallel  ist,  so  sind  die  genannten  Neigungs- 
winkel einander  gleich,  mithin  auch  d' =  d.  Ebenso  leicht  iässt 
sich  begreifen»  dass  dg^ssdi  ist.  Es  ist  nur  nothwendig,  sich  feu 
vergegenwärtigen,  dass  das  an  der  Seite  a'  des  Dreieckes  A^B^(? 
liegende  Nebendreieck  seinen  Abmessungen  und  seiner  Lage  nach 


dargeiieUC  in  seinen  Besiehanj/ea  t 
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das  Polordreieck  des  ao  der  Seite  a  des  Hauptdrei  eck  es  ABC 
liegenden  Neben  dreieckes  ist.  Die  Ebenen  des  dem  ersteren 
Dreieck  eingeschriebcDeii  und  des  dem  letzteren  umschriebenen 
Kreiaes  sind  also  parallel.  Uie  Ebenen  des  dem  Polardreieck 
ABC  umschriebenen  und  des  dem  Haupidreieck  ^BC  eingeschrie- 
benen Kreises  sind  aber  auch  parallel,  folglich  ist  die  Neigung 
der  zwei  ersten  Ebenen  gleich  der  Neigung  der  zwei  letzten. 
Diese  Neigungen  werden  aber  beziehungsweise  durch  die  sphä- 
rischen Distanzen  fly'  und  6^  geraessen.  Folglich  ist  d,' =:  Si. 
Die  übrigen  Gleichungen  in  (158)  und  (15fl)  sind  nun  von  selbst  klar. 


§.  74. 

Da  das  Perpendikel,  welches  man  vom  Mittelpunkt  des  einem 
sphärischen  Dreieck  umschriebenen  Kreises  auf  eine  Seite  lallt, 
diese  Seite  halbirt,  so  ist  offenbar  der  sphärische  Bogen  Di, 
ivelcher  die  Mittelpunkte  der  einem  sphäriEchcn  Dreieck  und  einem 
seiner  Nebendreiecke  umschriebenen  Kreise  verbindet,  der  Summe 
oder  dem  Unterschiede  der  beiden  Perpendikel  gleich,  welche  auf 
die  gemeinschaftliche  Seite  gefällt  werden ,  je  nachdem  die  hei 
den  Mittelpunkte  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite 
der  den  beiden  Dreiecken  gemeinGchafllicfaen  Seite  liegen.  Ist 
diese  Seite  a,  so  ist  das  eine  Perpendikel  ^, ;  bezeichnen  nie 
das  zweite  mit  Pi ,    so  geben  die  Formeln  (134)  : 

tg;j,=±SinlatgJCß  +  C-^),    tgp,  =  +Sinlatgi{B,-|-C-^), 
sder  statt  der  letzten  Gleichung 

fgl'i  =  TSin"Btgi(J  +  ß+C),  j 

oder,   wenn  man 


=  Smiatg\{B-t-C~A). 


=:SinJatgi(/l  +  B+C) 


'gPi 


=  +  m,     tgft=T". 


wobei  in  jedem  Falle  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmeii 
ist,  je  nachdem  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  umschriebenen 
Kreises  bezüglich  der  Seile  a  mit  diesem  Dreieck  auf  derselben 
oder  auf  entgegengesetzter  Seite  liegt.  Um  also  aus  diesen  zwei 
Perpendikeln  p, ,  v,  die  Distanz  D,  der  beiden  Mittelpunkte  be- 
stimmen zu  können,  ist  uuumgänglich  Dothwendig,  über  die  Wahl 
dieser  Vorzeichen  in  jedem  Falle  entscheiden  zu  können,  wozu 
ans  die  folgenden  Betrachtungen  beftihigen  werden,  —  Aus  dem 
9.51.  wird  einleuchtend,  dass  der  einem  Dreieck  ABC  nmachrie- 


L 
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bene  Kreis  seinen  Mittelpunkt  mit  diesem  Dreieck  auf  derselben 
Seite  von  a  hat  oder  daas  Dreieck  und  Mittelpunkt  aur  entgegen- 
gesetzter Seite  von  a  liegen,  je  nachdem  J  5  ß  +  C  'st.  Der 
Mittelpunkt  des  dem  an  a  liegenden  Nebendreiecke  umschriebe- 
nen Kreises  wird  also  ebenfalls  mit  diesem  Dreieck  auf  derselben 
Seite  von  a  oder  auf  der  eutgeg engesetzten  Seite  liegen,  je  nach- 
dem A^Bi-\-Ci  oder,  wa«  dasselbe  ist,  je  nachdem 

/J+B+Cj2.180" 

ist.  Man  hätte  also,  um  über  die  Lage  der  genannten  Mittel- 
punkte, respective  über  die  Lage  der  beiden  Perpendikel  pi,  pi 
zu  eafscheiden,   folgende  vier  Fälle  zu  discutiren : 

1)  J<;B  +  Cund  ^  +  B+C<2.180«, 

2)  A<:.B  +  C    „  A  +  B+C->'2.1SW>, 

3)  A>B  +  C    ,.  ^  +  B+C<2.I80», 

4)  A>B+C    „  A  +  B+ O^.ISO", 

von  welchen  sich  jednch  der  vierte  als  unmiiglich  erweist.  Denn 
ist/(>ß+C,  so  ist  'i^>^  +  ß+ C,  folglich,  da  ^  stets  klei- 
ner als  180"  ist,  um  so  mehr  ^  +  B+ C<  3.180»,  sn  dass  die 
Anzahl  der  zu  betrachtenden  Falle  mit  dem  dritten  abgeschlos- 
sen ist.    Gehen  ivir  nun  diese  drei  Fälle    der  Reihe  nach  durch. 

Erster  Fall,  Der  Mittelpunkt  des  dem  Hauptdreieck  um- 
schriebenen Kreises  liegt  mit  diesem  auf  derselben  Seite  von  a. 
Der  Mittelpunkt  des  dem  an  a  liegenden  Nebendreiecke  umschrie- 
benen Kreises  liegt  mit  diesem  auf  derselben  Seite  von  a.  Die 
beiden  Mittelpunkte  liegen  sonach  auf  entgegengesetzten  Seiten 
von  fi.     Also  ist 

tg;'i=  +  "'-  tet>i  =  — n  nnd  D,=;),  +  p,. 
Ziveiter  Fall.  Der  Mittelpunkt  des  dem  Hauptdreieck  um- 
schriebenen Kreises  lie^^t  mit  diesem  auf  derselben  Seite  von  a. 
Der  Mittelpunkt  des  dem  Kebendreieck  an  n  umschriebenen  Krei- 
ses liegt  in  Hinsicht  dieses  Dreieckes  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  von  a.  Die  beiden  Mittelpunkte  liegen  also  auf  derselben 
Seite  von  a,  und  zwar  auf  derjenigen  Seile,  auf  welcher  das 
Hauptdreieck  liegt.     Also  ist 

tgPi=  +  "'.     teft=  +  «    und    D,=p,— p,, 
nicht   \>i — />!,    wie    sich    auf  folgende    Art    zeigen    lässt:     Weil 
A<,/i^C,  so  ist  A  +  B+C<.Ü(Bi^r).  also  auch  180"<2(ß+O 


J 
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oder  90O  </^-|-  C;  da  aber  A  stets  kleiner  als  I8O0  ist,  so  ist 
\A  <90^>  und  also  um  so  mehr  IA_<,B  -{■€.  Zieht  man  diese 
Relation  von  A^A  ab,  so  folgt  ii^>  B+C—A,  also  um  so  mehr 
90o>Ä  +  C— ^,  90o>i(JB+r-J).    EsistaUo 

l(B  +  C^A)>%o> 

woraus  ersichtlich,  dass  dieser  Bogen  im  ersten  Quadranten  liegt. 
Aus  der  Voraussetzung  ^  l-^+ ^"^ß'jgQo  folgt: 

l(A+ B  +  C)  ^2700» 

* 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  -dieser  Bogen  im  dritten  Quadranten 
liegl,  während  der  Bogen 

im  ersten  Quadranten  liegt  und  mit  dem  unmittelbar  vorhergehen- 
den dieselbe  Tangente  hat*    Die  beiden  Bogen  , 

liegen  daher  beidF  im  ersten  Quadranten  und  man  darf  also  aus 
der  von  selbst  ersichtlichen  Relation 

1{B+  C-  A)>l(A  +  jB+  0—1800 

auch  schliessen,  dass  die  Tangente  des  ersten  Bogena  grösser 
ist  als  die  Tangente  des  zweiten,  mithin  ist  auch: 

tgl(B  +  C--A)>tgl(A  +  B  +  C), 

und  um  so  mehr,  da  Sinia  stets  positiv  und  kleiner  als  l  ist, 

tgPi>tg1>i>    Pi>Pi* 

Dritter  Fall.  Der  Mittelpunkt  des  dem  Hauptdreieck  um- 
schriebenen Kreises  liegt  in  Hinsicht  auf  dieses-  Dreieck  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  von  a.  Der  Mittelpunkt  des  dem  Neben- 
dreieck an  a  umschriebenen  Kreises  liegt  mit  demselben  auf 
einerlei  Seite  von  a.  Die  beiden  Mittelpunkte  liegen  sonach  auf 
derselben  Seite  von  a,  und  zwar  auf  derjenigen  Seite,  auf  wel* 
eher  das  Hauptdreieck  nicht  liegt,  also  auf  der  entgegengesetz- 
ten Seite   als  im  zweiten  Fall.    Also  ist 

♦gPi=— »«*    tg|Ji  =  — II  und   Di  =  |Ji— ^|, 
nicht  pi — Pi,  wie  auf  folgende  Art  einleuchtet:    Weil  A'^B+C, 
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so  ist  ail>il-f  £4-  C>  1800,  also  um  so  mehr  A'>VIP,  folglich 
£<90o,  C<90o,  und  demnach  auch  Ä'^B-C<Wf  «o  dass 

im  ersten  Quadranten  liegt.    Ferner  ist  der  Voraussetzung  nach 

|(il  +  Ä +  0^,90?',      . 
so  dass  dieser  Bogen  im  zweiten  Quadranten,  aber  jener 

im  ersten  Quadranten  liegt  und  mit  demselben  einerlei  Tangente 
hat,  nur  mit  positivem  Vorzeichen.    Da  nun  augenscheinlich 

so  besteht  dieselbe  Relation  zwischen  den  Tangenten  dieser  Bo* 
gen,  d,  h.  es  ist  — n^  —m,  folglich  um  so  mehr 

Bedient  man  sich  zur  Berechnung  von  tgD|  aus  tgj^i,  tgt^i   der 
bekannten  Formel:  ^ 

tg(^±y;-i:j:tg:rtg2^' 
so  findet  man  m  allen  drei  Fällen  gleich: 


tgD.  =  ^ 


mn* 


60  dass  man  nur  nothig  hat,  die  Rechnung  für  einen  dieser  Fälle, 
z.B.  fär  den  ersten  durchzufahren,  um  eine  für  alle  Fälle  giltige 
Formel  zu  erhalten.    Dieses  soll  nun  geschehen. 

Weil  bekanntlich 

tga:-tgy  =  j3j^^^-, 
so  wird 

fit— its=Sm2a7r 


Co8i(A+B+  C)Cosi(B+  C-A)  * 
oder  auch,   wenn  man  bedenkt,   dass 

—  Cosi(/<  +  B  +  C)CosJ(fi+C-24)  =  Sin2JaSiniBSinC 
istr 
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^     ''•^SinJaSinÄSinC 


Ferner  ist 

1  +  mn 


"•^  SxuB  Sin  C  '       *  Cos\{A^B^C)Go9\{B-\'C-A) 


oder 

-  .             SinBSiDC— Sinä(^+B+C>Stn4(»+C-^) 
*+""  = 8mBS\nC ""* 

aiidinitRilck8ichtaaf4ie  folgende  allgemeine  goniometriscbe  Formel: 

Siny  Sin  x  =  Sin  J(ar+y+i)Sin%+2— ar)4-Sini(^+«— y)Sln  J(Ä?+y— «) : 

,,            S\n\{AA-  C-B)S\xi\{A-\' B^C) 
^  +  '^'*~  SmBSmC'~ -' 

setzt  man  nun  die  für  m--^n  und  1-f  mn  gefundenen  Werthe  in 
den  obigen  Ausdruck  fär  tgD|y  so  erhält  man  mit  Leichtigkeit: 

f  n  -^'"  ^  L 

ig"i-Si„i«- Sin;(^+C-i?)Sini(idl+Ä-C)  * 

und  ebenso 

(162)     \  Sing  1 ; 

*8"»-Sin>6Sini(ß+C-^)Sini(^+i?-0' 

.  „     SinC  1 

^"»~Sin  Je  •  Sin4(Ä+C-^)  Sini(^+C-J?) ' 

wobei  Dg  und  Ds  die  analogen  Distanzen  des  Mittelpunktes  des 
dem  Uauptdreieck  umschriebenen  Kreises  von  den  Mittelpunkten 
derjenigen  Kreise  bezeichnen,  welche  den  an  b  «nd  c  Kegenden 
Nebendreiecken  umschrieben  sind. 


5.  75.  ,       .'. 

*       '  ... 

Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  des  Mittelpunktes  des  einem 
«phSrbchen  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  von  den  Mittel- 
punkten der  seinen  drei  Nebendreiecken  eingeschriebenen  Kreise 
mit  Dl,  D^  D^,  80  dass  die/e  Distanzen  mit  der  Reihenfolge  der 
Seiten  a,  b,  c  einerlei  Ordnung  befolgen,  so  haben  wir  in  §.  9. 
gefunden : 
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.    fi    _  Sing     '       1 

*S^i  —  Cos  U*  Cos  J(a+c-&)  Cosi(a+A— c)  * 


(10) 


Sin  6 1 

tg^2  —  CosJÄ  *  Cos  J(*+c— a)  Cos  J(«+*-"C) ' 

f    n         S'>"g  1 

tg  /^8  —  c^g  1  ^ir .  p^g  I  ^^  _|^  ^_^j  Cos4(a+c— 6) ' 


^  Bezeichnen  wir  die  ähnlichen  Distanzen  für  das  Polardreteck« 
mit  Beibehaltunc^  derselben  Ordnung,  mit  J9|'>  D^'^  D^' ,  so  er* 
hält  man  dieselben  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  offenbar, 
wenn  man  alle  im  zweiten  Theil  vorkommenden  Buchstaben  mit 
Strichen  versieht.  Geht  man  alsdann  mit  Hilfe  der  bekannten» 
in  §.  16.  aufgeführten  Relationen  von  den  Seiten  und  Winkeln 
des  Polardreieckes  auf  die  Seiten  und  Winkel  des  Hauptdreieckes 
zurück,  so  ergibt  sich: 


(163) 


I    n/-?!Pjl 1 

lg  1^1  ~SiniaSinJ(^+C~i?)SinJ(^+Ä-C)' 

,   ^.     Sin^  1 

^^*""Sini6'Sini(iB+C-i4)Sini(^+Ä-C)' 

,  n/-.§l5L^- l 

«g^8  -  Sinlc'Sln J(i?-h  C—A)  SmUA+C-B) ' 


Vergleicht  man  diese  Ausdrücke  mit  jenen  (162),  so  sieht 
man,   dass 

(164)  A'  =  Di>    />«'=D„    1>8'  =  D,' 

ist,    und  da  von  den  zwei  Dreiecken   ABC  und  A'B^C*  Anmer 
eines  als  das  Polardreieck  des  andern  zu  betrachten  ist,  so  ist  auch: 

(166)  />i  =  D,',    D^-^DJ,    Z)3=l>3'; 

•  ■       - 

es  gilt  daher  fq^lgender 

Lehrsatz. 

Die  Entfernungen  des  Mittelpunktes  des  einem 
sphärischen  Dreieck  umschriebenen  Kreises  von  den 
Mittelpunkten  der  seinen  drei  Nebendreiecken  um- 
schriebenen Kreise  sind  der  Reihe  nach  gleich  den 
Entfernungen  des  Mittelpunktes  des  dem  Polardrei- 
eck eingeschriebenen  Kreises  von  den  Mittelpunkten 
der  seinen  drei  Nebendreiecken  eingeschriebenen 
Kreise,    und  umgekehrt. 


Vnferdinger:  Zu  Grüner r 8  AhhandL:  Das  sphär,  Dreieck  eic.^ 


III. 

Neuer  Beweis  des  von  Herrn  Grunert  in  der  Ab- 

httidlong: 

Das  sphärische  Dreieck,  mit  seinem  Sehnen- 
dreieck verglichen ,  mit  besonderer  Rücksicht  auf 
'Geodäsie.    Neuer  merkwürdiger  Lehrsatz.    Ar- 
chiv. Thl.  XXV.  S.  197. 

gegebenen  Theorems. 

Von 
Herrn  Franz  Unferdinger, 

Lehrer   der   Mathematik   in    der  k»  1c.    österreichischen  Krieg« -Marine, 
eingeschifft  auf  Sr.  Maj.  Propeller -Fregatte  Donau. 


In  der  vorhergehenden  Abhandlung  haben. wir  in  §.  44.. zur 
Berechnung  der  Winke)  A,  B,  C  des  einem  sphärjachen  Dreieck 
ABC  entsprechenden  Sehnendreieckes  aus  den  Elementen  des 
sphärischen  Dreieckes  unter  andern  folgende  allgemein  giltige 
Formeln  aufgestellt: 

Cos  A  =  Cos  la  Cos  (A  —  1$) , 

Cos  B  ==  Cos  Ib  Cos  (JB— Je) , 

Cos  C  =  Cos  Je  Cos  (C-r-  Ib). 

Aus  diesen  Formeln  lässt  sich  nun  mit  Leichtigkeit  Herrn  ^Gru- 
nert's  Theorem,  welches  sich  auf  ein  Dreieck  mit  sehr  kleinen 
Seiten  bezieht  und  von  demselben  a«  a.  O.  auf  andere  Art  ent- 
wickelt worden  ist,  ableiten,  was  im  Nachfolgenden  gezeigt  wer- 
den soll. 

Ans  der  ersten  der  obigen  Gleichungen  folgt: 

Sin«A  =  1  — Co8naCos«(idl-ic) 
oder 


00  Onferdinger:    Zu  Grünem  Abhanäiung: 

Siii«A  =  Sin«(J  -ie)  +  Sin«iaCo8*(^— Je), 
ebenso  ist 

SiD«B=SiD«(fi  -  i«)  +  Sin*i6Co8«(fi— JO, 

mithin 

/SinAV      Sin«(J  — jg)    l  +  Singjflctg^C^— U) 
VSinB/  ""Sin«(Ä— ie) '  1  +  Sin«i6etg«(B— Je) ' 

oder  mit  VeTnachiSssigang  von  Grössen «  weiche  in  Besag  auf  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecices  von  der  vierten  Ordnung'  sind : 

SlnA_Sln(^-^ig)   l"hia«ctg«(/<— je) 
SiiiB""Sin(Ä— Je)'  l  +  46*ctg«(Ä-W 

=Sin(gI^ll)  ^ '  +  äo^ctg^  J  ^U)  ^iH^f^KB^lß)  \. 

Weil  J— Je=(J— Je)— Je,  ä- ig=:(iB-4c)— J«  and  t  in 
Bezog  auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreieclces  von  der  zweiten 
Ordnung  ist,  so  ist  bis  auf  Grössen  der  vierten  Ordnung: 

Sin(^— lc)=Sin(J— Jg)-leCos(J— ie),    . 

Sin(Ä— 40  =  Sin(Ä-TlO-l«Cos(Ä— le); 

mithin  noiit  demselben  Grade  der  Genauigkeit: 


Sin 
Sin 


in(J~ig)Sin(J»^ig)   1— jgctgC^  — i€) 
in(Ä-ie)""Sin(ß-i6)'l:— 46ctg(B— iO 

=  l!^7feT§{l-i^<^tg(^"10+J^ctg(Ä-^ 


Sin(Ä--is) 
Es  ist  daher  auch: 

X 1 1  +  |o«ctg«(^  -  ie)- JÄ«ctg«{£r-4th 
oder  bis  auf  GrOssen  der  vierten  Ordnung : 

+  io«  ctg«(^  -  i«)  - 16«  ctg«(B  -  i«)  \. 
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Wenn  man  dud  bedenkt,  dass  mit  Vernachlässigung  von  Gros- 
sen, welche  bezüglich  der  Seiten  des  sphärischen  Dreieckes  von 
der  vierten  Ordnung,  sind :  ^ 

"  ""^^SinÄSinC    '^  "~^  Sin.4SinC 
ist,  wenn  man  ferner  zur  Abkürzung 
J!f=ctg(J-iO-ctg(Ä-l6), 

^  =  Sinig8inC^*g'^^  -  i*>  -  Sin ^SinC^^g'^^"^^^) 

setzt,  so  wird 

SinA      Sin(J-ie) 
ShrB=Sin(Ä-.w'*""*'^^"^>'' 

und  die  Gleichung 

Sin A  _  SinC4  — Ja) 
SinB""Sin(fi— i«) 

wird  bis  auf  GrOssen  der  vierten  Ordnung  richtig  sein,  wenn 
M^N  bis  auf  Grössen  der  zweiten  Ord^img  gleich  Ntolt  ist. 
Bis  auf  GHtosen  der  zweiten  Ordnung  ist  offenbar: 


ilf  =  ctg  ^  -  ctg^  =  -  55— T^r-^ , 


Sin^lSin^ 

SinJ        ,  ^^  Sin^ 

^=  ShTÄSili  C  "*«^^  -  SiOSii^  ^*8** 

Cos«2<->€os»g         Sin(J>->iB)Sin(J+^) 
"^Sin^SinÄSinC""         Sln^fSin^iSinC    ' 

oder  weil  genau  24  +  fi  =  180^— (C— «),  Sin(4+jB)=Sin(C— «), 
bis  auf  Grössen  der  zweiten  Ordnung  Sin(^-f  JB)  =  SinC,  mit- 
bin auch 

wodurch  die  obige  Gleichung  verificirt  wird.  In  Beyug  auf  alles 
daraus  Folgende  verweisen  wir  den  Leser  auf  Herrn:  Cf  runer t 's 
Abhandlung. 


92  Sturm:   Zur  Anßö»,  der  Gieich,  a?«+y«=«»  in  §an%.  Zahlen. 


Zar  Auflosung  der  Gleichung  x^+y^znz^  in  ganzen 

Zahlen. 

VOB 

Herrn    J.  B.   Sturm 

in   Regeiisburg. 


NachstebeDdes  hat  den  Zweck,  auf  dea  Zusammenhang  bin- 
zuweisen»  in  welchem  die  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  ge- 
nfigenden  Zahlen  zu  den  Dreieckszahleh  stehen,  was  meines  Wls^ 
sens  noch  nicht  geschehen  ist.  Ich  gehe  hierbei  von  folgender 
Lösung  ans. 

Es  sei  2m  -f  1  irgend  eine  ungerade  Zahl,  so  kann  sie  in 
die  Differenz  zweier  Quadrate  verwandelt  werden,  denn  es  ist: 

2m+l  =  (m  +  l)«— m«) 

Es  wird  nun  2m +1  ebenfalls  eine  Quadratzahl  sein ,  wenn 
219 -|-l  =  (2ir-|-I)*  gesetzt  wird,  woraus  m=:2itfit-|-l)  folgt,  und 
sofort : 

(2«  + 1)«  =  (2n  (n  + 1)  +  D«  —  (2n  (»  + 1))« 
oder: 

I.  (2«  +  D«  +  (4?i^).=(4^^+l)«. 

Lassen  wir  3  als  die  erste  ungerade  Zahl  gelten,  so  können 
wir  die  Gleichung  I.  so  aussprechen : 

Die  Summe  der  Quadrate  von  der  nteil  ungeraden 
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Zahl  und  der  vierfachen  ebensovielten  Dreleckszahl 
ist  gleich  dem  Quadrate  eben  dieser  um  1  vermehrten 
vierfachen  Dreieckssahl. 

Ist  2m -fl  ein  Produkt  aus  zwei  änderen  ungeraden  Zahlen« 
also  2m -|- 1  =  (2j9 -f  1)  ("i^?  + 1) »  wo  ^<p  sein  soll,  so  ist  nach 
einem  bekannten  Satze: 

oder 

und 

(2/1  +  ])  (2^  +  1)  +  (p-^y)«  =  (p  +  ^  +  l)«. 

Das  Produkt  (2/? 4-1)  (2^+1)  wird  eine  Quadratzahl«  wenn  in 
ihm  2m*  -f  ^'^  statt  q  und  2n*  -|-  2it  statt  p  gesetzt  wird ;  man 
erhSit  sodann: 

-11.  (2«  +  l).(2„  +  l).+  [4S^-4'!i^V 

Es  hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit«  auf  analoge  Weise 
(2n+ 1)^(2/1 +  1)2(2^  +  1)^  in  die  Differenz  zweier  Quadrate  zu 
verwandeln;  es  soll  jedoch  davon  Umgang  genommen  werden,  da 
das  Vorstehende  genügt«  nxß  den  Eingangs  erwähnten  Zusammen- 
hang sehen  zu  lassen. 


94        Sinrm:   Zur  Theorte  der  peNodtschen  Detimalörüehe. 


Zar  Theorie  der  periodischen  Dezimalbräche. 

Von 

Herrn   J.   B.  Sturm 

in   Regensbnrg. 


Selbst  die  besten  Lehrbücher  haben  eine  Darstellung  der 
Verwandlang  periodischer  Dezimalbräche  in  gemeine»  die  ein  höchst 
überflüssiges  und  den  Anfönger  nar  belästigendes  Elendent^  näm- 
lich die  unendliche  Reihe,  einfuhrt.  Es  lässt  sich  aber  dieser 
Debelstand  leicht  vermeiden»  wenn  man  gleich  von  vom  herein 
bei  der  Vern^ddlung  gemeiner  BrQche  in  DezImalbrOche  den  Rest 
mit  in  Betracht  zieht. 

Es  sei  T  irgend  ein  ächter  Bruch;  wird  er  in,  einen  Dezi- 
malbruch verwandelt  und  werden  dabei  n  Dezimalen  berücksich- 
tigt, so  ist:- 

a      ^    ■      *  .      r 


j  =  0,  of^y.'...  fiv+  jQ^j, 


wo  r  selbstverständlich  den  Rest  bezeichnet.    Ist  nun  de^  Dezimal- 
bruch ein  periodischer 4  so  ist  r=a,  und  sofort: 

^  =  0,€cßy  ....  f*v  + j^ 
oder 

und 

Selbst  ffir  solche  Schüler,  die  den  Gebrauch  allgemeiner  Zahl- 
zeichen noch  nicht  kennen,  hat  das  so  eben  dargelegte  Verfahren 
nicht  die  mindeste  Schwierigkeit;  ich  verfahre  beim*  Unterrichte 
solcher  Schüler  gewöhnlich  so: 
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Tö =  1  Dezimale  +-Tnr2  Nenner; 

Nenner  *     lü  ' 

Zähler       o  Ti     •      I       .**««*  Tvr 

=5 zzz'z  Dezimalen  +-i7ur: Nenner; 

Nenner  lOÜ  * 

Zähler       ^  n    •      I       .  ^««*  TV 
N^^=*  Dezimalen  +  jggg :  Nenner ; 

u«   s.    f. 

Ist  nun  der  DezimaH^ruch,  ein  periodischer,  and  hat  die  Periode 
z.  ß,  3  Ziffern 9  so  ist: 

Zähler  _  Periode       Zähler         ' 
Nenner—     1000    +    1000  -^«"n«' 
oder 

Bruch  =  -jjjp  +  jggjj  Brach . 


woraus  auf  der  Stelle: 


„      ,        Periode 
Bruch  = 


999 
folgt. 


VI. 

Ueber  die  Bestimmung  jener  drei  Gleichungen,  welche 
dienen,  aus  gemachten  Ablesungen  am  Limbus  eines 
Winkelinstrnmentes    die  Excentricität    desselben    zu 

berechnen. 

Von 

Herrn  Theodor  Andres^ 

k.  k*  Hauptmann  im  16ten  Linien- Infanterie -Regimente  sa  Prag. 


Um  über  die  Grosse  der  Excentricität  eines  Winkelinstro- 
menteSy  welches  deshalb  mindestens  mit  zwei  diamentrai  gegen- 
über liegenden  Nonien  versehen  sein  muss«  Aufscbluss  zu  erhalten. 


> 


9Q  Andrfi$:  Veö.  tue  Bestimm.  Jener  drei  Gleich.,  welche  dienen,  aus 

stellt  man  bekanntlich  den  einen  Nonias  beispielsweise  nach  und 
nach  auf  0^,  30^,  60^,....  bis  auf  (n  — l) ,  wo  in  diesem  Falle 

n  =  12  ist^    und  liest  die. gegenüber  liegenden  oder  auch  alle  vier 
Nonien  ab. 

Uiedurch  erhält  man  n  Gleichungen,  welche  jedoch  nur  drei 
Unbekannte  enthalten.  Diese  werden  aus  jenen  n  Gleichungen, 
wie  dies  Brunnow  in  seinem  Werke  über  sphärische  Astronomie 
angab»  gleichsam  durch  einen  Kunstgriff  bestimmt.  Es  ist  jedoch 
nicht  schwer,  zu  erkennen»  dass  diese  drei  Unbekannten  eigent* 
lieh  gefunden  werden  sollen,  indem  man  jene  n  Gleichungen  der 
Methode  der  kleinsten  Quadratsuitame  unterzieht.  Indem  ich  letz- 
teres that,  erhielt  ich  dieselben  Formeln  wie  der  genannte  Autor, 
und  indem  dies  vielleicht  manchen  Leser  dieses  sehr  verbreiteten 
Journales  interessiren  durfte,  so  erlaube  ich  mir  zuerst  in  Kürze 
die  Entwickelung  jener  n  Gleichungen  zu  geben,  um  dann  zu 
zeigen,  wie  Brünnow  und  wie  ich  zu  jenen  Endgleichungen 
kamen,  aus  welchen  die  erwähnten  drei  Unbekannten  gefunden 
werden. 

Es  sei  in  Taf.  1.  Fig.  4.  O  der  Mittelpunkt' des  Linibus -Krei- 
ses, O^  jener  des  Nonius- Kreises,  und  es  sei  der  Winkel  PO'Ä' 
gemessen;  so  ist  die  Lesung  bei  A'  nicht  die  für  den  Winkel 
A*0*P9  sondern  entspricht  dem  Winkel  A'OP,  Wäre  keine  Excen- 
tricität  vorhanden,  d.  h.  wäre  OO^  =  e  =  0,  so  hätte  man  Winkel 
AOP=:iA*0*P.  Nennen  wir  nun  den  Halbmesser  des  Limbus 
OP  =  r,  und  die  bei  P,  A*  und  A  gemachten  Ablesungen:  p,  a^ 
und  a,  so  haben  wir: 

A'R  =  rsin(a'--/9)  =  il'0'.sin(a— p) 
und 

O'R  =  r  cos  (a' — p)  —  e=^  A^O'.  cos  (a  —  p). 

Die  erste  Gleichung  multiplicirt  mit  cos  (a^—p), 

„     zweite        „  „  „    sin(a'— /?) 

« 

und  dann  die  untere  von  der  oberen  abgezogen;  ferner: 

die  erste  Gleichung  multiplicirt  mit  sin(a' — p), 
„     zweite        „  „  „     cos(a'— p) 

und  beide  Gleichungen  addirt,  geben: 

J'0'.sln(a— a')  =  «sin(a'-.p),  ....    (1) 

il^0^.cos(a — a')=  r  — 6C0s(a' — p).    >    •    •    (2) 
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« 

Die  Gleichung  (1),  getheiU  durch  (2),  gibt: 

» 

-  8in(a'— p) 
tang  (a  —  a')  = 


1  —  -  cos  (a'—p) 


woraus : 

(a-a')  =  ^sin(a'-p)  +  i^äsin2(a'-p)  +  1^3.8in3(a'-p)+....  *) 


^      •       /     i  .-\      ■      1    ^  '      J\r     t  V    -     1   ^ 


Vernachlässigen  wir  aber  schon  die  zweite  Potenz  der  Immer 
sehr  kleinen  Grösse   - »    so  genügt : 

(a — a')"  =  ^  sin  (a'  -  p) .  206264-8 , 

oder,  - .  206264-8  =  £  gesetzt : 

a  =  a'  +  6sin(a' — p) (3) 

Ebenso  hat  man  für  den  gegenüber  liegenden  Nonius 

6=:6'  +  esin(6'— p); (4) 

somit  (4)  — (3): 

ö-^a^b'  —  a'  +26.  cos(4(a'  +  6')  — p)sin  \(b'  -  a').     (6) 

Liegen  die  Indexstriche  der  Nonien  1.  und  II.  nicht  genau  180^ 
von  einander  entfernt ^  sondern  180^ +  a,   so  dass 

ist,  so  geht,  wenn  man  bedenkt,  dass  (0*  —  er')  immer  sehr  nahe 
=  180*>,  und  somit  sin  J(6'  — «')  =  !  ««d  b'=za'  +  iS09  gesetzt 
werden  kann,  Gleichung  (5)  über  in: 

*'  — o'  — 1800  =  «  — 26.cos(a'+90O— p) 
oder, 

.    6'— ö'  — 1800=  gesetzt  fA, 

2£cosp=      „        z  und 


2Bsinp=      „        y: 
fi  =  a  +  2  sin  a'  —y  cos  a'. 


...    (6) 


Stellt  man,  wie  bereits  erwähnt,  den  Nonius  I.  nach  und  nach 

360 
auf  0,  30,  60,....  (w  — 1). — Grad,  so  erhält  man  folgenden  (hier  12) 

Gleichungen : 


*)  Siehe  Encke's  Roihen-Entwickelungen:   Astronomisclic  Nachrich- 
ten S.  562.  oder  Brännow's  Astronomie  S.  20. 
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98  indrwt:  Heb.  die  Bestimm.  Jener  drei  Gieick.,  weicke  dienen,  nn$ 
^Q  =a-fs'in30^ — y  cos  30*^, 


,  360O  ,        „3600 

n 

Ans  diesen  GleichongeD  (7)  werden  nan  in  dem  oben  citirten 
astronomischen  Werke  die  drei  Unbekannten  a,  z  und  y  auf  fol- 
gende Art  bestimmt. 

Addirt  man  die  Gleichungen  (7): 

1.  wie  sie  sind«  ^ 

2.  indem  man  die  erste  mit  cosO^»  die  zweite  mit  cesSO^  u.  s.  w, 
und 

o,        „        „      „       „       „    smil  f    ff        ff        ff    sin  mt'  y«  »»  »^ 

früher  multiplizirt,  so  bekommt  man  mit  Berücksichtigung  der 
bekannten  periodischen  Funktionen,  dass  nemlich 

/       -^  3000  ,v3ö0* 

M = (n-1)  — ;r-  x  =  (n-l) 


«  "     ^       '     « 


2:         (8inar)=0;  2         (cosar)  =  0; 

36O0 


r=<j«  *  =  o'' 


^        (8inj7CO5;r)  =  0; 

«=0® 

2;  (sin«a:)  =  2         (coa^a)  =  S 

x=0^  «=0°  ^ 

ist«  wenn  n  eine  in  360^  ohne  Rest  theilbare  Zahl  bedeutet«  fol- 
gende Bestimmungs- Gleichungen: 

(8) 

wa  =  fio  +  fijo  +  f*«o  +  •  •  •  1*330  od©""  allgemein  =         2       (^x)f 
—  iny  =  /iq  cos  0^  -f  figo  cos  30^ ....  fi^so  ^^^  330^  oder  allgemein 

/        tx  3  6  0° 

=  2  (ns  cos 


s 
1 

360*P 


r=0 


^nz  =  jü^sinO^  ^  ftgo sin 30^ ....  fis3Qsin330^  oder  allgemein 

*  =  («-!) -V- 

=  2  (^xsina-;. 
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Ich  ging  aber  bei  Entwickelung  (lieber  drei  Bestimmungsglei- 
chungen  (8)  folgendermassen  vor. 

Die  Ausdrücke  ^q,  ^^^  u.s.w.  sind  mit  Fehlern  behaftet,  welche 
vom  Ablesen  und  der  nicht  ahsolot  richtigen  Theiluug  herrühren.  Be- 
zeichne ich  dieselben  wie  gewöhnlich  mit  Vq,  v^q  u.  s.  w.,  so  hat  man : 

|[Aq  +»0  =a  +  iÄinO^ — ^cosO^, 
f*3o  +  ^3o  =  *^  +  xsinSO^—ycosSO**, 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

;  ^         :  :  : 

:  z        \  i  • 

•  •  • 

Hq  +  f?^  =  a  +  2  sin  Q^  —  y  cos  p**, 

35QO 

wenn  ich   (n  —  1). mit  q^  bezeichne.    Hieraus  ergibt  sich 

/» 

To*  ==  ««  +  2«sin«0«+y«cos«0«  +  fto®  +  Jarsin  0O—2aycos0O—2a|*o 

— 2^z  si*i  0®  cos  0®  —  2fioZ  sin  0^ 
+  2fio3fcosOo, 

©30*=  o«  +2«sin«30Hiy*cos230«+fi3o2 + "letz  sin  30o-2a^  cos  SO^-  2«fi3o 

— 2y  :  sin  SO^cos  30<>-2fi3o2sii)30o 
+  ''^/*3oycos30^ 

c^*  =  a*  +  2*sin*^ö  ^  ^2 cos*^^  +  fi^*  +  2a2  sin  q^  —  ^ay  cos  ^^  —  2a|[A(, 

—  2^2  sin  q^  cos  q^ — 2fi^2  sin  q^ 
+  2y.qy  cos  |><>. 

Es  ist  somit  die  Summe  der  Quadrate  von  ü,  die  ich,  wie  üblich, 
durch  [v^J  anzeige: 


n   ^      n 


-  22  (fio  sin  0<> +  ft30  sin  300 +  ft6o  sin  600.... +fi^  sin  ^0)^    (Ö) 

+  2^(fto<^Os0O  +  ft3oCOs30O+flöoCOs60O....  +  jLl^COS^O)  J 


Um  nun  die  wahrscheinlichsten  Werthe  für  a,  y  und  z  zu  er- 
langen«  hat  man  bekanntlich  (9)  nacih  a,  z  und  y  zu  differentiiren 
und  die  parzieilen  Differential -Quotienten  gleich  0  zu  setzen. 

Dies  gibt  endlich  mit  Berücksichtigung  der  oben  angeführten 
periodischen  Funktionen,  indem  ich  die  Coefficienten  von  22  nnd 
*iy  mit  A  und  B  bezeichne: 

7* 
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C-^)=~-w=«. 

welche  Gleichungen  mit  jenen  (8)  vollkommen  übereinkommen. 

Diese  Uebereinstimmung  rührt  aber  daher,  dass  Dr.  Brfin- 
now  in  seinem  angeführten  Werke  durch  Anwendung  der  bei  (7) 
angegebenen  Operationsweise  im  Grunde  nichts  anderes  gethan, 
als  sich  dadurch  auf  schnellstem  Wege  die  sogenannten  Normal- 
gleichungen gebildet  hat  (siehe  Gleich.  (10)),  ohne  auf  die  Sätze 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zurückzugehen,  wodurch  zwar 
Nichts  an  Richtigkeit,  wohl  aber  immerhin  Etwas  an  gründlich 
wissenschaftlicher  Strenge  der  Ableitung  verlor,en  ging. 

Es  erhellet  dies  ferner  deutlich  aus  folgender  allgemeiner 
Betrachtungsweise : 

Besteht  zwischen  der  beobachteten  Grösse  F  und  den  Unbe- 
kannten ar,  y  und  z  die  Relation 

ax  +  by  i-cz^F, 

m 

worin  a,  b  und  c  bestimmte  Werthe  haben,  und  man  hat  mehr 
als  drei  Beobachtungen  gemacht,  so  hat  man,  wie  dies  bekannt 
ist,  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  und  bei  der  An- 
nahme, die  Beobachtungen  seien  von  gleicher  Genauigkeit,  fol- 
gende Bestimmungs- Gleichungen  (siehe  z.  B.  Dr.  J.  D i enger' s 
„Ausgleichung  der  Beobachtungsfebler'^  S.  18.): 

[a^]a:+[ab]y  +  [ac]z=z[aF],    \ 

[ab]a:+my+[bc]z  =  [bF],    j      .     .      (11) 

[qc]a:  +  [bc]y  +  [c^]z  =  [cF\     ) 

In  unserem  vorliegenden  Falle,  nach  den  Gleichungen  (7),  bedeutet 
F:^\    :r:a;    y'y\    2:z;    a:l;    b:  —  coso'  und  c:sina'; 

und  man  hat: 

[o«J=n.    [a6]±:0,    [aFJ  =  M; 

[A*]=?,     [«c]=0,    [6F]=-l.(,toCosO«+^,oCos30o....)=-Ä, 
[c*]=:*^,    [6c]  =  0,    [cF]  =  (ft, sin Oo+ft,o sin 30»  +  ..,.)=  +  ^; 
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somit  (M)  fibergehen  in : 

na  =  [|*] , 

n-l 


n  *• 

«=0'' 


2"-  *-«o 


n  ^       '     n 


80  wie  oben. 

Diese  Aasdrücke  [a^],  [a6],  [cic]  ....  u.  s.  w.»  welche  hier  direkte, 
sind  bei  (7)  durch  die  dortseibst  angeführten  drei  Operationsarten^ 
In  Folge  der  Eigenthümliclikeit'  der  dadurch  entstehenden  trigono- 
metrischen  Reihen,  indirekt  entwickelt,  und  ohne  dass  man  sieh 
bewusst  ist,  hiedurch  der  kleinsten  Fehler -Quadratsunime  Genüge 
geleistet  zu  haben. 

Schliesslich  erlaube  ich  mir  noch  zu  zeigen,  wie  ich  für  die- 
sen vorliegenden  Fall  die  Formeln  entwickelte,  aus  welchen  man 
unmittelbar  die  verschiedenen  wahrscheinlichen  Fehler  berechnen 
kann. 

Bezeichne  ich  den  wahrscheinlichen  Fehler  einer  Beobach- 
tung vom  Gewichte  =1  mit  f,  so  ist  bekanntlich 


V    n — w 


/•=  0-67448  V  -*=^^-^, (12) 

worin  w  die  Anzahl  der  bestimmten  Unbekannten,  hier  also  drei» 
und  n  jene  der  gemachten  Beobachtungen  bedeutet. 

Sonach  erhalte  ich  für  den  wahrscheinlichen  Fehler,  welcher 
beim  Ablesen  eines  Nonius  begangen  wird,  und  welcher  theils  von 
der  Unrichtigkeit  im  Ablesen  und  theils  von  der  nicht  ganz  rich- 
tigen Theilung  herrührt: 

f'-i;k <") 

wenn  m  die  Anzahl  der  abgelesenen  Nonien  ist. 

Ich  brauche  wohl  kaum  speziell  zu  erwähnen,  dass  (13)  den 
wahrscheinlichen  Fehler  nur  im  Allgemeinen  angibt,  weil  man, 
um  die  Theilungsfehler  an  den  verschiedenen  Stellen  des  Krei- 
ses zu  erforschen,  jene  von  Bessel  zuerst  angegebene  Methode 
einzuschlagen  hätte. 

Um   nun  die  Formel  zur   Bestimmung:   des   wahrscheinlichen 
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Fehlers  der  ermittelten  Excentricität,  d.  i.  der  Gr889e  8«  zu  fia- 
den,  bilde  ich  zuerst  nach  den  bekannten  SStzen  folgende  Glei- 
chungen : 

—  *  '  '2  ^*'                    —  *  *  '  9  ^*  *                 u  —  .  .  .  2  ^a » 
II ^.         A **.         1 -  n  . 

woraus : 

12  2 

e*  =  -;  ea=-;  0»=-- 

Es  sind  sonach  die  wahrscheinlichen  Fehler  von  a,  z,  ^,  die  ich 
mit  fa,  f%  und  fy  bezeichne: 


U^l^l,  A  =  f.=rV|. 


(14) 


Von  der  Gleichung  (0)  hatten  wir:  i 

2ecos^=:2    und    2€$iu/i=^. 
Beide  Gleichungen  quadrirt  und  addirt  geben : 

f  =  lV'2^MT2 (15) 

Dm  also  den  wahrscheinlichen  Fehler  von  c,  der  mit  J?«  bezeich- 
net sein  solU  zu  erhalten,  bilde  ich  zuerst: 

daher : 

welches,  entwickelt  und  gehurig  reduzirt,  gibt: 

/^,  rr/V  ö"   in  Bogensekunden .     .    . 


oder 


(16)  i 


«..-=  0-67448  V^.^^M  3^ (16') 


gemacki,  Abtes,  am  Umbus  eineg  Winkelinsirum.,  eic.  %u  bereckueu.  1Q3 


Will  man  die  Excentricität  in  LSogeomaass  ausgedrückt  habeo« 
so  bat  man  nach  (3): 


206264-8 


(17) 


worin  r  deo  Halbmesser  des  Kreises  bezeichnet.    Sonach : 


Äe=SisäTöV"2M. 


206264-8 


(18) 


FOr  den  Fall,  dass  eio  Beispiel  hierzu  wäoschensirertii  wäre,  gebe 
ich  folgeode  Beobachtungen  an  einem  Theodoliten,  wobei  Nonius  I. 
nach  und  nach  auf  0^,  30<>,  60*',....  u.  s.  w.  gestellt  wurde. 


Lesung  am  Nonius 
I=a'    I    II=Ä' 


6'-a'~180o=|ü 


füzSinx 

(txCOSX 

+  000 

+  600 

4-500 

+  8-70 

+  1905 

+  11  00 

+  800 

±000 

—5-22 

+  3-00 

-100 

+  1-74 

±000 

+  8-00 

+  10-44 

+  600 

+  500 

+  8-70 

+  400 

±000 

-10-44 

+  600 

-8-00 

+  13-92 

+  26-83 

+  73.06 

4 

f»' 


Grad      0 

30 

60 

90 

120 

150 

180 

210 

240 

270 

300 

330 

Somit  (8) : 


180«  0'  6" 

210  0  10 

240  0  22 

270  0    8 

299  59  54 

329  59  58 

359  59  52 

29  59  48 

59  59  50 

89  59  56 

120  0  12 

150   0  16 

Z 


+  6 

+  10 

+  22 

+  8 

-6 

—  2 

-8 

—  12 

-10 

—4 

+  12 

+  16 

+  32 


12« =32,    woraus 
-6^  =  7306, 
6?=26-83, 

Pffr  t  nach  (15): 


99 


99 


«=  +  2-66, 
y=—121766, 
r=  + 4-4716. 


«=iV"(12-17)«  +  (4-47)2  =  6*48  Bogensekunden. 
Zur  Berechnung  des  p  ist  am  Vortheilhaftesten  aus 

2£sin»  =  v      1    .     X  V       — 1217 

2fcos;,  =  z'    ''•'•   ♦''"e^=V=+r47^' 

p= 360» -(690  50' 3" -8). 


36 

100 
484 

64 

36 
4 

64 
144 
100 

16 

144 

256 

+  1448 
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Endlich  zur  Bestimmung  der   wahrscheiniicfaen   Fehler  bilde 
man  sieh  nach  (9)  die  [v']. 

Es  ist  9ttf*=     84-84 

|2«=   119-88 

2«[|^]=       170-24 

|y«=   888-60  22[^xsina:]=       239-86 

[f*«]=  1448-00 .  2y[^,co8a:]==— 177900 

2541^  2189-10 

-daher  [o*]  =352*22,   und  als  wahrscheiDÜcber  Fehler  einer  Be- 
obachtung vom  Gefliehte  =1: 


/=  0-67448  \r^^=4"-22. 


und  als  wahrscheinlicher  Tehler  fiir  den  Werth  der  Excentricität 
nach  (16):  .  

/«,  =  4-22 Y  ^  =  0-861. 


VII. 

Üeber  das  Rationalmachen  des  Nenners  in  Brüchen 

von  der  Form 

Z 

öl  +  Vfl2  +  Vfls  +  ....+  Van  * 

Von 

Herrn  Franz    IJnf erdinger , 

Lehrer  der  Mathematik  in  der  k.  k.  österreichischen  Kriegsmarine ,  ein- 
geschifft auf  Sr.  Maj.  Propeller- Fregatte  „Donan.*^ 


Bruche  von  der  obigen  Form,    in  welchen  0|   das  rationale 
Glied  oder  die  Summe  aller  solchen  vorstellt,  werden  bekanntlich  ( 
dadurch  mit  rationalem  Nenner  dargestellt,   dass  man  Zähler  und 
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rott  der  Form     — r-r: — ; — z — ; 1 — ; — • 

Nenner  mit  einem  Polynome  moltiplieirt.  welches  aus  dem  Neu 
ner  durch  Veränderung  des  Zeichens  einer  gewissen  Anzahl  von 
Gliedern  gebildet  wird.  Im  Nenner  erscheint  dann  das  Product 
aus  Summe  und  Unterschied  gleicher  Grossen^  welcher  Umstand 
die  Anzahl  der  Irrationalgrussen  zu  vermindern  strebt.  Es  ent- 
steht nun  erstlich  die  Frage,  in  wie  viel  Gliedern  muss  eine  Zei- 
chenänderung vorgenommen  werden,  damit  die  Anzahl  der  neuen 
Irrationalgrussen  in  Hinsicht  auf  jede  andere  Eintheilungsart  am 
Kleinsten  sei,  und  zweitens  damit  die  Anzahl  der  neuen  Irratio- 
nalgrössen  kleiner  als  die  Anzahl  der  alten  sei. 

Verändert  man  in  x  Gliedern  das  Zeichen  und  multiplicirt 
mit  diesem  Polynom  Zähler  und  Nenner,  so  enthält  der  neue 
Nenner  Irrationalgrü;5sen 

(n — a:)(n — x  —  l)      x{x — 1) 

an  der  Zahl.  Zur  Beantwortung  der  ersten  Frage  muss  x  einen 
solchen  Werth  erhalten,  dass 

(«— ar)(«  — ar  — l)  +  a:(a:  — 1)  =  w«  — (2ar+l)w  +  2a:« 

am  Kleinsten  wird.    Setzt  man  x=z\n-{-B,  so  verwandelt  ersieh  in 

Dieser  Ausdruck  wächst  aber  sowohl  für  positive  als  negative 
Werthe  von  e,  d.  h.  der  erste  Ausdruck  wächst,  man  mag  x  gros- 
ser oder  kleiner  als  \n  wählen,  und  erhält  somit  seinen  kleinsten 
Werth,  wenn  x^=\n  ist.  Hieraus  erhellt,  dass  man  in  Hinsicht 
auf  alle  möglichen  Eintheilungsarten  im  neuen  Nenner  die  geringste 

Anzahl  Irrationalgrussen  öv^  —  U  ©^^^^ten  wird,    wenn  man  in 

der  halben  Gliederanzahl  die  Zeichen  ändert  und  hiermit  Zähler 
und  Nenner  multiplicirt.  Diese  Eintheilung  ist  nur  möglich^  wenn 
n  =2r  eine  gerade  Zahl  ist.  Ist  die  Gliederzahl  ungerade  n=2r-f-l, 
so  wird  man  dieser  Vorschrift  so  nahe  kommen  als  möglich ,  und 
also  in  r  oder  r-\-\    Gliedern   das    Zeichen   ändern.     Der  neue 

Nenner  wird  für  «=2r,  r(r— 1);  für  «=2r+l,  ^^^-y^^^^^^ 

Irrationalgrussen  enthalten.  Soll  man  sich  also  dem  Ziele  des 
Kationalmach ens  genähert  haben,  so  muss  im  ersten  Falle 
,.(|.— 1)  <2r,  im  zweiten  Falle  r*<2r  +  l  sein.  Beide  Relatio- 
nen geben  mit  Leichtigkeit  r'Z^,    also  im    ersten  Falle   n^4, 

im    zweiten  Falle   n'T5,    und  man  sieht  also,  dass  die  MOg- 
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lichkeity  einen  Brach  von  obiger  Beschaffenheit  mit 
rationalem  Nenner  darzustellen,  nicht  mehr  vorhanden 
ist,  so-bald  sein  Nenner  mehr  als  fünf  Glieder  hat. 

Natürlich  wird  vorausgesetzt ,  dass  der  Nenner  Ox  -f  V^a 
+  Vfls  +  •  •  • .  +  Vflfi  vollständig  reducirt  sei ;  4V2  —  Vl8  z.  B- 
müsste  darin  auf  V2  zusammengezogen  werden. 


Ueber  eine   Eigenschaft   der  geometrischen  Progres- 
sion 1,  3,  9,  27,.... 

Von 
Herrn  Franz   ünferdinger, 

Lehrer    der    Mathematik    in   der   k.  k.    österreichischen    Krieges  -  Marine, 
eingeschrfTt  auf  Sr.  Maj.  Prepeller^Fr«*gatte  ,, Donau. ^' 


Ist  l,  2,  3,  ....  (r— 1),  r  ein  Anfangsstäck  der  natörlicben 
Zahlenreihe  und  ^|>2r,  so  ist  auch 

Ai-(r-l), 


A-,-2. 

X^-l. 

Xt. 

X,  +  l, 

A,+2, 

A,  +  (r-2), 
.Yi  +  (r-l), 


^  der  geemetritehen  Progression  i,  3,  9,  27,,...  107 

ein  stetiges  Stfick  derselben,  dessen  sämmtliche  Glieder  grCsser 
als  r  sind.  Dieses  letztere  StGck,  welches  nur  aus  den  Elemen- 
ten 1,  2,  3,  ....  r  und  X^  gebildet  ist,  wird  sich  aii  den  Anfang 
unmittelbar  aoschliessen ,  wenn  X^-^^r  -{-1  ist;  ein  Ergebniss, 
welcbes^  in  folgenden  Worten  zusammen gefasst,  deo  Ausgangspunkt 
unserer  Betrachtungen  bilden  soll: 

Die  Zahlen  1,  2,  3,  ....  r — 1,  r  geben  in  Verbindung 
mit  der  Zahl  2r-|-I  durch  algebraische  Addition  alle 
Glieder  der  natiirlichen  Zahlenreihe  von  1  bis  incl. 
JK|  +  r = 3r -|- 1 5=  Ti . 

Da  wir  nun  die  Zahlen  von  1  bis  vi  besitzen,  so  können  wir 
kraft  dieses  Satzes  durch  Hinzufügung  einer  Grösse  X^zsi^ri-\-\ 
=  3(2r-f  1)  neue  Bildungen  veranlassen,  welche  continuirlich  bis 
-Xi  +  ri=9r-|-4  =  r2  reichen  werden,  und  wir  können  daher  sagen: 
Die  Zahlen  1,  2,  3,....(r  —  1),  r  geben  in  Verbindung  mit  den 
zwei  Zahlen  X^ ,  ^2  durch  algebraische  Addition  alle  Glieder  der 
natürlichen  Zahlenreihe  von  1  bis  einschliesslich  9r-f  ^=7*2*  Neh- 
men wir  noch  eine  Zahl  Jr3  =  2r2+ l  =  32(2r+ 1)  hinzu,  so  erge- 
ben sich  aus  diesen  Elementen  alle  Zahlen  von  1  bis  A'3  -f*  t^ 
SS  27r  -f  13,  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  ergibt  sich  bei  Hinzuffi- 
gung  von  s  —  1  Grössen  X  das  Bildungsgesetz  von  T«_i,  r«-i, 
welches  durch  die  Formeln : 

ausgesprochen  ist,  und  wir  können  obigen  Satz  zu  folgendem  all- 
gemeineren erweitern : 


Ist  r=rl,  besteht  also  die  Anfangsreihe  nur  aus  diesem  ein- 
zigen GUede,   so  lautet  der  Satz  so: 

Die  9  Glieder  der  geometrischen  Pragresaion  1,3, 
9»  27,  ....3*-^  geben  durch  algebraische  Addition  all« 
Glieder    der    natürlichen   Zahlenreihe    von    1   bis  incL 

i(3»-I)*). 


*)  Auf  dieser  Eigenschaft  beruht  auch  die  Auflosung  der  folgenden, 
namentlich  in  älteren  Beispiel-Sammlungen  öfter  aufgeführten  Aufgabe : 
£in  Kaufmann,  ^n^elcher  ein  Geschäft  eröffnet,  will  «ich  aas  ErspamiM 
nur  fünf  Gewichte  anschaffen,  mit  denen  er  im  Stande  ist,  auf  eii»er 
gleicharmigen  Waage  alle  Gewichte  von  einem  Pfund  b»  su  «iiieiii  Zent- 
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Aiif  specielle  FUle  angewendet'  geben  also  die  Zahlen 

1,  3      •    • alle  Zahlen  von  1  bis        4^ 

.     If  3,  9 „       „       .  „    1    „       13, 


1,  3,  9,  27 

1,  3,  9,  27,  81  .  .  .  . 
1,  3,  9,  27,  81,  243  .  . 
1,  3,  9,  27,  81,  243,  729 


9» 
$9 


99 

9  99 

9  »» 

99 


1  „  40, 

1  99  121, 

1  „  364, 

1  „  1093. 


ZarErlänterung  des  dabei  zu  beobachtenden,  am  Eingänge  unse- 
res Aufsatzes  angezeigten  Bildungsgesetzes  folgt  hier  die  Dar- 
stellung der  Zahlen  von  1  bis  13  durch  die  Zahlen  1,  3,  9: 

1  =  1, 
2=3-1, 
3=3, 
4=3  +  1, 

5  =  9--3~I, 

6  =  9-3, 
7=9-3  +  1, 
8  =  9-1, 
9=9, 

10=9  +  1, 
11=9+3-1, 
12  =  9  +  3, 
13=9  +  3  +  1. 

Wir  niehmen  uns  nun  noch  vor,  zu  zeigen,  dass  die  Formel 
1(3'  — 1)  auch  das  Maximum  der  Anzahl  von  Zahlen  anzeigt, 
welche  durch  5  Zahlen  überhaupt  gebildet  werden  können. 

Hierzu  ist  zunächst  die  Beantwortung  folgender  Frage  notb- 
wendig:  Sind  a,  6,  c,..,.k  ^Grössen,  welche  sowohl  positiv 
als  negativ  genommen  werden  können,  wie  gross  ist  dann  die  An- 
sahl  der  verschiedenen  algebraischen  Summen  a  +  6  +  c+....  +  A, 
welche  durch  beliebige  Wahl  der  Vorzeichen  dieser  n  Grössen 
gebildet  werden  können? 

In  der  algebraischen  Summe  können  vorkommen : 


ner  sa  wiegen;  welche  Gewichte  nind  zn  wählen?  —  eine  Aufgabe, 
welche  gewöhnlich  durch  die  Zahlen  1,  3,  9,  27,  60,  deren  Snmme 
gerade  li)0  aasmacht,   erlediget  wird. 


der  geometrischen  Progression  1,  3,  9,  27,....  100 

n  Zeichen  -f-  und  0  Zeichen  —  oder 
w  — 1        „         +      „     l         „         —  oder 


n  —  r        „         +5, 


»t 


0        ,.        +     „    n 


>»  1^  99  '•  *> 


Damit  sind  alle  n  +  \  Fälle  über  das  quantitative  VorkommeD 
der  Zeichen  -f  und  —  erschupft.  Betrachten  wir  den  allgeniei 
nen  Fall  mit  n — r  Zeichen  +  und  r  Zeichen  —  in  Bezug  auf  die 
in  demselben  sich  darbietenden  Vertauschungen,  so  finden  wir 
unter  n  Elementen  n  —  r  gleiche  der  einen  Art  und  r  gleiche  der 
andern  Art^  welche  also 

n!        /n\ 

(n  —  r)!r!        \r/ 

Versetzungen  gestatten;  mithin  hat  man  im  ersten  Falle  (nh  im 

zweiten  Falle  (i  )»  '"«  dritten  Falle  (o)>  »m  letzten  Falle  (  J 
und  im  Ganzen 

Ö)+(i)+G)+-+C)=<'+«"=* 

verschiedene  Bildungen  zu  unterscheiden,    n  Grössen  geben  also 
bei  beliebiger  Wahl  der  Vorzeichen  im  Allgemeinen  2**  verschie 
dene  Summen. 

Indem  wir  nun  zu  dem  beabsichtigten  Maximumbeweis  über- 
gehen^ bemerken  wir  zunächst,  dass,  wenn  von  den  s  gegebenen 
Zahlen    entweder    1,  2,  3,  ....  (*  — 1)    oder    s   algebraisch    sum- 

mirt  werden,    man  im  ersten  Falle  (|)>  »m  zweiten  Falle  («), 

im   dritten    Falle    (o)«   im  letzten  Falle  f   j  verschiedene  Com« 

binationen  erhält.  Allgemein  bei  der  Verbindung  von  r  Grossen 
erhält  man  alle  Verbindungen  von  s  Elementen  zur  rten  Classe 

ohne  Wiederholungen,  nämlich  (  j  an  der  Zahl,  and  da  in  kei- 
ner dieser  Complexionen  dieselben  Elemente  vorkommen,  so  gibt 
jede  für  sich  durch  freie  Wahl  der  Vorzeichen  im  Allgemeinen 
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2''»  al8o  alle  Complexionen  dieser  Classe  (  j2^  verschiedene  Sum- 
men. Diese  Anzahl  theilt  sieb  in  zwei  Hälften,  welche  nicht  der 
Grosse,  sondern  nur  dem  Zeichen  nach  von  einander  verschieden, 
sind.  Da  uns  aber  in  dem  vorliegenden  Falle  nur  die  Summen 
mit  positiven  Vorzeichen  interessiren »  so  geben  s  Zahlen,  abge- 
sehen von  ihrem  Werthe  im  Allgemeinen,  f  )2''-^  verschiedene 
Sunimenbildungen  mit  r  Gliedern.    Also 

(l/^  verschiedene  Summenbildungen  rait  1  Glied, 

:  (0" 


*>  97  W 


2  Gliedern, 


(02«  „  „  «    3  Gliedern, 


0- 


>J  >J  5> 


s  Gliedern, 


und  im  Ganzen 


verschiedenartig  gebildete  Summen.    Da  aber 

(H.2).  =  I  +  (;)2+Q2'+....  +  (02- 

=.+2|(;)+(').+...+0-'l 

=  1+25 

ist,  so  ist  5=2(3' — 1)  die  grüsstmugliche  Anzahl  von  Zahlen, 
welche  aus  5  Zahlen  gebildet  werden  können,  womit  die  oben 
«ifeeslellte  BehavpiMg  bewiesen  ist. 
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Ueber  einige  Sätze  der  höheren  Geometrie. 

Von 
Herrn   Doctor    Otto    Bökien 

zu  Salz  a.  N.  in  Wnrtcuilierg. 


I. 

Gleichung    der    Fläche,    welc4ie    die    Normiil-Ebeneii 

eines   Kegels   uoihüllen. 

1) 


x^  +  y^ 

+ 

2«: 

=  1, 

a:* 

+ 

— 

•2 

f** 

C« 

-»** 

«a 

— 

.V* 

— 

j« 

V« 

62— V« 

C* 

_V2 

Diese  Gleichungen  foeeiehen  sich  auf  drei  orthogonale  and 
konzentrische  Flächen,  wovon  die  erste  eine  Kugel  ist;  2)  und  3) 
sind  Kegel  zweiten  Grades,  wcfiche  durch  (/x)  -und  (y)  bezeichnet 
werden  sollen.  Diese  Kegel  sind  koofokal,  denn  die  Gleichung 
ihrer  FokaUinien  : 

ist  unabhängig  von  (i  und  v.  c  und  b  sind  constant  Durch  Ver- 
änderung von  fi  und  v  innerhalb  der  Grenzen  c  >  fi  >  6  und 
c>6>v  erhält  man  in  Verbindung  mit  1)  zwei  Systeme  von 
sphärischen  Kegelschnitten,  welche  sich  gleichfalls  rechtwinklig 
schneiden  und  k^rffokal  sind.  Durch  Eliminatiou  erhält  mau  »Mi 
1),  2)  und  3) : 
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4)  bcxssfiVf 

6)  cVc«--62.i  =  V^^«Vc«-i;2; 

Die  Gleichungen  7)  und  8)  sind  die  Gleichungen  der  Berübrungs« 
und  der  Normal- Ebene  von  (fi).  Man  setze  nun  in  8)  die  Werthe 
von  xyz  aus  4)^  5)  und  6)  und  lasse  der  Einfachheit  wegen  das 
Zeichen  '  weg,  so  ergibt  sich: 

Durch  Differenziation  dieser  Gleichung  nach  v  ergibt  sich: 

Durch  Elimination  von  v  aus  9)  und  10)  erhält  man: 


wo  der  Kfirze  halber 


1     Vc2  — 62V^C2— tt2z 


gesetzt  wurde.    Die  Substitution  dieser  Werthe  in  9)  gibt: 

11) 

Hieraus  findet  man  sogleich  für  die  UmhüHungsfläche  der  Normal- 
Ebenen  von  (fi),  die  wir  mit  {§)  bezeichnen  wollen: 
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12)  /»*»  +  /»,»»» -/y,w  =  o, 

nnd  analog  fär  die  UmhüllangsflScbe  (jr)  der  Normal-Ebenen  von  (v): 

13)  y»«»  -  y,V  -  y^lrf  =  0 , 

14)  /J»a;Ha:,  +  /J,*y-iy,  -  /J„»r-**,  =  0, 

16)  »=±|^. 

Die  Gleichungen  14)  und  15)  sind  die  Glelcfaungen  der  Tangen- 
tial- und  der  Normal- Ebene  von  (j3);  16)  ist  die  GleichuDg  der- 
jenigen Normal -Ebenen  von  (ß),  welche  durch  die  2-Aze  gehen. 


Beweis  eines   Theorems  von   Meunier. 

q'  =:q  cos  ß, 

Q  ist  der  Krtimmungshalbmesser  eines  Normalschnitts  einer 
Fläche;  q'  der  Krfimmungshalbmesser  eines  schiefen  Schnitts, 
dessen  Ebene  diejenige  von  q  in  einer  Flächentangente  schneidet; 
ß  ist  der  Winkel  beider  Ebenen. 

Die  allgemeine  Gleichung  mit  zwei  Variabeln  ist: 

Stellt  diese  Gleichung  eine  Linie. vor»  welche  die  ac-Axe  im  Dr- 
Sprung  berührt»  so  ist  i4=£=0.    Man  differenziire  zweimal  und 

setze  ar=^=^  =  0,   so  ist 

vfOQ  der  Krümmungshalbmesser  im  Ursprünge  ist. 
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Die  allgemeine  6teichtn»g  VUit  dr^i'Väiläbeln  ist: 

-4+Äa:  +  Cy +Ä  +  £ary +Fa:r+ C?y2  + i5ra:«+ J^«+ Ar22=:  0. 

Stellt  diese  Gleichung  eine  Fläche  vor,  welche  die  a;y- Ebene  im 
Ur«[HruDge  berührt»  so  Sßt  Ai=ijSs:i  C==0.    Wi^  öetfsen  id 

Dz  +  Exy  +  Fx2+  Gyz  +  Hx^^Jy^  +  ^2«=  0 

orssOy  und  erhalten  wie  oben 

D 

wenn  q  der  Krümmungsbatt)roesser  des  der  Eben^  zy  entsprechen- 
den Schnittes  ist.  Man  lege  durch  die  y-Axe  eine  Ebene»  welche 
mit  der  x^^-Bbene  den  Winkel  ß  bildet  unfl  die  Fläche  in  einer 
Linie  L  schneidet,  deren  Coordinaten  i^  und  y  sind.  z=^z* cosß^ 
x=^z'  sin  ß.  Diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Fläche  gesetzt 
geben : 

p' =3: -^  5^  cos  p  =  ^  cos  p. 
9'  ist  der  Krümmungshalbmesser  von  h  fiur  den  Ursprung. 


lil. 

Beweis   eines   Theorems   von   Chasles* 

Gegeben  ist  ein  Ellipsoidy  dessen  Gleichung 

O  Ist  der  Ursprang  des  Coordinatensystems.    Durch  einen  Punkt 
M  im  Räume  lege  man  die  drei  homofokalen  Flächen 

x^  .     y^  2^    __  I  ^^ .     y^     .      ^'    _  1 

9>c>6;  c>fft>6;  d>6>v; 

07^2  sind  die  Coordinaten  von  M;  von  diesem  Punkt  aus  schneide 
man  auf  den  Normalen  dieser  drei  Fl&chen  Stucke  ab ,  beziehungs- 
weise gleich  ihren  grossen  Halbaxen  q,  ^i,  v,  und  betrachte  diese 
drei  Stücke  als  HalbAx^D  eines  Ellipsords  E,  dessen  Bittelpitnkt 
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also  M  \si,  so  hat  dieses  Ellipsoid  folgende  Eigenschaften:  Es 
berührt  die  z^- Ebene  in  O;  die  Halbaxen  seines  mit  der  2^-Ebebe 
parallelen  üiametralschnitts  sind  gleich  b  und  c;  b  parallel  der 
y-Axe,   c  parallel  der  z-Axe. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  betrachte  man  das  Ellipsoid, 
von  weichem  by  c  und,  OM  drei  conjugirte  Semidiameter  sind,  und 
suche  dessen  noch  unbekannte  Halbaxen  Qq,  fiQ,  Vq,  so  ergeben 
sich  durch  Anwendung  nachstehender  Sätze  von  dem  Ellipsoid : 

y,die  Quadratsumme  von  drei  conjugirten  Semidiametern 
ist  gleich  der  Quadratsumme  der  Halbaxen.  Die  Qua« 
dratsumme  der  drei  Parallelogramme,  welche  si^h  aus  je 
zwei  von  drei  conjugirten  Semidiametern  konstruiren  las- 
sen, ist  gleich  <Ier  Quadratsumme  von  drei  Rechtecken^ 
welche  sich  aus  je  zwei  von  den  drei  Halbaxen  bilden 
lassen.  Das  Parallelepiped  aus  drei  conjugirten  Semi- 
diametern ist  gleich  demjenigen  (ib«r  den  drei  Halbaxen  ** 

folgende  drei  Gleichungen: 

?oVo*  +  ?o%*+f*ü%*=  6*cH  A*(^*  + »")  +  c«(aH3^'). 
welche  beweisen,    dass  $o*,  i^o*,  v^  die  drei  Wurzeln  sind  von 

>vo  Q  die  VariabeJe  ist.   Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  so  ^schreiben : 

mithin  ist 

Qo  =  Q>    1*0  =  f*»    ^0  =  V, 

d.h.  das  Ellipsoid,  desfien  konjugirte  Semidiameter  6,  c  und  OM 
sind,  ist  identisch  mit  dem  Ellipsoid  E. 


116    8pii%er:  Not»  ükßr  DUT^rent' und  DiffermUial'QuoUeiaen 


Note  fiber  Differenz-  und  Differential  -  Quotienten  von 

allgemeiner  Ordnungszahl. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

Professor  an  der  Handels -Akademie  za  Wien. 


leb  bin  wiederholt   bei  meineD  Stadien  za  Aasdrücken  von 
folgender  Form  gelangt: 


««)=)^i 


a' 


wo  g)(r)  eine  bestimmte  Function  von  r  bedeutet ,  die  :rmal  zu 
differenziren  ist,  und  in  welcher  man  nach  vollbrachter  Differen- 
tiation statt  r  eine  Constante  k  zu  substituiren  hat.  Das  Resul- 
tat dieser  Operation  sei  f(x). 

Ich  will  nun  versuchen ,  Ausdrucke  von  der  Form  /Xx)  der 
Operation  des  endlichen  Differenzirens  zu  unterwerfen.  Denkt 
man  sich,  so  wie  es  Liouville  macht,  q>(r)  in  folgender  Form: 


80  hat  man: 


somit : 


Jf(x)=:  |^S[J«(m-l)e^]^ 


x' 
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and  ganz  eben  so: 

J^x)  =  J  £  S[4»(m -  1)«B-']  i^. 
J»f{x)  z:i\^^S[A„ (m-1)» c-r]  I ^ . 

< 

Nan  hat  man: 

und  wird  diese  Gleichung  fimal  differenzirt: 

daher  ist: 

und  wenn  man  die  ;rma!ige  Differentiation  durchfuhrt: 

Kennt  man  also  in  der  Gleichung 

fpiy)  und  Z^^)»   so  ISsst  sich   äusserst  einfach  die  fite  Differenz 
von  fjx)  bestimmen ;  es  ist  nämlich 

unter  fi  eine  beliebige  positive  oder  negative ^  ganze  oder  gebro- 
chene Zahl  verstanden. 

Ganz  eben  so  leicht  geht  die  Bestimmung  des  ftten  Differen- 
tialquotienten, nur  ist  der  Ausdruck,  zu  dem  man  hierbei  kömmt, 
weder  einfach  noch  durchsichtig.    Man  hat  nämlich ,  da 


x' 


Ä*)=^^S[^-e*]^ 


vorausgesetzt  wird: 


\         • 


^8,  Spii% er :   Not$  mr  Megn.  ^eUierJ^ififir!^  D^^erentiafgleich. 


8' 


und  somit 


A»+«)=  Ssi*'''-'»''"]?!'''  '' 


^±«^£!=|£s[4.!=^^]ä 


was  sich  für  ohne  Ende  der  Null  nähernde  Werthe  von  h  auf 

V 

zarfickziebt.     Uurch   wiederholte   Anwendung   dieses   Verfahrens 
kSramt  man  zu  der  Formel 


Sfn^) 


B* 


^  =  i^SlA„(}osfnye^]\ 


•     j  -1     ' 


Note   znr  Integration   einer   linearen  Differentialglei- 
chung der  Form 

(1)  yin)  =:  Ax^y"  +  Bq^-^v/  +  Cr"»-*y. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

Professor  an  der  Handels -Akadeadie- zu  ^ien. 


Im  29sten  Bande  dieses  Archivs  Seite  403.  habe  ich 
Differential- Gleichungen  der  Form  ^1)  mittelst  bestimmter  lute« 
grale  zu  integriren  versucht.  Es  ist  naturlich,  dass  ich  die  bereits 
gefundenen  Methoden  z^u  eriveitern  strebe  und  Differentialgleichun- 
gen,  welche  sich  nach  dieser  Methode  nicht  oder  nicht  leicht  in- 
tegriren lassen,  auf  andere  Weise  zu  integriren  9w:be^ 


Ich  habe  kfirzlicb  jene  lineare  Differentialgletobmi^  gesucht 
welcher  genügt  wird  durch 

unter  m  und  fi  constante  Zahlen  verstanden ,  und  habe  eine  Glei- 
chung erhalten^  wefch^  die  Form  (1)  hat  Man  kann  diess  leicht 
darthun.    Denn  es  ist: 

Differenzirt  man  diese  Gleichung,    so  erhält  man: 
somit  bat  man  auä  beiden  Gleichungen: 

Wird  diese  Gleichung  nnn  (f*-|-2)mal  differenzirt,  so  erhält  man; 
<^>    gi'3=3»»*»^+6»M:0*+2)^+3m(,t  +  2)(^+%. 

I 

\ 

und  dieise  Gleichang  ist  in  der  Tbat  ein  specieller  Fall  der  Glei- 
chung (l).  Ich  will  nun,  um  das  vollständige  Integral  der  Glei- 
chung (3)  zu  erhalten,  diese  Gleichung (3)  integriren«  Aus  ihefolg^^. 

und  wird^^  diese  Gleicdung  (fi  -f  2)mal  integrirt,   so  erhalt  man :    - 

(4)  £^»-S»..^=*(,).  • 

woselbst  i|;(a:)  die  Form  hat: 

und  die  von  Liouville  sogenannte  »fonction  complömentaire'*  ist» 
Aus  (4)  folgt  durch  Multiplication  mit  tf-*"^': 

und  diess  gestattet  folgende  Schreibweise: 


*       ft 


■^['-^'Si=^f*>*'-""'' 


und  gibt  integrirt: 

hieraus  folgt  weiter: 

g^  =  «»«•/'^(ar)  e-"«*  Bor  +  Cc«** , 

§ 

und  wenn  man  beiderseits  finial  differenzirt: 

was  das  Integral  der  Gleichung  (3)  ist 
'    Erstes  Beispiel.    Ist  fi=0,  so  hat  man  die  Gleichung: 

und  f8r  das  Integral  derselben: 

y  =  Cic«**  +  e^'f  (Ci+  C^ai)  e-^'dx, 
unter  Ci,  C^,  C^  willkührliche  Constanten  yerstanden. 
Zweites  Beispiel.    Ist  fi=l,  so  hat  man: 

als  Integral  der  Gleichung 

Da  aber  das  gefundene  y  vier  Constanten  enthält,  so  sind  die- 
selben nicht  ganz  willkührliche  und  müssen  dermassen  gewählt 
werden  9  dass  sie  der  Gleichung  (5)  genügen. 


.  Druckfehler. 

Im  Literarischen  Berichte  Nr.  CXXVI.  S.  1.  mnss  es  in  der  ersten 
Zelle  des  Artikels  ober  die  Tables  d'int^grales  d^finies  etc.  statt 
„Bierens  k  Haan*'  heissen:   „Bierens  De  Haan.** 

Tbl.  XXV.  S.  123. Z. 2.  v.u.  statt  „plasienrs**  s.  in.  „plnsieurs.** 

ThLXXX.  S.251.  Z.15.  statt  nl>^+A^S+Bj,v  +  Cii**  muss  es  heis- 
sen:   „Dx=zA^i+ßiv  +  C^S''' 

Tbl.  XXXII.S.  121.  Z.8.  (von  dem  Anfange  des  Aufsatzes  Nr.  X.  an) 
muss  es  statt  ,,d*un  maniöre**  heissen:    „d'une  mani^re.** 

Tbl.  XXXUI.  S.  37.  Z.  4.  t.  u.,  S.  45.  Z.  3.  ▼.  o.  und  S.  48.  Z.  7.  t.  o.  ist 
statt  „späriscben**:  yjsphärischen**  «nd  S. 48.  Z.  14. t.  n.  statt 
„eingescriebenen** :    „eingeschriebenen"   zu  lesen. 
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Zar  Bestimmung  der  Rauminhalte  und  Schwerpunkte 
von  Korpern  zwischen  zwei  Parallel  -  Ebenen  und  einer 

zusammenhängenden  Umfläche. 

Von 

Herrn  Dr.  fVilh.  Matzka^ 

Professor  der  Mathematik  an  der  Hochschule   io  Prag. 


Viele  geotnetrische  Körper  werden  von  je  eioeni  Paare  .paral- 
leler Ebenen  (Grundebenen)  und  von  einer  zusammenhängen- 
den,  bald  gebrochenen,  bald  gebogenen,  bald  gemischten  Fläche 
(der  Um-  oder  Mantelfläche)  eingeschlossen;  und  eigentlich 
kann  jeder  allseitig  begrenzte  Körper  in  eine  von  zwei  Parallel- 
ebenen  eingegrenzte  Schicht  so  gestellt  werden,  dass  diese  Ebe- 
nen seine  Oberfläche  entweder  blos  berühren  oder  zum  Theil  mit 
ausmachen  (ergänzen)  *),  Ist  es  nun  möglich^  den  zwischen  bei- 
den Grundebenen  und  zu  ihnen  parallel  gelegten  wandelbaren  Schnitt 
(Parallel-  oder  Querschnitt)  des  Kurpers  als  Function  seines 
senkrechten  Abstandes  von  einer,  wo  immer  zu  den  Grundebenen 
parallel  und  festgestellten  Ebene  auszudrucken;  so  vermag,  die 
Integralrechnung  bekanntlich  fiir  die  verschiedensten  Formen  sot- 
cher  Functionen  den  Rauminhalt  und  Schwerpunkt  (eigentlich  die 
Patallelebene  dieses  Punktes)  solcher  Körper  zu  ermitteln.  Allein 
auch  die  bekannte  und  beliebte  elementare  Behandlung  derartiger 


*)  Die  Benennahgen  Konoid,  Stampf-  oder  Afterkegel,  Lcuer 
Kegelstuinpf  oder  Kegelstuts,  so  wie  Pyramidoid,  Stumpf-  oder  After- 
pyramide, Pyramidenttumpf  oder  -stotz,  und  ähnliche  passen  eigentlich 
nur  auf  gewisse  Arten  solcher  Körper,  eine  allumfassende  Benennong 
alier  der  beschriebenen  Körper  ist  mir  jedoch  nicht  bekannt. 
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Integrationsaufgaben;  nemlich  das  verdeckte  Integriren,  d.  i.  die 
Grenzbestimmung  der  Summen  von  unendlich  sich  vermehrenden 
unendlich  abnehmenden  Bestandtheilchen  des  Körpers,  lost  derlei 
Fragestocke  in  mancherlei  Fällen  ohne  sonderliche  Schwierigkeit, 
vornehmlich  wenn  die  erwähnte  Function  des  Querschnittes  eine 
ganze  algebraische  ist. 

loh  habe  die  allgemeine  leichtfassliche  Lvsung  dieser  Aufgabe 
schon  in  meiner  im  Sommer  1834  verfassten  Bearbeitung  des  2ten 
Bandes  der  »»Vorlesungen  über  die  Mathematik  von  G. 
Freiherrn  v.  Vega*'  (7.  Aufl.  Wien  1835.)  in  §.  442.^u.  §.516. 
durchgeführt  und  gefunden»  dass  wenn  x  den  Abstand  des  wan- 
delbaren Querschnittes  Q  eines  Körpers  von  seiner  Grundebene 
g  vorstellt  und 

Q  =  Ax^  +  Bx^  +  Gr«  + . . . . 

bei  durchweg  positiven  Exponenten  a»  b,  c, ....  ist,  der  Raum- 
inhalt V  des  veränderlichen»  zwischen  g  und  Q  enthaltenen  Kor- 
pers sei: 

Diese  Formel  wurde  in  §.516.  auf  Prismen  (Q=^  und  Q'=^Ax)f 
in  §.517.  auf  ganze  Pyramiden  (Q=\^a:^)»  in  §.528.  auf  Ku« 
gelplatten  (Qr=?i;(a* — ^^))9   und  in  §.  534.  Aufg.  VI.   auf  zwei 

B  B 

andere  Körper  (Q= — x  und    Q=zB — —^x'^)  angewendet. 

Seit  den  Veröffentlichungen  der  höchst  anziehenden  Lehre 
von  den  Obelisken  durch  Herrn  Oberlehrer  Karl  Koppe '^)  und 
seit^der  von  Herrn  Prof.  Grunert  (in  seinem  Archiv.  1847.  Tbl. IX. 
S.82.ThI.XXI.S.  119.  und  in  seinem  Lehrbuch  der  Stereome- 
'  trie)  veröffentlichten  äusserst  einfachen  und  netten,  rein  geometri- 
schen Inhaltsbestimmungen  der  Obelisken  haben  mich,  sowohl  bei 
meinen  hiesigen  Vorlesungen  über  elementare  Kurperlehre»  als  auch 
bei  jenen  über  Integralrechnung  und  über  analytische  Mechanik  diese 
Berechnungen  mehrmal  angezogen;  und  in  jüngster  Zeit  haben 
meine  Vorträge  über  analytische  Schwerpunktsbestimmungen  saromt 
der  zufälligen  Lesung  der»  von  dem  überaus  emsigen  Herrn  Her- 
ausgeber des  Archivs  (in  1858»  3L  Tbl.»  4.  Hft.»  S.  487.)  nach 


*)  Vergl.  Crelle,  Joarn.  f.  Mathematik.  1838.  18.  Bd.;  Koppe, 
Eis  nener  Lehrsati  der  Stereometrie,  1844;  Koppe,  DiePla- 
nimetrie  nad  Stereometrie,    18i6. 
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der  oben  gekennieiehneteu  gemeinfaeslicben  Weise  durcbforsph^ 
toD  Reibe  beaebteoswertber^  scbon  von  L«  Mascberoni*). 
untersuchter  Korper  micb  dermassen  angesprochen ,  dass  ich  mioii 
veranlasst  sehe,  die  folgenden  Betrachtungen ^  von  denen  etliche 
bereits  im  Jahre  1855  gemacht  worden  waren,  betreffend  die  reeb- 
nenden Bestimmungen  der  Rauminhalte  und  Schwerpunkte  von 
Körpern  der  früher  beschriebenen  allgemeinen  Gestalt,  In  dem  viel 
gelesenen  und  weit  verbreiteten  Archiv  in  der  Erwartung  zu  veruffent* 
lieben,  dass  selbe  nicht  unliebsam  werden  aufgenommen  werden. 


1. 

Sei  nnn  überhaupt  ein  Körper  K  (in  Taf.  I.  Fig.  5.)  von  den 
zwei,  nm  die  so  genannte  Hohe  A  von  einander  abstehenden,  pa* 
raflelen  Grundebenen  g,  G  und  einer  zwischen  ihnen  begriffenen 
ununterbrochenen  Mantelfläche  allseits  begrenzt.  Parallel  zu  den 
Grundebenen  sei  in  einem  (bekannten  oder  noch  erst  zu  ermit- 
telnden) x\bstande  AO  =  a  von  der  einen  (unteren)  Grundebene 
g  ^ine  unbegrenzte  Ebene  (B,  zu  beiden  Grundebenen  parallel, 
fest  gelegt,  so  dass  ihr  Abstand  von  der  anderen  (oberen) 
Grundebene  G  die  Senkrechte  OB=OA+AB=a-\-h=:b  werde. 

Zwischen  den  Grundebenen  werde  irgendwo,  durch  P,  im  be- 
liebigen Abstände  OPzizx  der  Querschnitt  Q  zu  den  Grundebe- 
'nen  oder  zur  unverrückbaren  Ebene  (B  parallel  gelegt;  und  neh- 
men wir  an,  es  sei  möglich,  des  Querschnitts  Flächeninhalt  Q; 
der  Natur  der  Umfläche  gemäss,  durch  die  Veränderliche  ü;  und 
durch  sonstige  beständige  Grössen  auszudrücken,  als  Function  von 
0?  darzustellen,  auch  falle  dieser  Querschnitt  innerhalb  beider  Grund- 
ebenen reell  und  positiv  aus.  Durch  einen  um  etwas,  Ppz^^x, 
entfernteren  Punkt  p  im  Abstände  Op  =  or  +  Ax  föhre  man  den 
entsprechenden  Querschnitt  Q'  =  Q-f^Q;  ^^nn  ist  der  zwischen 
beiden  Querschnitten  Q  und  Q'  enthaltene  Scheiben-  oder  platten* 
förmige  Körper  der  allgemeine,  von  Stelle  zu  Stelle  nach  der 
Entfernung  a:  veränderliche  Bestandtheil  des  Körpers  K  und  kann 
aueb  als  Zuwachs  zu  dem  zwischen  g  und  Q  begriffenen  wan^ 
delbaren  Körpertbeil ,  dessen  Rauminhalt  (Volum)  v  sein  mdgti 
angesehen  und  durch  ^v  dargestellt  werden.  Des  ganzen  R9r« 
pers  K  Rauminhalt  V  ist  demnach  die  Summe  (Gesarorotscbaftf 
andeutbar  durch  das  Summenzeichen  Z)   aller  seiner  derartigen 


*)  Probleml  di  geometria,  colle  dimostrazione  del 
Sacobi.  Milaoe  1800.  —  ProbUmea  deG^on.  r^solui  de  dif- 
f^rentes  mani^res,    trad.  de  Tltalien^    Parle  1802. 

9» 
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Bestandstücke  ^o,  wie  sie  von  da,  wo  j;=a  ist,  bis  dahin,  wer 
4?  =  6  ist»  in  den  Abständen  dx  ununterbrochen  auf  einander 
fbljgen»  nemlich 

V=  2  Jv. 


Nun  kann  der  zwischen  den  Parallelebenen  Q,  iQ'  enthaltene 
Theil  der  Umfläehe  erstlich  so  geartet  sein,  dass  man  durch  den 
ganzen  Umfang  des  grösseren  Querschnitts,  Q,  eine  cylindrische 
oder  prismatische  Fläche  ganz  ausserhalb  dieser  Platte  Jv, 
und  dagegen  durch  den  ganzen  Umfang  des  kleineren  Querschnitts 
Q'  eine  andere  solche  Fläche  ganz  innerhalb  derselben  her- 
umfuhren, folglich  eben  der  Platte  einen  Cylinder  oder  ein  Prisma 
dort  umschreiben  und  hier  einschreiben  kann,  deren  Inhalte  also 
Qjda:  und  Q'Ja:  sind,  so  dass  entschieden  Jv'^QJx  und  Jv'^Q'^x 
sich  darstellt.  Es  kann  aber  auch  der  andere  Fall  eintreten,  dass 
man  wegen  des  Baues  der  Umfläehe  die  Querschnitte  Q,  Q'  vor- 
erst noch  durch  passliche  Theilungslinien  dermassen  zerschneiden 
muss,' damit  man  über  ihren  Theilen  solche  um-  und  eingeschrie- 
bene Prismen  in  die  Platte  Jv  aufstellen  könne.  Dann  sind 
QJx  und  Q'Jx  die  Summen  der  Inhalte  alier,  den  scheibenarti- 
gen Bestandstücken  des  Korpers  um-  und  eingeschriebenen  Pris- 
men und  es  ist  auch  da  Jv  <  QJx  und  Jv  >  Q'^x. 

Sohin  ist  ^dt  ein  Mittel  von  Q/Sx  und  Q'Jx  =  (Q  +  jQ)Jx 
oder  auch  Jv=^Med.(Q,  Q  +  JQ).Jx,  und  da  ein  derlei  Mit- 
tel durch  Q-{-6^x  beider  Voraussetzung,  dass  6  eine  zwischen 
0  und  1  liegende  Zahl  bedeute^  sich  darstellen  lässt,  auch 

und  sonach  des  Körpers  Rauminhalt : 

x=a 

Lässt  man  nunmehr  die  an  sich  schon  klein  gedachte  Scheiben- 
dicke ^x  unendlich  abnehmen,  ohne  aber  zu  verschwinden,  das 
Differential  dx  werden,  so  wird  auch  der  Unterschied  /IQ  der 
benachbarten  Querschnitte  unendlich  abnehmen,  die  Summe  Q-\-B/IQ 
ihrer  Grenze  Q  zustreben,  und  die  besprochene  begrenzte  Sum- 
mation  der  endlichen  Bestandstücke  bekanntlich  *)  in  eine  eben  so 
(von  ar=a  bis  ^=6)  eingegrenzte  Integration  (allesammtliche  Zu- 


*)  Cauohy,   Resnm^  de«  Le^on«  «nr  le  calcol  infinitesi- 
mal, 1823,  p.  81^84.  -*  Uotgno,  Calcal  integral,  1844,  p.  1^5. 
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sammenfassung)  aller  kleinsten  Bestandtheilchen  (Elemeote)  des 
Körpers  übergehen^  und  sonach  wird  der  fragliche  Körperinhalt 

a 

Für  das  statische  Moment  des  Gewichtes  des  plättenartlgen  Be- 
standstiicks  Jv  Ist  der  Abstand  seines  offenbar  zwischen  seinen 
Begrenzungsebenen  Q  und  Q'  enthaltenen  Schwerpunktes  von  der 
Normalebene  ^  ein  Mittel  zwischen  den  Abstanden  x  und  i?-fi<^^ 
^  dieser  Ebenen^  also  =:a:  +  d'^ar,  wenn  auch  Ö'  eine  zwischen  0 
und  I  t)egriffepe  Zahl  vorstellt.  Dann  ist  in  Bezug  auf  diese  Ebene 
C  sein  statisches  Moment  =^t?(ar-f  ^'^^)»  und  die  Summe  der 
Momente  sämmtlicher  dieser  plattenartigen  Bestandtheile  das  Mo- 
ment des  ganzen  Körperraums  V  bezieblich  derselben  Momenten- 
ebene, nemlich  wenn  A^  den  Abstand  seines  Schwerpunktes  von 
dieser  Standebene  vorstellt: 

FZ=  2  (x  +  e'^a:)Jv=z  2  (x +  e'Jx).(Q  +  eJQ)Jx. 

x=a  x=a 

I 

Wenn  man  nun  wieder  Jx  und  z/Q  unendlich  abnehmen,  jedoch 
nicht  verschwinden  lässt,  übergeht  bei  ähnlichen  Betrachtungen 
wie  früher  auch  diese  Summe  in  das  wie  sie  (zwischen  a;=:a 
und  x=zb)  begrenzte  Integral,  und  es  wird  des  Körpers  stati- 
sches  Schwermoment : 


VX=f^  x.Qdx. 


2. 

In  allen  hier  folgenden  Untersuchungen  der  Rauminhalte  und 
Schwermomente  der  zu  betrachtenden  Körpergattung  ist  überhaupt 
beachtenswerth : 

1.  die  Bestimmung  und  Form  der  Function  des  wandelbaren 
Querschnitts  Q  von  seiner  senkrechten  Entfernung  x  von  der  fest 
gelegten  Standebene  ^,  und 

2.  nach  Ermittelung  des  Ausdrucks  für  den  Rauminhalt  oder 
für  das  statische  Moment  des  Körpers  die  Einführung  der  Inhalte 
der  Grundebenen  und  passlicher  Zwischenschnitte  an  die  Stelle 
des  Abstandes  a  oder  b  und  der  Coefücienten  der  Function  des 
Querschnittes. 
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3. 

Sei  nun  der  Querschnitt  Q,  wie  hier  durchweg  vorausgesetzt 
werden  soll,  eine  ganze  algebraische  Function  seiner  senkrechten 
Entfernung  x  fob  der  Standebene  ^,  nemlich 

(1)  Q  =  -4a:"»+Ba:«+GrP +  ...., 

mit  der  Annahme»   dass  die  Exponenten  i»^  n,  p»««*«  beliebige 
reelle  positiv«  Zahlen  seien.    Dann  ist  (nach  1.) 

F=/     (^•  +  i?a?»  +  Ca:P +  ....)  da?» 

a 

foiglic!*,  weil  dlgemein  /a:'rfar=— j^j  +  Const.  Kit  positive  r  ist, 

-       (2) 
F=^(6»f»-a-+»)+^(6«+»-a«+i)+^(6i>+i-aP+»)+-.. 

(3) 

m+2  W  +  2  /?+2  ' 

mit  der  ständigen  Beziehungsgleichung 

(4)  6-a  =  A. 

Hat  man  demnach  den  Ausdruck  (1)  des  mit  x  wandelhaften 
Querschnittes  Q  aus  der  Bildungsweise  (Construction)  des  Kor- 
pers, mitbin  nebst  den  Exponenten  m,  ti,  /?,....  auch  die  Coef- 
ficienten  Ay  By  C, ....  aufgefunden;  so  wären  nur  noch  zwei  der 
Abstände  a,  b,  A,....  anzugeben  oder  zu  ermitteln,  um  danach 
Vf  FX  und  JIC  zu  berechnen.  Gewöhnlich  bedingt,  man  jedoch, 
es  seien  die  Grundebenen  g,  G  nach  ihrem  Flächeninhalt  mit  ihrem 
beiderseitigen  Abstände  h  und  sonstige  Mittel-  oder  Zwischen- 
schnitte My  üf',....  in  den  Abständen  fih,  fi'h',  ,...^h  von  der 
Grundebene  g  bekannt,  so  dass  danach  die  Bedingungsgleichun- 
gen  gelten: 

(5)  g  =  Aa^  +  Ba*  +  Cai»  + .... 
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(6)  G-Ab^^Bb^  +  C6P  +  ... ., 

(7)  Jlf =i4(Ä  +  ftA)»"  +  B{a  +  fiA)»  +  ...., 


Nach  diesen  Gleichungen  (4)  bis  (7)  wird  man  daher  die  Abstände 
o»  6  und  die  Coefficienten  Ay  B,  C,...«  durch  die  H5be  k  und 
die  Schnitte  g,  G,  JH,  M',,,„  ausdrucken  und  ihre  Ausdrucke 
in  jene  von  V  und  VX  einsetzen.  Natärlich  wird  dieser  Vorgang 
nach  der  Anzahl  der  im  Ausdrucke  von  Q  vorkommenden  Glie* 
der  sich  modificiren  (abändern)^  und  mag  hier»  bei  der  allgemein- 
sten Lage  der  Standebene  S»  blos  an  der  eingliedrigen  Form  von 
Q  erläutert  werden.  , 


4. 

Ist  Q  eingliedrig»   also 
(8)  Q  =  Ax"*, 

so  ist 


(9)  V=A 


(10)  FX=A 


m  +  l       * 

^m+2  —  umf« 


m  +  2 

(11)  g==Aa^, 

(12)  6  =  ^6'», 

und  aus  den  zwei  letzten  Gleichungen ,  verbunden  mit  der  Gleichung 
(4)y  sind  a^  bi  A  durch  h,  g,  G  auszudrucken»  was  sich»  wofern 
wir  den  Fall,  wo  m=0»  also  Q=:At  und  der  Kurper  ein  Prisma 
oder  Cylinder  ist,  als  zu  einfach  übergeben,  wie  folgt  bewerk* 
stelligen  lässt.  Aus  (11)  und  (12)  folgt,  nachdem  man  daraus  die 
mte  Wurzel  gezogen  hat, 

1 ^    _  Jt 6 — q  =  A 

VA      Vg      VG      vG^-Vg 

wonach  sich  A^  a,  b  ausdrücken  Hessen.  Anstatt  aber  ihre  Aus- 
drücke sogleich  in  (9)  und  (10)  einzuschreiben ,  multipliciren  wir 
in  diesen  mit  A^  ersetzen  Aa"*,  Ab^  durch  g,  G  und  tragen  end- 
lich die  Ausdrücke  für  a  und  b  ein,  wonach  wir  erhalten: 


i 
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kt  insbesondere  m  eine  ganze  Zahl,  wie  meistens,  so  kann 
man  in  (9)  und  (10)  den  Factor  6— a=A  immer,  und  da,  wo  der 
Exponent  gerad  ist,  sogar  V^ — a*=(6-t-a)A  herausheben;  man 
üudet  sonach: 

Ah 

und  ivenn  m-f  1  gerad  und  >2,  also  m  ungerad  und  >1  ist. 

Ah 
=  ^jjj  (6+a)  (6'»-i+6"*-'a*+^"*-"*a*+....+  ö""^)  ; 

ferner  das  auf  die  Standebene  (S  beziehliche  Moment : 

Ah 

und  wenn  7it-f2>    also  auch   m  gerad  ist. 

Ah 
=^q-2(6  +  fl)(6"»  +  6'»-«a2  +  6"-^a*  +  .  ..  +  a'"), 

und  sonacb,  wenn  Xi'=:zX — a  den  Abstand  des  Schwerpunktes 
des  Körpers  K  \on  der  Grundebene  g  bezeichnet,  das  auf  diese 
Grundebene  g  bezogene  Moment : 

»r^      ^         ^,(m+l)6"»+i— Ä'wa— 6«-ia«— ....— 6/1«— o"»+i 

YXi  =  VX  —  Vaz=:Ah 7 PtTtt r^r > 

*  (m+l)(m+2) 

oder  weil  der  Zähler  für  6=a  verschwindet,  also  durch  b  —  a^=h 
theilbar  ist,  auch 

JA^    (m+l)6«»+m6«»-^a  +  (m— 1)6«"--^aH»».»+26a>»-^  +  a«» 
'^^^  —  m+l  m+2  ^' 

In  diesen  Ausdrucken  schreiben  wir  gemäss  (13): 

m  m 

A 


m  m 


6=:V   -j,    cr=Y  -^  und  wonothigamEndenoch-^;^— =- 

^  ^  Vi!    VG-'Vg 

dann   wird: 
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(16)  v^—^iG+VlG^^+VG^ 

und   für  ungerade  m  >  1 : 

f»  m  m         "* "• "• ***  

(17)  r.Y^    ^^     CVG+Gv^^^hV<>-V+....-fjyV^ 

^  VG— V^ 


und   für    gerade  m>  0: 


m  -*  m 


VG—Vg 
endlich : 

(18) 


m  m 


^ A^  (m  +  1)  GH-m  V6?°'-^<y+ (/w—l)  V"6"»-V4-....+jy 

Erstes  Beispiel.     Für  m:=l  ist  Q=iAxy  also 

»'-Ä— 2— .     r^-g        ^_^       .     yxi—-^—^ — , 

2     GNiG£±i?!     ^_A2G+ir 

Dieser  Fall  tritt  ein:  I)  bei  einem  vierseitigen  Prisma, 
.  welches  aus  einem  dreiseitigen,  mittels  eines  zu  einer  Seitenebene 
Cr  im  Abstände  A  parallelen  Schnittes  ,9  ausgeschnitten  ^'ird,  wenn 
die  Standebene  <B  durch  die  zu  G  gleichlaufende  Seite  des  drei- 
seitigen Prisma  gelegt  ist;  2)  bei  einem  elliptischen  Parabo» 
loid,  wenn  auf  der  Axe  senkrecht  durch  den  Scheitel  die  Stand- 
ebene (£  und  an  zwei  um  h  aus  einander  stehenden  Stellen  die 
Schnitte  g  und  G  gelegt  werden. 

Zweites  Beispiel.    Bei  in  =  2  ist  Q=zAx*,  daher 
G+^TG^-^g      j,y_k\  VG  +  vg 

_     _A*  3G+2V^  +  ff      ^_,^VG  +  Vg        G  +  g 
Fx,_2.  g  .    ^-*''vG-v~gG+^rVfrg' 

_A3G+2V^J^ 
"^'"4    G+VG^+g  ' 
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Diese  Ausdrücke  gelten  för  Pyramiden  und  Kegel,  wenn 
die  Standebene  (E  durch  deren  Spitze  geflihrt  ist 


5. 

Die  Stamniausdräcke  (2)  und  (3)  des  Rauminhaltes  und  Mo- 
igentes  eines  Körpers  der  in  Rede  stehenden  Gattung  werden  wir 
offenbar  wesentlich  vereinfachen,  wenn  wir  die  Integrations- 
grenzen, mit  Bewahrung  ihres  Intervalls  (Zwischenraums)  6— a=A, 
derroassen  abändern,  dass  die  untere  entweder  Null  oder  die  nega- 
tive obere  wird,  nemlich  wenn  wir  die  Standebene  (B  efitweder 
mit  der  unteren  Grundebene  f/  zusammenfallen  oder  durch  die 
Mitte  der'  Höbe  h  gehen  lassen.  Hiebei  darf  jedoch  nicht  verges- 
sen werden^  dass  wenn  der  Ausdruck  des  Querschnittes  Q  durch 
seinen  Abstand  a:'  von  einer  gewissen  ursprunglichen  Standebene 
V  t^ekannt,  namentlich 

Q  =  Ax'^  +  Bx'^^Cx'v  +  ....zizfXx') 

ist  und  hierbei  die  Exponenten  m,  n,  p,....  fallend  gereiht  sind, 
man  beziehllch  einer  ihm  um  c  näheren  Ebene  (B>  von  welcher 
er  um  or  =  j;'  —  c  absteht,  hiernach  nur  x'  =^c  ■{■  x  einzusetzen 
haben  wird,  um  den  auf  diese  neue  Standebene  S  bezfiglichen 
Ausdruck  des  Querschnittes 

e=  ^(c+ar)«  +  B{C'\-xy  +  Cic-^-x^P  +  ....  =  fic-i-x) 

zu  erhalten. 

Sind  hier  die  Exponenten  tu,  n,  p,....  nicht  insgesammt  ganz, 
so.  ist  bei  solchem  Umtauch  der  Veränderlichen  nichts  zu  gewin- 
nen, weil  die  Reihe  der  Entwickelung  des  Q  nach  Potenzen  von 
X  nicht  abbricht.  Hingegen  wenn  Q  ursprünglich  schon,  also  für 
was  immer  ftir  eine  Standebene  ^',  eine  ganze  rationale  Func- 
tion von  x*  ist,  wird  auch  sein  neuer  Ausdruck  eine  eben  solche 
Function  von  o?,  und  zwar  vom  selben  mten  Grade  wie  der  frohere, 
nemlich  von  der  Form 

Q  =  Cmx^+  C«-ia:"»-i  +  ....  + CiX  +  Cq. 

Die  Berechnung  dieser  Coefficientenreihe  aus  der  Stammreihe 
Ay  B,  C ....  kann  entweder  durch  Ausführung  der  angedeuteten 
Potenzirungen  oder  bei  höherem  Grade  (???)  nach  dem  von  roif  in 
meiner  Bearbeitung  des  ersten  Bandes  von  Vega's  Vorle- 
sungen über  Mathematik,  1838  und  1850,  §.286.  gelehrten 
zusammenhängenden  Rechnungsznge  ausgeführt  werden. 
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A.  Ziehen  viir  demnach  zuvörderst  den  Sonderfall  in  Betrach- 
tung, wo  wir  die  Abstände  a:  der  Parallelschnitte,  also 
auch  den  Abstand  .a:i  des  Schwerpunkts  des  zu  erforschenden 
Korpers  K  von  dessen  Grundebene  g  an  zählen.  Daronss 
in  unserer  allgemeinen  Forschung  (Art. 3.)  a=0>  also  b=zh,  mit- 
hin, weil  für  x=a  =  0  der  Querschnitt  Q  in  ^  übergeht,  w=0 
und  A=g  sein;    folglich  ist  dieser  Querschnitt  noch  allgemein: 

(19)  Q  =  A  +  Bx''+Ca:P  +  ,...,    mit  ^  =  (7, 
der  Rauminhalt 

(20)  ''=A(i'  +  ^+^+-). 
dann,  indem  man  JT  in  Xi  vertauscht,   das  Moment: 

und  die  zweite  Grundebene 

(22)  G  =  g^Bh^  +  Chv  +  .... 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  ein  Glied,  Bh^y  bestimmen 
und  seinen  Ausdruck  Bh^=zG — g  —  (OftP +  ....)  in  die  vorher- 
gehenden einsetzen,  wodurch  man  erhält: 

(■24)    r.,  =  *.(i"x±|e_j_j^_a,_....). 

Diese  Ausdrücke  sind  demnach  vollständig  durch  g  and  G  be- 
stimmt,  wenn 

I.  des  Querschnitts  Q  Ausdruck  nur  auf  zwei  Glie* 
der  beschränkt^  also 

(25)  Q=A+  Bx^ 

ist.    Denn   da  ist  C=:D  =  ....=0,   also" 

(26,  ''=*"i|f  • 

Setzt  man  abkürzend 
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(28)  ?£±^=„ 
K^)                                ■    „^2    -y. 

so  wird 

(29)  V=hf. 

und  y  ist  ein  arithmetisches  Mittel  der  CrundebeDen  g  und  G, 
welches  fiSr  n=l  mitten  inne  zwischen  beideii,  fOr  n>l  aber 
iiSher  an  g  als  an  G  steht.    Setzt  man  dann  eben  so: 

SO  wird 

(31)  F^i  =  yr, 

und  es  ist  F  ebenfalls  ein  arithmetisches  Mittel  zwischen  g  und 
G;    aber  weil  noch 

^  ^-   («  +  !)  +  ! 

I 

gestellt  werden  kann,  ist  Paucb  ein  arithmetisches  Mittel  zwischen 
y  und  6,  welches,  weil  n-{-l^l  ist,  immer  näher  an  y  als  an  Cr  liegt. 

II.    Wenn  ferner  Q  dreigliedrig  sich  darstellt,   also 

(32)  Q  —  A  +  Bx^  +  CxP 

ist,  und  wenn  hierin  p>72>0  ist,  so  muss  zur  Bestimmung  Ton 
ChP  für  die  Ausdrucke  (23)  und  (24)  noch  ein  Zwischenschnitt  M 
im  Abstände  fiA<A  von  g  geführt  werden,  und,  weil  A=g  ist, 
erhält  man  für  ihn:      ^ 

(22)  31z=g  +  fi^.Bh^  +  ia>.ChP, 

womit  man  .noch 

(22)  G  =  g  +  Bh^+ChP 

verbindet.    Aus  beiden  Gleichungen  findet  man  sofort: 

ft« fiP 

und  die  Ausdrücke  (23)  und  (24)  werden  mit  Beachtung  der  Satzun- 
gen (28)  und  (30) : 

(33)  ^='^(y-(n/inp+Ty^''^^' 

(34)       Fo:. = Ä«(|'  ^  j^rmh^)  •  ^*')- 
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Zur  ferneren  Umvrandlung  von  ChP  für    T  setzen  vrir   darin 
nach  (28) 

G-^^(«  +  l)(y-^), 
und   da   wir  hiernach 

(35)  CTp-(^  +  ')f^"y-^^-[(^-H)f*''-% 

fA« flP 

erhalten,  setzen  wir  abkürzend 

f)  —  n 

(36)  (n  +  l)it"  — 1=2,    ;^ — r~i\/     .  i\/  « ;^=7» 

und  finden 

(37)  V  ^  h[qM  +  iqg  ^r{}-q-iq)yl 

Zur  Umwandlung  von  ChT  für    F.Tj  setzen  wir  hingegen  darin 
gemäss  (30): 


w+2 
6-9  =  "^  {r-g). 


und  da  wir  hiernach 


finden,  setzen  wir  abkürzend: 

(39)  („  +  2)r-2=£',    („^2)(p;2)(^"-f^)  =  'y'' 
und  erhalten: 

(40)  Far,=~[2^'iI!/  +  iV^  +  (l-2^'-2'^')r|.     • 

In  (37),  dem  Ausdrucke  des  Körperinhaltes,  ist  der  zu- 
sammengesetzte Factor  ein  arithmetisches  Mittel  der  Flächen 
Mi  g  und  y,  wenn  ihre  zu  1  sich  ergänzenden  Multiplicatoren 
qj  iq,  1  —  ^  —  iQ  allesammt  positiv  und  <1  sind.  Da  das  Ver- 
hältniss  fi  noch  willkürlich  ist,  wird  es  zur  Vereinfachung  dieses 
Ausdruckes  (37)  am  Einfachsten  sein,  g  oder  y  herausfallen ,  also 
i  oder  l'^(i  +  l)q  verschwinden  zu  machen,  folglich  im  ersten 
Falle 

(41)  (n  +  l)^»=:l,    fi»=:j~ri 
zu  setzen;    dann  ist 

(42)  F=AfyiIf+ (1-V)y] 
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und  hierin  die  mit  h  miiltiplicirte  Fläche  ein  arithmetisches  Mittel 
von  M  und  y,    wofern  in  (36)  die  Zahl,  q  zwischen  0  und  1  fallt 

Auch  kann  man^  weil  9  =  ]  —  (1  — 9)  ist,  schreiben: 

(43)  F=/iilf+(l— 9).Ä(7-Ü/). 

Im  anderen  Falle  soll  (i-f  1)9 — 1  =  0  sein,  welches  nach 
(36)  durch 

(44)  ^-  =  5±{ 

erfällt  wird,  und  zufolge  (37)  ist  dann: 

(45)  V=h[qM-[-{\--q)g^^hM-\-{l^q)M9-M). 

In  beiden  Fällen  kann  man  fSr  die  Werthe  von  n^  p,  fi,  i,  q 
noch  Vxi  nach  (34)  berechnen,  indem  man  darin  für  P  und  ChP 
die  gemäss  (30)  oder  (30)  und  (35)  sich  ergebenden  Ausdrucke 
durch  gy  jf  M  einsetzt. 

In  (40),  dem  Ausdrucke  des  statischen  Momentes,  ist  der 
zusammengesetzte  Factor  ein  arithmetisches  Mittel  der  Flächen 
Mf  g,  r,  wenn  ihre  zu  1  sich  ergänzenden  Multipiicatoren  2q'p 
tq'  und   1  — 29' — i'q'  allesammt  positiv  und    <1  sind. 

Da  das  Verhältniss  [i  noch  willkürlich  ist,  wird  es  zur  Ver- 
einfachung dieses  Ausdruckes  (40)  am  einfachsten  sein,  g  oder  F 
herausfallen^  also  i' =  0  oder  1  —  (£'  +  2)^'=0  zu  machen,  folg- 
lich im  ersten  Falle 

(46)  »»"  =  ^2 
ZU  setzen;    dann  ist 

(47)  rxi  =  h^[2q'M+(l-2q')y]  =  lfiM+(l-2q').h^(y^M% 

und  darin  die  mit  h!^  multiplicirte  Fläche  ein  arithmetisches  Mittel 
von  M  und  y,  wofern  nach  (39)  die  Zahl  2q'  zwischen  0  und  1  föllt. 

Im  anderen  Falle  soll  (t'*f  2)9'— >1=0  sein,  welches  nach 
(39)  durch 

(48)  fU>-  =  ^t| 

erfSlIt  wird,    und  gemäss  (40)   ist  dann: 

(49)  Fori  =  K[2q'M  +  (1  -  2q')g]. 

In  beiden  Fällen  kann  man  für  die  Werthe  von  n,  p,  (i,  i',  q' 
noch  V  nach  (33)  berechnen,    indem  man  hierin  für  y  und  ChP 
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die  gemäss  (28)  and  (38)  sich  ergebenden  Aasdrücke  durch  g,  F,  M 
einsetzt. 

Anwendung.    Wenden  wir  diese  Ergebnisse  auf  etliche  Bei- 
spiele an. 

1)  Zum  Querschnitte  Q=  A  -t-  Bac  findet  man  (wie  im  ersten 
Bebpiele  des  4.  Art): 

r  — A     2     »     '^^i— 2       3      •    ^^'    g+G 

2)  Zum  Querschnitte  Q:=A  +  Ba!^  erhält  man: 

3)  Zum  Querschnitte  Q=.  A'\-  Bx^  ergeben  sich : 
F-Ä— ^p- ,     Fa;|=Äa __,    ^^^^A-^^-g-. 

4)  Für  den   viel  verbreiteten  Querschnitt    Q^^A^Bx^Ca^ 
nimmt  man  entweder  nach  (41): 

a.    die  Zahl    fA=!»    d.  i.  man  fuhrt  den  Schnitt  ilf  mitten 
zwischen  g  und  G,  und  findet   y=: — o~^» 

Ifi  G+29t       _A  i£±M hG  +  m 

ß.    oder  man  nimmt  fi^}  nach  (44)   und  erhSlt: 


r 

9 


»'«i— 2*  12  '    ^^—Q       Z3J+g      =2  äSTf 

# 

_A«  zia+r       „_^G+g, 

y.    oder  man  wählt  fi  =  f  nach  (48)  und  findet: 
16M+6g-3G  _   SM+y  „,,    ._8j)r-3G  _A«  8ilf+^ 

_        ,        6«^g        _h8JI/  +  g 
*»  -*I6«  +  5^~3e  -  2  510+/' 
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7. 

Es  lässt  sieb  nun  leicht  erachten ,  dass  diese  Beispiele  ins 
Unbestimmte  vermehrt  werden  konnten  ^  weshalb  wir  uns  blos  auf 
die  hier  vorgelegten  beschränken,  dagegen  es  fOr  nicht  unange- 
messen halten,  die  Benützurig  der  in  verschiedenen  Abständen  zu 
fllhrenden  Mittelschnitte  M  und  der  mancherlei  arithmetischen 
Mittel  y,  F  der  Grundebenen  g,  G  in  einer  allgemeineren  und 
s^^mmetrischen  Weise  darzulegen. 

I.'  Hierzu  nehmen  wir  erstlich  betreffs  des  Rauminhaltes 
die  Gleichung 

in  Verbindung  mit 

(22)  G  =  g  +  Bh^  +  a^, 

(22)  M  —  g  +  (i^Bh^  +  iiPChP 

10  Betracht«  indem  wir  letztere  mit  den  vor  der  Hand  unbestimm- 
ten Multipücatoren  k  und  X  multipliciren  und  von  der  ersteren  ab- 
ziehen, sonach  im  Unterschiede  die  Glieder  mit  Bh^  und  CliP  dadurch 
verschwinden  machen,  dass  wir 

(50)  ,c  +  ^fi«  =  ^^,    ,c  +  VP  =  — j 

bedingen,  und  endlich  noch  der  Gleichförmigkeit  halber 

(51)  1  — x--A  =  Ö 
setzen,   wonach  wir  erhalten: 

V 

(52)  jz=zeg+KG  +  lM 

und 

I 

(5i)  Ö  +  x+^  =  l, 

F 

zum  Zeichen,    dass    -r-  ein   arithmetisches  Mittel  von   g,  G,  M 

ist,  wenn  d,  x,  l  gleichstimmig  sind. 

Im  Ausdrucke  (52)  kann  nun  M  nicht  fehlen,  also  keinesfalls 
;t=0  werden,  weil  sonst  in  (50)  %  zweierlei  Werthe  erhielte,  da 
n  und  p  verschieden  sein  müssen.  Dagegen  kann  G  oder  g  ent- 
fallen,  also  x=0  oder  auch  d=0  werden.^ 
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a)  Soll  G  wegfallen,  also  x  =  0  sein,  so  muss  gemäss  (50), 
wenn  getheilt  wird, 

yjjv  w+1 

.     (44)  '»'•-"  =  ^1 

gesetzt  werden,    und  man   erhält: 

(53)  A=r,     ,\.    ^z=z,     /„    ,,    0  =  1 -iL,, 
endlich 

(54)  j=(l~%  +  Ayif. 

b)  Soll  g  wegfallen,  also  0  =  0  werden,  so  findet  man 
aus  (50)  und  (51),  indem  man  x'und  A  daraus  verdrängt,  für  fi 
die  Bedingung 

1  1  1  +  - 

1  — /aP      w+1       p    _     ■  w 

(55)  1 ~  = . r-Ti  =  — — ,-  9 

1—^"         n      p+1  1 

sohin 

(56)  J=(H-^)(l-^")=(H-i)(l-^),    «  =  l-i, 

und  endlich : 

(57)  ~  =  (l  — A)«  +  it^. 

« 

V 

c)  Man  kann  aber  auch  aus  -r  sowohl  g  als  G  ausmer- 
zen und  dafür  eine  Hilfsfläche  von  dem  Ausdrucke 

(58)  mG  +  (l— »i)^  =  y 

einführen ,  welche  ein  arithmetisches  Mittel  der  Grundebenen  g  und 
G  ist,  falls  die  willkürliche  Zahl  m  zwischen  0  und  1  gewählt 
wird.  Hierzu  multipliciren  wir  diese  Gleichung  (58)  'mit  dem  un- 
bestimmten Multiplicator  q,  addiren  sie  zur  Gleichung  (52)  und 
stellen  in  der  Summe  die  Coefficienten  von  g  und  G  beiderseits 
des  Gleichheitszeichens  einander  gleich,  nemlich 

(1— m)^  =  d,     mp  =  ic; 
folglich 

Demnach  muss  sein : 

Theil  XXXIIl.  10 
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e     __  %     e  +  n 


^      1  —  m       m  1 

und   sofort  ist: 

(59)         '  -^=(1  — ;i)y  +  Ailf. 

Da  man  hierbei  die  Zahl  m  frei  wählen  kann,  so  frSgt  es  sieh» 
flir  welche  Werthe  von  (i  diese  EinfShrung  von  y  geschehe.  Hierzu 
setzen  wir  den  Ausdruck  K=m(l  —  l)  in  die  Gleichungen  (60), 
schaffen  daraus  X  weg  und  erhalten  für  (i,  und  danach  auch 'für  A,, 
die  Bestimmungsgleichungen 

ft"  —  m  fiV  —  m  fi" — fiP      1 


— m       ■  .  » — m 


ii  +  l  />  +  !  w+1     p  +  1 

^enen  zufolge  dann  nach  Obigem 

d=:(l— m)(l— A),     x  =  m.(l~;i) 
bestimmt  wird. 

d)  Endlich  konnte  man  wohl  auch  im  Ausdrucke  (52),  nachdem 
er  genügend  vereinfacht  worden >  för  jedes  beliebig  gewählte 
Verhältniss  fi  geradehin  die  Hilfsfläche 

Qg  +  TiG 

einfiihren,    indem  man   0«^  + x6r  =  (^+Ä)r=(l —^)r  einsetzt  und 
sofort  findet: 

(60)  j  =  (l'^X)r+XM, 

II.  Betrachten  wir  nun  andererseits  in  Bezug  auf  das  sta- 
tische Moment  die  Gleichung 

(21)  TÄ^  =  7+-roi5An  +  -4-.  CÄP 

wieder  verbunden  mit 

(22)  G  =  g+ßhn  +  ChP, 
(22)                        3i=g  t-fin.  Bh^  +  ftP .  CAp; 

so  miiltipliciren  wir  die  letzteren  mit  den  vorerst  noch  unbestimm- 
ten Zahlen  x'  und  X',  ziehen  sie  von  jenen  ersteren  ab  und  setzen 

0 

"(61)  «'  +  iV=^.    K'  +  iVP=^2' 

(62)  1  — x'  — r  =  «9'. 
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um  zu  erhalten: 

(63)  ^»  =  Ö>  +  «'G  +  i';if 

mit 

(64)  ö'  +  «'  +  r==i, 

woraus  zu  ersehen,  dass  6'g  ■\-WG-\-V M  ein  arithmetisches  Mit- 
tel von  g,  G,  Rf  ist«  wenn  6',  x',  X'  gleichstimmig  sind. 

Auch  in  diesem  Ausdrucke  (03)  kann  M  nicht  fehlen,  folglich 
keinesfalls  A.' =  0  sich  ergeben,  weil  sonst  in  (61)  k'  zwei  un- 
gleiche Werthe  annähme.  Hingegen  kann  G  oder  g  herausfallen, 
also  »'  =  0  oder  Ö'=0  werden. 

et)  Soll  G  wegfallen,  also  x'=0  sein,  so  muss  den  Glei- 
chungen (61)  gemäss 

(65)  <*'-"  =  j;T2 

angenommen  werden,    und  man  erhält: 


und 


Vxx_ 


|3)  Soll  (7  wegfallen,  also  d'  =  0  werden,  so  findet  man  aus 
(61)  und  (62)  für  ft  die  Bestimmungsgleichung 

/fiß^  1  — fiP_n+2   _^ 

(6»)  r:-";?~-ir>+2' 

sohin 

(69)  ^,=(H-?)(l-,t«)=(l  +  |)(l-,tP),    x'  =  l-V 
und 

(70)  -T^'=(l-V)G  +  Vyl!#. 

y)  Will   man   in   den    Ausdruck  von  -jr^  anstatt  G  und  g  die 

Hilfsfläche  y  nach  der  Gleichung  (58)   einfuhren,   so  findet  man 
ähnlich  wie  in  I.  c)  ffir  fi  und  U  die  Bestimmungsgleichungen 

/TIN  fi^-wi    _    fiP  —  m  fi»  — fiP  1 

(71)  •  2  "^2  ~"2  2"-A" 


n+2"""*     p+2      ^     n+2      p  +  2 
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140-^at%ha:  Zur  Bestimm»  der  Rauminh,  u, Schwer pvnkte  vonKörp, 

m 

dann  ^ 

(72)  d'  =  (l-m)(l  — V),    x'  =  m(l  — A'). 
und  eadiich: 

(73)  ^^=ri-i')y  +  A'^. 

S)  Soll  in  dem  Ausdrucke  (63)  geradezu  die  Hilfsfläche 

eingeführt  werden,   so  erhält  man  sofort: 

Es  mochte  nur  noch  zu  bemerken  sein,  dass,  sobald  fi  gemäss 
einer  seiner  Bestimmungsgleichungen  aus  den  Werthen  von  n  und 
p  ausgerechnet  ist,  für  F  die  Coefficienten  6,»,  k  nach  den  Glei- 
chungen (50)  und  (51) 9  dann  für  Vxi  die  Coefficienten  6' ,"  k' ,  V 
nach  den  Gleichungen  (61)  und  (62)  zu  suchen  und  gehörigen  / 
Ortes  einzustellen  sind. 

Beispiel.     Der  Querschnitt  sei    Q=^  A -^  Ba: -j- Cx^,   also 
n  =  l,  /?  =  3,  und  im  Ausdrucke  von    F  soll  G  nicht  vorkommen, 

dann  ist  nach  (44)  fiz=—^,  daher  gemäss  (53)  ^=775  und  nach  (54) 


Ferner  ist 


also 


r=A^^^^+J'. 


«'-2       ,,_8v:2  13-8  v/2 

15'    *  -   15   '    *^  —        15 


_A»   (l3-8v2)5r  +  2Gf  (8v2)il/ 


15 

und  dabei  ist : 

„_  .  .   Bh        Ch^ 
^-^+ V2  +  2V2* 


8. 


B.    Noch  einfacher  gestalten  sich  die  Rechnungen  und  Aus- 
drücke,   vrenn  man  die  Standebene  S  durch  die  Mitt«  der 
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Hube  des  Korpers  legt>  die  Mittenebene  sein  lässt.  Hier  wird 
fl= — ö-= — k  und  6  =  '5=Ä,  wenn  man  in  den  Zwischenreebnun- 

gen  die  halbe  Hübe  h  mit  k  bezeichnet;  und  am  AufTallendsten 
werden  die  Vereinfachungen  der  Endergebnisse  sich  bewftbr^D» 
wenn  der  Querschnitt  Q  des  Körpers  eine  ganze  rationale 
Function  des  Abstandes  x  ist.  Zur  rascheren  Uebersicht  schei- 
den wir  in  Q  die  Potenzen  von  x  mit  geraden  Exponenten  Fon 
jenen  mit  ungeraden  Exponenten^  indem  wir  setzen: 

(74)  Q  =  EAmX^'  +  ZBnx"^^^ , 

und  hierin  das  Summenzeichen  auf  den  schrittweisen  Durchlauf 
von  m  und  n  durch  die  ganzen  Zahlen  0>  ],  2,  3»....  beziehen. 
Da  ist  denn 9   wie  leicht  zu  sehen: 

-fr 

*  

und  wenn  £  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Ebene  (£ 
vorstellt»  das  Moment 

oder  wenn  man  durch   "Ik^^^h  und  ^k^^=i\h^  theilt: 

(75)  j=zS,j^  =  Ao+lAk^  +  i^2f^+.:' 

(76)  g=2:^^^=JßoÄ+iÄiAH4B,AH 

woraus  als  bemerkenswerth  erhellt,  dass  im  Ausdrucke  des  Raum- 
inhaltes V  nur  die  Coefficienten  Aq,  Ai,  A^,,,.,  der  geraden, 
und  im  Ausdrucke  des  Momentes  Vxi  blos  die  Coefficienten 
Bq,  Bi,  B^,  >••*  der  ungeraden  Potenzen  von  ^  in  Q  vorkommen. 

Dabei  ist  für  a:  =  —  /:  und  x=  +  k: 
g  =  ZAm  k^^  -  ZBn  k^^K     G  =  2  Am  k^^  +  EBn  Ä«"  1^ , 
also 

(77)  ZAmU^^^^^^,    £B„k^P^^^~^' 

Denkt  man   sich  noch   in  der  Mitte  zwischen   den  Grundebe- 
nen den  Mitten  schnitt  J/,    so  ist  dafür  a;=:0,    daher 
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Darch  diese  beiden  Grandebenen  g,  G  und  den  Mittenschnitt 
M  konnte  man  drei  der  CoefQcienten  A  und  B  bestimmen  oder 
beziehungsweise  aus  den  Ausdrücken  von  V  und  Vxi  heraus- 
sdiaffen.  Wären  in  Q  noch  mehr  Coefficienten  vorhanden,  so 
wfirde  man  noch  weitere  Zwischenschnitte  M,  W ,  W, ....  in  den 
Abständen  x=:(ik,  fi'k,  yJ'ky,»,,  <A  führen  und  durch  sie  noch 
eben  so  viel  Coefficienten  verdrängen. 

Fuhrt  die  Veränderliche  x  im  Ausdrucke  von  Q  nur  gerade 
Exponenten f  sind  also  alle  Coefficienten  B  Null,  so  fallen  jede 
zwei  beiderseits  der  Mittenebene  ^  in  gleichen  Abständen  geföbrte 
Querschnitte  gleich  aus,   folglich  ist  auch 

ferner  ist    F|  =  0,   also  auch  ^=0. 

9. 

Betrachten  wir  einige   besondere  Fälle. 

A.    Ist  Q  sweigliedrig,    und  zwar 

1)  Q—A^\A^x^, 
•o  ist 

A^  =  M,    A„k^  =  g-M    und     r  =  A^jt^^,    |  =  0. 

2)  Ist  Q  =  ^o  +  ß«a:*"+*.  so  bat  ">»•' ^ 
daher 


3)  l8t  Q  =  Am-i-^'"  +  An«*"**   und   dabei  »»  ^  I ,  so  ist 

daher 

^~2Jm-1      2~'     '^^-4  2» +3'     «-2n  +  3  2G  +  5r' 
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B.    Ist  Q  dreigliedrig  und  innilchst 
1)  Q  =  Jo  +  ^««**+*na7*«+S 

80  ist: 

und  danach 

'-=** +5rM  B--  «h'^-^TT- 


^^^  2  2(2n+3)'    ^"-2n  +  3  2 


G-£ 


G-j-g  +  imM 


Erstes  Beispiel.  Hierher  gehört  besonders  der  Fall,  wo 
der  Querschnitt  durch  ein  vollständiges  Trinom  z\veiten 
Gradei^  ausgedruckt  wird,  nemlich  7/1  =  1,  n=0  und 

(78)  Qz=Ao  +  AxX^+Boa:=Aoi'BQ:c^AiX^ 

ist.    Hierfiir  ist 

(80,  »-1=1'^.    1  =  4  ff^^- 

Zweites   Beispiel.    Bleibt  m=l  und  wird  n=l,   sonach 

SO  wird  ebenfalls: 

Bemerkung.  Es  föllt  hier  sogleich  in  die  Augen,  dass  der 
Ausdruck  des  räumlichen  Inhaltes  F  derselbe  bleibt,  wenn 
bei  derselben  Zahl  m  was  immer  für  Glieder  mit  ungeraden 
Exponenten  im  Ausdrucke  von  Q  stehen.    So  ist  demnach  auch  fiir 

Q  =  A^  I  AmX^^  +  SBnX^^^^ 

=  i4o  +  ^ma:««  +  B^x  +  i9,a:»  +  B^x'^  +  B^x^  +  . . .. 
des  Körpers  Inhalt: 


''=«+srn(-f-'-'*)' 
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and  insbesondere  bei  m:=l  ist  för 

Q  =  ilo  +  ^,ar*  +  Äo^r +  !?,«•  +  B^  +  ÄsJr'^  + .... , 
worin  der  Sonderfall 
•    (81)  Q  =  Ao^A^z^^B^^B^x^ 

in  welchem  der  Querschnitt  darch  ein  vollständiges  Quadri- 
nom dritten  Grades  ausgedruckt  vrird^  mit  einbegriffen  ist, 
wie  oben  des  Körpers  Inhalt: 

(79)  F=A^±^±i^=Ailf+|(^-5_il/). 

Sucht  man  zu  solch  einem  Kurper    noch    dessen  statisches 
Moment,    so  ist  für  selbes  nach  (76): 

sonach  benutzt  man  einen  Zwischenschnitt  VÜ  im  Abstände 
:r  ==  fiA;  =  fi  ä  ^on  der  Mittenebene  (B,  nemlicb 

m  =  Jo  +  f**^i  ^^  +  {^Bak  +  |i*«Äi  Ä» , 
und  findet  nach  den  Gleichungen  (77) : 

und  Jetzt  noch: 

Sucht  man  ans  den  beiden  letzten  Gleichungen  die  Ausdrficke  von 

BJt  und  Bik^  und  stellt  sie  in  -q^  ^^^9  so  erhalt  man  nach  eini- 
gen leichten  Umstaltungen :  . 

Hier  gewahrt  man  auf  der  Stelle,  dass  dieser  Ausdruck  sich  um 
ein  Glied  verkürzt,  wenn  man  fi  entweder  =1  oder  =  —  f  wählt 
Fährt  man  nemlich   im   Abstände   x^  ^kk=^\k   über  der  Mitten. 
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ebene  ^,  also  in  der  Entfernung  fi^  =  ^    unterhalb    der    oberen 
Grundebene  G  den  Zvriscbenschnitt,  so  ist  selber 

und  das  Moment  in  Bezug  auf  die  Mittenebene: 

(83)  ^.^=ä-%25I^+5Lt:^). 

Fuhrt  man  dagegen  im  Abstände  a:==iik=^ — |A;.  unter  der  Mitten 
ebene  (B,    also   in  der  Entfernung  |A;  =  ^ .  oberhalb    der    unteren 
Grundebene  g  den  Querschnitt,  so  ist  derselbe 

und  das  gesuchte  Moment  in  Bezug  auf  die  Mittenebene 
(84)  F|=  j  (2  — ^—  +  — g— ). 


10. 

Nachdem  wir  bisher  die  Berech nungsn^eisen  der  Rauminhalte 
und  statischen  Momente  bei  den  im  Eingange  beschriebenen  Kor- 
pern sowohl  allgemein,  als  apch  insonderheit  für  solche  Fälle, 
wo  die  wandelbaren  Querschnitte  derselben  ganze  rationale  Functio- 
nen ihrer  jedesmaligen  Entfernungen  von  einer  festen  Parallelebene 
sind,  auseinander  gesetzt  haben;  wollen  wir  nun  mancherlei  Arten 
solcher  Körper  kennen  lehren.  Hierbei  werden  wir  zur  Abkur^ 
zung  der  Rede  derlei  Körper,  jenachdem  ihre  Querschnitte  alge- 
braische Functionen  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten....  Grades 
sind,  Körper  erster,  zweiter,  dritter,  vierter, ....  Ordnung  nennen. 

Von  den  Körpern,  welche  in  der  Elementar -Stereometrie  be- 
trachtet zu  werden  pflegen,  sind  die  Pyramiden  und  Kegel, 
sowohl  ganze,  als  abgestutzte,  dann  die  Kugeln  mit  ihren  Ab- 
schnitten und  Parallel  -  Ausschnitten  (Kugelplatten  oder  -Scheiben), 
.bekanntlich  von  der  zweiten  Ordnung;  und  die  Prismen  und 
Cylinder,  deren  Querschnitte  überall  dieselben,  folglich  vom 
nullten  Grade  sirid,  müssen  sonach  der  nullten  Ordnung  bei- 
gezählt werden.  Ein  Paar!  Körper  erster  Ordnung  Kaben  w'ir  im 
ersten  Beispiele  des  4.  Artikels  angefahrt. 
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Befrachten  wir  daher  gegenwfirtig  vor  Allem  die  sehr  gewuho« 
liehen 


A.    Hdrper  zweiter  Ordnaii^. 

* 
Ihre  Querschnitte  sind  demnach  in  der  Form 

Q  =  ^  +  fio?  +  Cr «  =  i^o  +  ^1  «*  +  Äox 

begriffen  (Art.  6.»  Beisp.  4.  und  Art.  9.,  1.  Beisp.  Form.  (78))  und  der 
KSrperinhalt,  so  wie  das  statische  Moment  derselben  wird  nach 
den  dortigen  Formeln  berechnet»  von  denen  die  folgenden: 


(79) 


F==>iJ/fiÄ(^t^-.v)  =  A^±i^; 


(80)       { 

^i  —  ^G  +  g  +  iM*    ^'^2G+g^4Jli 
sehr  fördersam  sind.    Hierher  geboren  zuvorderst 

1.    die  Ellipsoide  und  Hyperboloide, 

namentlich  1.  das  ganze  von  einer  einzigen  gewölbten  Fläche  um- 
schlossene Ellipsoid,  theils  mit  seinen  Abschnitten  (Segmenten), 
theils  mit  Parallel  -  Ausschnitten ,  deren  Grundebenen  zu  einer 
Axe  senkrecht  sind;  2.  das  einmSntlige  Hyperboloid  in  Verbin- 
dung mit  einem  Paar  auf  einer  Axe  senkrechter  Begrenzungs- 
ebenen; 3.  eine  Abtheilung  des  zweimSn tilgen  Hyperboloides 
mit  einer  solchen  Grenzebene,  oder  eine  Scheibe  desselben  zwischen 
zwei  derlei  Ebenen.  Bekanntlieh  sind  diese  Flächen  in  der  allge- 
meinen,  auf  ihren  Mittelpunkt  und  ihre  Axen  bezieblichen  Gleichung 

enthalten,  und  zwar  ist:  beim  Ellipsoid  a:=:l,  ß^^l;  beim 
einmäntligen  Hyperboloid  o=  — 1,  j3=];  beim  zweimänt- 
ligen   «=  —1»  ß=  —  !•    Daraus  folgt: 

zum  Beweis,  dass  jede  zur  o:- Axe  senkrechte  Ebene  jegliche  solche 
Fläche  in  einer  Ellipse  schneidet,  die  sonach  auch  der  der  Ab- 
scisse  X  entsprechende  Querschnitt  Q  ist.     Seine  der  2=0  zu- 
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/?— a  -2»  die  der  ^=0  zugehörige 
dagegen  z^zszcy  ß  —  ^-^,   mithin  der  elliptische  Querachuitt: 


:r« 


Sonach"  können  alle  derartige  Körper,  aU  der  zvieiten  Ordnung 
angehörig,  so  wie  auch  insbesondere  die  Uradrehungskorper  ihrer 
Aft  nach  obigen  Formeln  berechnet  werden,  was  wir  hier  jedoch 
nur  andeuten  wollen. 


11. 

II.    Koppe 's   Obelisken. 

Von  den  eckigen  Körpern  gehören  hierher  die  von  Koppe 
(nach  Beuth)  so  genannten  Obelisken,  ein  höchst  bemerkens- 
wertbes  Geschlecht  häufig  vorkommender  Körper.  Ein  Obelisk 
wird  von  zwei  parallelen  Vielecken  und  einer  Reihe  an  einander 
hängender  Trapeze  begrenzt,  von  denen  ausnahmsweise  einzelne 
wohl  auch  Parallelogramme  oder  Dreiecke  sein  können.  Die 
Querschnitte  desselben  haben  ihre  in  einerlei  Seitenebene  gele- 
genen Grnndkanten  parallel,  also  ihre  VITinkel  mit  den  parallel 
gestellten  Winkeln  der  Gnmdebenen  gleich.  Hier  mag  es  genü- 
gen, zu  zeigen,  dass  jeder  Obelisk  ein  Körper  zweiter  Ordnung 
ist,  da  wir  wegen  des  Weiteren  und  Einzelnen  auf  die  in  der 
Einleitung  genannten  Abhandlungen  und  Lehrbücher  verweisen 
müssen. 

Seien  nun  A^  B  irgend  ein  Paar  Strecken  (Seiten,  Diagona- 
len, Höhen  u.dgl.)  der  einen  Grundebene  G  eines  Obelisken  und 
a  der  Winkel  beider,  so  wird  der  Flächeninhalt  dieses  Vieleckes 
aus  lauter  Producten  von  der  Form  AB((a)  zusammengesetzt,  wenn 
r(a)  eine  gewisse  vom  Winkel  a  abhängige  Function,  bald  1 ,  bald  i, 
bald  sina  oder  4sio<<  vorstellt.     Daher  kann  man 

G=S.AB((a) 

setzen,  wofern  man  das  Summenzeichen  5  auf  die  Zusammenfas- 
sung aller  nöthigen  ähnlich  gebildeten  solchen  Producte  hinweisen 
denkt.  Eben  so  seien  a,  6  das  Paar  der  A,  B  parallelen  oder 
gleich  lägigen  Strecken  der  anderen  Grundebene  g^  ihr  Winkel 
also  gleichfalls  a,  folglich  das  dem  Producte  AB^a)  entsprechende 
Product  =<i6f(cif),  und  sohin 

^  =  ^.o6f(<v). 
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Eodlich  sei  x  der  Abstand  eines  Querschnittes  Q  von  der  Gruud- 
ebene  g  und  seine  zu  deq  vorigen  parallel  laufenden  Strecken 
a'y  6' 9  so  wie  h  die  Höhe  des  Obelisken,  so  findet  nian^  weil 
einerseits  die  Parallelstrecken  A^  a' ,  a  und  andererseits  die  Pa- 
raileistrecken  B,  b' ,  b  ]e  zwischen  einem  Paar  Kanten  (Geraden) 
liegen,  leicht  die  Proportionen:. 

a'  '^a b'  —  b  a:  ^ 

also  • 

a'  =  a-| T'^^9    6=0+ — X"^' 

Weil  auch,  a'  und  b'  mitsammen  den  Winkel  a  bilden,  ist  des 
Querschnittes  Flächeninhalt  * 

Q'=S.a'6'f(a),  . 

folglich  wenn  man  a' ,  b'  ersetzt: 

(bö)  Q=Ä.(a+^^)(A+^^a:)f(«) 

=S.a6f(tt)+ 1 S,(aB  +  Ab-2ab)  f(a)  +  ^  S. (^  — «)  (Ä - 6)  f(«),      ' 

woraus  erhellt,  dass  der  allgemeine  Ausdruck  des  Querschnittes 
Q  jedes  Obelisken  vom  zweiten  Grade,  jedweder  Obelisk  also 
ein  Körper  zweiter  Ordnung  ist  und  sohin  nach  obigen  Formen 
berechnet  werden  kann. 

Für  x=n  erhält  man  den  Mittenschnitt 

^  +  a  B  +  b 

M  =  Ä.  — 2 2~  '(^)' 

daher,  wenn  man  den  vorkommenden  Unterschied 

stellt,  ist 

2AB  +  '2ab^(A+a)(B+b) 
tj=z» — . ^"2 l(a) 

_^-a  B^b 

Jener  Mittenschnitt  und  dieser  (von  Koppe  dieErgSnzungs- 
figur  genannte)  Unterschied  E  sind  also  mit  den  Grundebenen 
6,  ff  gleichwinkelig,   jener    hat    überall  die   halbe  Summe    (das 
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arithmetische  Mittel),  diese  den  halben  Unterschied  der  parallelen 
Seiten  zur  entsprechenden  Seite.  Danach  ist  (nach  Art.  10.)  des 
Obelisken  Körperinhalt: 

.   (86)       r=ÄÄf+JÄ£=gS[^(2Ä  +  6)  +  a(Ä+26)]fC«). 


und  seine  statischen  Momente  sind ; 

(87)  ,  F.,  =  ^•s?f!^J±i+^?H«i±)f(„). 

(88)  ri=^S^^^i{u). 


I . 


12. 

IIL    iVlascheroni's    Obelisken    mit   Einer    windschiefen 

Seitenfläche. 

Die  von  Mascheroni  in  seinen  ,,Problemi  di  geome- 
tria^'  angegebenen  und  von  Herrn  Professor  G runer t  (a.a.O.) 
erforschten  interessanten  Körper  sind  vornehmlich  deshalb  bemer* 
kenswerthy  weil  sie  von  den  Obelisken  Koppe*s  blos  in  Einer 
Seitenfläche  sich  unterscheiden >  indem  an  die  Stelle  eines  Seiten- 
trapezes Eine  windschiefe  Fläche  —  ein  windschiefes  Vier-' 
eck  — >  eintritt 9  deren  beschreibende  Strecke  zu  den  Grundebenen 
durchweg  parallel  bleibt.  Lässt  man  nemlich  bei  einem  schon 
fertigen  Obelisken  (Taf.  I.  Fig.  6.)  an  einem  Seitentrapez  (-Paral- 
lelogramm oder  -Dreieck)  DEed,  bei  welchem  die  Seiten  Dd^  Ee 
in  einer  Ebene  liegen,  dieselben  Seiten  in  gekreuzte  (in  keiner 
Ebene  enthaltene)  sich  verwechseln ,  indem  man  eine  Spitze  d 
auf  der  cd  nach  d'  vor-  oder  nach  d"  zurückschiebt,  wonach  d'e 
oder  d"e  mit  DEy  und  Dd'  oder  Dd"  mit  Ee  sich  kreuzt;  so 
kann  in  dem  unebenen  Viereck  DEed'  oder  DEed"  eine  wind- 
schiefe Fläche  beschrieben  werden ,  deren  ,, leitende  Geraden'' 
Ee  mit  Dd*  oder  Dd"  und  deren  ,, Parallelebene''  jede  der  bei- 
den Grundebenen  ist. 

Auch  bei  diesen  Mascheroni'schen  Obelisken  sind  die  Grund- 
ebenen g,  G  und  die  Querschnitte  Q  Vielecke ,  deren  nach  ein- 
ander folgenden  Seitenpaare,  bis  auf  eines  (das  letzte)  parallel 
sind,  und  welche  sohin  auch  alle  Z wischen winkel,  bis  auf  die 
beiden  an  diesen  letzten  gekreuzten  Seiten  liegenden  Winkel,  parallel 
gestellt,  also  gleich  haben.  Nun  ist  aber  ein  Vieleck,  also  auch 
sein  Flächeninhalt,  vollständig  bestimmt,    wenn  alle  seine  Seiten, 
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bis  auf  eine,  und  alle  seine  Winkel,  bia  auf  die  zwei  an  dieser 
einen  Seite  liegenden  gegeben  sind.  Mithin  k5nnen  bei  diesen 
Angaben  die  Grundebenen  g,  G  und  der  IVlittensebnitt,  daher  auch 
Rauminhalt  und  Moment  der  Obelisken  Mascberoni's  ganz  ge- 
nau nach  denselben  Formeln,,  wie  bei  Koppe's  Obelisken  be- 
rechnet werden. 

Z.  B.  Sind  (wie im  Archiv.  Tbl.  XXXI.  S.484)  die  Grundebe- 
nen eines  solchen  Obelisken  vierseitig,  A\\a,f  B\\by  C^c 
ihre  drei  parallelen  Seitenpaare  mit  den  äusseren  Zwischenwin- 

A  A  A  A  A  A 

kein  J.i?#a.6  =  a,   ÄC#6.c  =  /J  und  A.C-^ac  ^y=za^  ß, 

so  ist  hier   nach    einem    bekannten   trigonometrischen   Lehrsatze 

f(a)  =  i  sin  CK  zu  setzen,   folglich  erhält  man   (nach  Art.  11.  Gl.  86. 

und  Gl.  88.)  für   V  und   Fg  die  Ausdrucke : 

(89)  ^=[4(2J5+6)+a(26+Ä)]sina-f[i?(2C+c)+6(2c+C)]8inß 

+[a2J+a)+c(2a+^)]siny, 

(90)  ^=;  {A  — g h a  — ^ — )aina  +  (B  —^ — 1-6— g—)  sm  p 

+  (t/  — 3 —  f  c  -^— )8iny, 

(91)  -T^=  (^Ä— flÄ)sina  +  (ÄC-6c)sin/5  +  (JC-ac)siny, 

und  zwar  ersterer  Ausdruck  mit  dem  am  angefahrten  Orte  von 
Herrn  Professor  Grnnert  gefundenen  im  Wesentlichen  überein-^ 
stimmend. 

Bemerkung.  Auffallend  ist  hierbei  die  Wahrnehmung,  dass 
ein  Mascheroni*scher  Obelisk,  der  sich  von  einem  Koppe'schen 
hur  in  einer  einzigen  windschiefen  Seitenebene  unterscheiden  soll, 
aus  diesem  keineswegs  durch  parallele  Verschiebung  des  einen 
Grundvieleckes  in  seiner  Ebene  entstehen  kann,  weil  hierbei  fort- 
während alle  Seitenflächen  eben  bleiben  müssen,  also  keine 
windschief  werden  kann. 

13. 

IV.    Verschobene  Obelisken.    (Pilaster.). 

Bei  näherer  Erforschung  dieser  Obelisken  Mascberoni's 
gerieth  ich  (am  7.  Febr.  d.  J.  1859)  auf  den  Einfall,  bei  einem 
solchen    Korper  anstatt  blos  eines   Paares  Seitenkanten    jedes 
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Paar  Seitenkantep  sieb  kreuzen  su  lassen  und  in  das 
entstehende  unebene  Seitenviereck  eine  windscbiefe  Fliehe  ein« 
fliieg^n,  80  dass  ein  derartiger  Körper  von  zwei  parallelen  und 
gleichvielseitigen  (Grund-)  Vielecken  und  von  lauter  dazwischen 
liegenden  unebenen  und  windschiefen  (Seiten-)  Vierecken ,  also  von 
so  vielen  9  als  jedes  Grund  vieleck  Seiten  hat,  eingeschlossen  würde. 
Es  wfirde  dann  nur  eine  Abart  dieser  Korper  entstehen ,  wenn 
eine  oder  etliche  Seitenflächen  eben  (also  zu  Trapezen,  Paralle- 
logrammen oder  Dreiecken)  würden ;  und  sonach  wären  die  Obe- 
lisken Mascheroni's  und  Koppe's  nur  ganz  besondere  Spiel- 
arten dieser  Kurp'ergattung.  Vor  Allem  aber  werden  wir  die 
Möglichkeit  oder  Darstellbarkeit  solcher  Körper  darzutbun  haben. 

Ich  denke  mir  hierzu  ein  ebenes  Vieleck,  z.B.  (Taf.  I.  Fig.  7.) 
das  Fünfeck  ABCDE,    und  in   einem  gewissen  Abstände  davon 
eine  vorläufig  unbegrenzte  Ebenä  P  dazu  parallel.    Aus  der  Spitze 
A  führe  ich  zur  P  hin  willkürlich  die  Gerade  Aa^   durch  sie  und 
AB  lege  ich  ihre  Ebene  und   führe  aus  B,   der  nächsten  Viel- 
ecksspitze, die  ausser  diese  Ebene  fallende  Gerade  Bh,    deren 
Endpunkt  h  ich  mit  a  durch  die  ab  verbinde;    dann  kreuzt  sich 
Bb  mit  Aa  und  ab  mit  AB y    und,    indem  ich  letztere   zwei  als 
Grundkanten,  erstere  zwei  aber  als  Seitenkanten  betrachte» 
denke  ich  mir  in  dieses  unebene  Viereck  AabB  seine  windschiefe 
Fläche  auf   die   Parailelebene   ABD   bezogen   eingetragen.     Auf 
gleiche  Weise  bestimme  ich  zur  Grundkante  BC  und  zur  Seiten- 
kante Bb  das  unebene  windschiefe  Viereck  BbcC,   und  ebien  so 
zur  Grundkante  CD  und  zur  Seitenkaute  Cc  das  unebene  wind- 
scbiefe Viereck   CcdD,    bis  ich   an  die  letzte  Vielecksspitze  E 
gelangt  bin,   deren  Seitenkante  ich  wie  folgt  feststeile.    Ich  lege 
die  Ebenen  EDd  und  EAa,    welche  sich   noth wendig    In   einer 
durch  E  gehenden  Geraden  schneiden ;    und   nun  führe  ich  aus 
E  eine  von   dieser    Durchschnittslinie  verschiedene  und  auch    in 
keiner  dieser  beiden  Ebenen   liegende  Gerade  Ee  bin  zdr  Ebene 
P,  welche  demnach  sowohl  mit  der  Bd^  als  auch  mit  der  ^asich 
kreuzen  muss   und   sofort   die    letzte   Seitenkante   sein   wird,  zu 
deren  Endpunkt  e  hoch  die  Gnfndkanten  de  und  ae  gezogen  wer- 
den, um  das  zweite  Grundvieleck  abcde  abzuschliessen,  während 
die  beiden  letzten  unebenen  Vierecke  DdeE  und  AaeE  mit  ihren 
windschiefen  Flächen  ausgefüllt  werden,  um  die  seitliche  Umbul- 
lungsfläche  des  Körpers  abzuschliessen. 

Diese  allgemeine  Körpergestalt  besitzt  nun  die  für's  Folgende 
beachtenswertbe  Eigenschaft,  dass,  gleichwie  die  Pyramidenstumpfe, 
welche  auch  (vielleicht  als  ganz  absonderliche  Spielart)  in 
diese  Gattung  Körper  gehören,  mittels  diagonaler  ebener  Flächen 
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in  lauter  dreiseitige  Pyramid^nstuinpfe  zerlegt  werden,  auch  diese 
Körper  durch  diagonale  windschiefe  erder  ausnahmsweis  ebene 
Flächen  in  lauter  dreiseitige  eben  solche  Korper  zerschnitten 
werden  kilnnen,  und  dass  sonach  blos  diese  letzteren  einfacheren 
Körper  bezüglich  des  Rauminhaltes  und  Schwermomentes  zu  er- 
forschen bleiben.  Deshalb  möchte  ich  wohl  sie  verschobene 
SpitzsMulenrumpfe  (Pyramidenstumpfe)  nennen,  alliein  weil 
bei  solchen  Sjtiimpfen  die  der  Spitze  naher  gelegene  Grnhdebene 
durchaus  ihre  Seiten  kleiner  hat,  als  die  zu  ihnen  parallelen 
der  entfernteren  Grundebene,  was  hingegen  bei  Obelisken  kei- 
neswegs nothwendig  ist,  so  ist  es  gewiss  angemessener,  derlei 
Körper  verschobene,  windschiefe  oder  windschelche 
Obelisken  oder  vielleicht  besser  kurzweg  Piiaster  *)  zu  nennen. 


14. 

Suchen  wir  nun  den  Ausdruck  des  (Taf.  I.  Fig.  8.)  Im  Abstände  x 
von  der  Grundebene  gz=:Jabc  geführten  Querschnittes  Q='JI)EF. 

Hierzu  legen  wir  in  der  Ebene  abc  wo  immer  ein  Paar  win- 
kelrechter Coordinatenaxen  Oy,  Oz  und  darauf  senkrecht  die  dritte 
solche  Axe  Ox,  und  suchen  danach  die  Einschnitte />,£?,  F  der 
im  willkürlichen  Abstände  x  zur  Ebene  yz  parallel  geführten 
Ebene  in  die  Seitenkanten  aA,  bB,  cC.  Seien  von  a  die  Coor- 
dinaten  0,  17,  f,  von  b:  (T,*  t/,  f,  von  c:  0,  17",  J",  ferner  die 
Richtcosious  der  Kante  aA^  d.  i.  die  Cosinus  der  von  der  posi- 
tiven Richtung  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Richtungen  der 
Coordinalenaxen  gebildeten  drei  Richtwinkel  proportional  zu  1,  6,  e, 
so  gehören  zur  aA  die  Gleichungen : 

1  —     6      "~     6-     ' 

mithin  sind  die  Coordinaten  des  Einschnittes  D : 

a:  =  ar,    y=^ri-\'bx,    2  =  J;-|-  cx^ 

Mit  ähnlichen  Bedeutungen   der  accentuirten  Buchstaben  sind  für 
den  Einschnitt  E  die  Coordinaten: 

x'z=Xy    y'=zfi' -i- b'x,    z'  =^a  +  c'x, 

und  für  den  Einschnitt  Fi 


*)  Le  pilastrc,    Wandpfeiler,   viereckiger  Pfeiler,     il    pilastro,    ein 
Pfeiler,   worauf  Bogen  ruhen.     (Jage mann.) 
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DeoUt  man  sich  (Taf.  I.  Fig.  9.)  das  Dreieck  DEF  in  die  ^z- Ebene 
nach  def  und  dieses  auf  die  ^-Axe  nach  diBifi  projicirt«   so  ist 

Orfi=y,    Oe,=y,    o/i=y'; 

did  =  z.     Biß  =  z',     /i/'=  z*' 
vnd 

A  tlef=  Bi  dide  +  dififd  —  «|  /i^  , 

BiB  +  did           ,did+fif^          ejB+fif 
_ g^fi^  ^ _ rt^^j _ ^j^j  ^ 

also 
2A  «^</=  did(Bidi  +  difi)  +  Bie(Bidi  —bJO  +  A  A^^i/i — ^i/i). 

sobin  mit  Beachtung  des  Anfangs-  und  Endpunktes >  folglich  aueh 
der  Richtung,  der  Projectionen  d^Bi^  ^fx^  fi^i  der  Drei ecksseiten 
de  9  Bfy  fd,  auch 

^Hidefz=idid.eifi  +«i«./i<^i +/i/*'^^i- 

Da  nun  das  ^def  dem  projicirten  ^DEF=zQ  parallel»  also 
congruent  ist,  so  hat  man  auch  för  den  Querschnitt  Q: 

(92)  IQ  =  z(y"-y')  +  z'  (g-y")  +  »"(y'-rff) 

=yi2'-2'')  +  y'iz"-!)  +  y"(z-z'). 

Trägt  man  hierin  die  obigen  Ausdrücke  der  y  und  z  durch  ^r  «in, 
so  wird: 

2Q=[V'-V  ^■(b"-b')x]a  +  cx)  +  [ij— i?''  +  (6-6'')a;](r  +c'ar) 

+  h'-^  +  (*'-*)^](r+c'x), 

also,  wenn  man  die  Multiplicationen  verrichtet  und  abkürzend  setzt: 

+ 1(^''  -  6') + r  (6  -  6")  +  r  (6'  -  &) =2fi. 

wird  der  wandelbare  Querschnitt 

(94)  Q  =  A+Bx  \  Cr« 

im  AllgemeineD  ein  Aasdruck  zweiten  Grades  in  x,  ja  aus* 

TheilXXXin.  11 
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iiahmsweise  aueli   h\oH   ersteH   (üradcs,    wenn  die  Seitenkanten 
so  gerichtet  sind,    dass  C=0,    aUo 

ausfällt. 

Bei  mehrkantigen  Pilastern  ^ilt  ein  Gleiches.  Denn  denkt 
man  sich  einen  solchen  «lurch  diagonale  u  indschiefe  Flächen  oder 
hie  und  da  ausnahnis^iveis  durch  eine  Diafroutilebene  in  lauter  drei- 
seitii^e  Pilaster  zerschnitten,  so  sind  die  einzelnen  dreieckigen 
Querschnitte  derselben  vom  zweiten  Grade,  also  muss  es  auch 
ihre  Summe,  d,  i.  der  QuerscKuitt  Q  des  gapien  mehrseitigen  Fi- 
lasters,  selbst  sein. 

Bei  jedem  Pilaster  oder  verschobenen  Obelisken  mit  läuter 
oder  wenigstens  mit  eiiii|3[en  windschiefen  Settenvierecken  ist  dem- 
nach so,  wie  bei  den  Obelisken  I\lascheroni's  und  Koppe's, 
der  veränderliche  Querschnitt  eine  algebraische  Function  zwei- 
ten Grades  von  der  Entfernung  desselben  von  der  einen  Grund- 
ebene, folglich  auch  von  jeder  anderen  zu  ihr  parallelen  Stand- 
ebene;  mithin  gelten  auch  fi'ir  sie  alle  die,  dureh'dyp  Formeln  in 
Art.  0.  Heisp.  4.  oder  in  Art.  10.  geleiteten  Berechnungen  ihrer 
Uanniinkalto  und  Schwerniomente. 


15. 
V*    Körper   lielfebf^er  Ordiiuo^ex»« 

V.     Gewundene  Obelisken,   krumm  kantige  PilasTe*-. 

Oi»r  Im  vorigen  Ar(ik«*l  i»oliinden#*  einf;icbe  Ausdruck  i'J  i^e« 
drelnckigcn  (jmMsftbnincs  in  einem  drf'il.anti'jen  Pibster  !f'>>i  ui.» 
Irirbl  erkennen,  dass  wir  in  der  Verall'^euieinerung  der  zu  erioT- 
Hv\u^rnU»u  K'irperform  noch  einen  bedeutenden  Schritt  ueiter  vor- 
wIh'In  Ihun  können. 

Wir  dflrfen  nenilicli  die  geraden  Seitenkanftn  iles  Plla-ters. 
/..  B.  die  iiA,  />//,  cC,  d/J  und  eJC  in  Taf.  I.  Fig.  7.  oltr  Fi2  ^. 
ent\ieiler  nllcHUmmt  oder  zum  Tbeii  durch  eiefach  fid- r  <1.>t  :  e:r 
K  e  1%  r  II  ni  ni  I  e  I  Jnien  von  ^cm  isst*u ,  sogleich  riäber  zu  besc  Lrei- 
bendon  l'.i'^enKefiaflen  ersetzen  iin<l  selbe  wie  friiber  zu  kiteioev 
lilnieii  eint*r  eine  windschiefe  Fiach«^  erz€»ugent2e«  Geradr^,  ^ie 
«u  ehmr  lenljL'.esetzten  Paraüelebene  fortwährend  parallel  iriell'!. 
whiilon;  uonaeh  dann,  wenn  wir  diese  krumnien  Kaulen  dcrcb 
rin  l^lar  xur  «wölben.  Mbene  parallele  Ebene«  durcfasdineideB,  ein 
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Körper  zwischen  zwei  in  parallelen  Ebenen  befindlichen  gleich- 
vielseitigen Vielecken  und  eben  so  vielen  windschiefen  Seiten- 
flächen hervorgebracht  wird.  Sie  durften  füglich  gewundene 
oder  verzogene  Obelisken  oder  auch  krummkantige  Pilaster 
genannt  werden. 

Sind  beziehlich  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  x,  y,  x, 
deren  ^z- Ebene  in  der  Grundebene  abc  eines  dreikantigen  Pila- 
«ters  aAößcC  (Taf.  I.  Fig.  10.)  liegt,  die  Gleichungen  der  kram- 
meo  Kante  a^  gegeben,  so  können  sie  in  «der  Regel  auf  die  Form 

(95)  f/^((a:),    z=F(a;)    . 

gebracht  werden,  in  welcher  sie  die  Coordinaten  op,  y,  z  des 
Einschnittes  D  der,  im  Abstände  x  gelegten  Querscbnittsebene  in 
dieselbe  Kante  unmittelbar  angeben.  Eben  so  findet  man  aus  den 
Gleichungen  der  Kante  hB  für  ihren  Einschnitt  E  die  Gleichungen 

(«6)  y  =  f'(^),    ^'  =  F'(a;), 

und  aus  den  Gleichungen  der  Kante  cC  für  deren  Einschnitt  F 
die  Gleichungen: 

(97)  y'=P(ar),    J'=W\x). 

Dann  werden  in  dem  für  den  Flächeninhalt  Q  des  dreieeki- 
gen  Querschnittes  DEF  oben  aufgestellten  Ausdruck 

(92)  20  =  2(y'-y)  +  z'(y-.yO+^'(y-y) 

die  Coordinaten  y,  y' ,  y"  und  z,  z',  z"  Functionen  der  Entfernung 
X  und  sonach  der  Querschnitt  Q  bestimmt  erscheinen. 


16. 

Es  wirft  sich  nun  hier  die  interessante  Frage  auf,  wie  die 
Gleichungen  (95),  (96),  (97)  der  Seitenkanten  aA,  hB,  cC  be- 
schaffen sein  müssen,  damit  der  Querschnitt  Q  von  x  erstlich 
überhaupt  eine  ganze  rationale  Function  und  dann  insbeson- 
dere von  einem  gewissen  Grade,  vorzüglich  vom  ersten,  zwei- 
ten oder  dritten  werde. 

Um  die  Beantwortung  derselben  vorzubereiten,  stellen  wir  im 
letzten  Ausdrucke  y"  —  y' ==  (y"  —  y)  —  (y'^y)  und  erhalten  sofort 
für  Q  den  interessanteu  Ausdruck: 

(98)  2Q=  (y'  -y) (»"-r)  -  (/  -y)  (i' -z).' 

Noch  setzen   wir   zur  Abkürzung  die  als   von  x  abhängig  anzu- 
sehenden üotensctuede; 

11» 
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(99)  y^y=:tt,    z'— z=:p, 

und  findeit  den  Sasserst  einfachen  Ansdruck 

(100)  2e  =  i«>'-u'o, 

derogemäss  es  nur  von  den  Tier  Unterschieden  ?i,  v! ^  v,  v'  ab« 
h&ngen  wird,  ob  Q  ganz  und  rational  ausfallen  werde.  Sonach 
sind  hiebei  y  und  z  gänzlich  beliebige  Functionen  oder  die  Glei- 
chungen (9S)  der  Kante  aA  frei  .wählbar,  dagegen  aber  die  Glei- 
chungen (96)  der  bB:  y'^ny  +  n,  z'zrz^v, 
und.  die  (97)  der  cd    y":=zy  +  u',     i^^z  +  v'. 

Hieraus  leuchtet  zugleich  die  merkwürdige  Eigenschaft  der 
Pilaster  ein,  dass  jede  zwei  zwischen  einerlei  Grundebenen  ent- 
haltenen Pflaster,  für  welche  die  Unterschiede  fi,  u' ^  v,  xf  die 
nemlichen  Functionen  von  j^sind,  gleiche  Räuminhalte  und 
Scbwermomente  besitzen« 

I.  Der  Querschnitt  Q  wird  offenbar  eine  ganze  rationale 
Function  von  Xy  wenn  die  vier  Unterschiede  u,  u',  v^  n*  alle- 
sammt  schon  ganz  und  rational  sind.  Ist  dann  n  der  höchste  (Ex- 
ponent oder  die  Summe  der  höchsten  Exponenten  beider  Factoren 
in  einem  oder  in  den*  zwei  ebenfalls  ganzen  und  rationalen  Pro- 
ducten  ?/&',  vlt)^  so  ist  Q  höchstens  vom  rzten  Grade. 

a.  So  kann  Q  von  keinem  höheren,  als  dem  zweiten  Grade 
sich  ergeben,  wenn  u,  u' ,  v,  v'  nicht  über  den  ersten  Grad  hin- 
ausreichen.    Setzen  wir  demnach: 

(101)  u  =a  +«:r,     V  =6  +/?a:, 

u'  —  a'^a'x,    v'=iö'  +  ß'x; 
so  erfolgt: 

(102)  2Q=  («6'~a'6)+(flr/5'-a'/5+«6'-a'6)a?+(a/3'-«'/?)a:a, 

und  Q  ist  in  der  Regel  vom  zweiten  Grade,  und  blos  dazumal 
vom  ersten,  wenn  aß'  —  a'jS  =  0,  also  entweder  a':a=zß':ß  sich 
verhält  oder  wenn  in  jedem  der  Producte  aß' ,  a'ß  ein  Factor  ver- 
schwindet. 

Insbesondere  wenn  man  y  und  z  linear  nimmt,  erhält  man 
lauter  gerade  (überhaupt  paarweis  gekreuzte)  Seitenkanten,  folg- 
lich (wie  im  12.  Art.)  gewöhn U^c he  Pilaster.    Setzt  man  aber 

y=\^  Ao  +  A^  +  A^^>.   2=  V^^o+^ar+Ä^ar«, 
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80  sind  alle  drei  Seitenkanten  krumme  Linien ,  deren  Projectio- 
nen  in  die  Ebenen  xy  und  an  Ellipsen,  Parabeln  oder  Hyperbeln  sind. 

b.  Höchstens  vom  dritten  Grade  wird  Q  werden,  wenn 
man  in  den  Produeten  «rS  u*v  den  einen  Factor  vom  dritten 
Grade,  den  anderen  beständig,  oder  einen  Factor  vom  ^weiteny 
den  anderen  vom  ersten  Grade  nimmt.  Beispielsweise  kann  man 
wählen : 

(103)  tt  =  ^  +  cra:  +  ax^,    v  =  iB  +  6ar  +  ßx^, 

^  u'=a'  +  a'x,  t>' =  6' +  jS'or. 

H.  Der  Querschnitt  Q  kann  aber  auch  ganz  und  rational 
ausfallen,  ohschon  u,  u^ ,  v,  v*  irrational  sind,  un^  zwar  zu- 
vorderst da,  wo  die  Producte  uo* ,  u'v  einzeln  rational  sich  erge«' 
ben.    8o  kann  man  setzen : 

(164)  .  tt  =/?  + VP,     V  =<(r  —  VÄ), 

wo   p^  P,  r,  ß,  $y  i  ganze  rationale   Functionen   Von  x  bedeu- 
ten,   weil  da 

wu'  =  s(p2— P),    M'i?  =  /(r«  — Ä) 
für  sich  schon  rational  ausfallen,    also 

(105)  20  =  (p*  -  P)s  —  (r«— Ä)  t 

sicher  rational  sich  darstellt. 

III.  Dieselbe  Rationalität  von  Q  wird  auch  noch  eintreten, 
wenn  zwar  die  Producte  wr',  w'i?  irrational  werden,  in  den  irra- 
tionalen («liedern  aber  ganz  ubereinNtimnien,  weil  diese  sodann 
im  Unterschiede  der  Producte  wegfallen.   So  können  gesetzt  werden: 

(106)  u  =  nVN  +pVP,    v=^gVN  +  rVP, 

wo  hinter  den  Gleichheitszeichen  alle  Buchstaben  rationale  Func- 
tionen von  X  vorstellen.     Ist  nun   der,   in  der  Entwickelung  voo 

tio'— tt'r  zur  V^NP  gehfirige  Multiplicator 

7/r'  —  w'r  +  pr/'  — p^q  =  0, 
was  durch  sehr  vielerlei  Annahmen  geleistet  werden  kann,  so  ist 

(107)  2Q  =  (nq^  -  n'g)  N  +  (/>r' — /?'r)  P 
ebenfalls  eine  ganze  rationale  Function  des  x. 
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Auch  k^nn  man  setzen: 
(107)  u=:nVN+pVP+rVRf   u'—n'VN+p'VP+r'VR\ 
v'=:nVlf+pVP-rVB,    v  =n'VN+p'VP-r'VR', 

wo  wieder  alle  Buchstaben   hinter  den  Gleichheitszeichen  ganze 
rationale  Functionen   von  x  anzeigen.     Wenn  dann  in  der  Ent- 

wickelüng  von  uv^  —  u'v  der  zur  VNP  gehörige  Multiplicator 

np  —  n'p'  :;=:  0 
ist,  so  wird 

.  (108)     2©  =  (ft«— «'«)iV+(;?«— p'«)/>— (r«Ä--r'2Ä0* 
abermals  eine  ganze  rationale  Function  von  x. 


17. 

Uro  hierüber  Beispiele  zu  geben,  schneiden  wir  eine  Fläche, 
deren  Gleichung 

(109)    Ay^  +  2ßyz  +  C2^=  a  +  ßa:  +  yx^  +  öx^  +  ....  =  Ä 

ist,  zuerst  durch  die  a:^-£bene,  wo  z  =  0,  so  erhalten  wir: 

(110)  y=+V^'   ""^^ 

als  Gleichungen  einer  Kante  aA  eines  Pilasters.  Darnach  schnei- 
den wir  sie  durch  eine  zur  ^z- Ebene  senkrechte  und  gegen  die 
a:y-Ebene  unter  dem  Winkel  =  ang (fang  =in)  geneigte  Ebene 
z=:wi^,  und  erhalten,  wofern  wir  abkürzend  2l  +  2i?7ii  +  Cm^  =  Z> 
setzen ,   für  die  zweite  Kante  bB  die  Gleichungen  : 

(Hl)  yrs  +  y^,    t'=my'=:-t-m^  ^. 

Schneiden  wir  dann  noch  diese  Fläche  (109)  mittels  einer  ande- 
ren,'znir  ^z-Ebene  senkrechten,  unter  dem  Winkel  =:ang(tang=:mO 
gegen  die  or^-Ebene  geneigten  Ebene  z  =  m'^,  und  setzen  gleich- 
falls -4  + 2Äw'  +  Cm'2=2>',  so  erhalten  wir  für  eine  dritte  Kante 
cC  die  Gleichungen : 


(112) 


j,"  =  +  y  ^,.    2»=mr,"^+m'^  § 


Für  den  dreieckigen  Querschnitt  Q|   dieses  dreikantigen  Pilasters 
haben  wir  daher  nach  (00;: 


%wfg€kien  vmei  htratiel'EbenefMi.  efner  ^usatnm'HiAätip.VmfiacAe,  159 

folglich : 

(114) 

-^^"^  LVjT'  \yT>  ~*  vi)  ■"  v5  vvS^  ""  vÄjJ  ^ 

Nimmt  man  dazu  noch  als  die  viertle  Kante  dD  dtn  Einschnitt 
2  =  0,  y= — V  -j   der  a:^- Ebene  in  die   angeführte  Fläche,    so 

ist  der  dreieckige  Querschnitt  Q^  zwischen  den  Kanten  bB,  cC 
und  (ID  offenbar  zu  finden,  wenn  man  in  Q|  die  Zeichen  der 
Tangenten  m,  m'  und  VA  entgegengesetzt  nimmt,  nemlich  es  wird: 

(115) 

« 

'-^=  [^  (v5  '^  v^d^VD  (v/>'  +  vi)]  ^' 

daher  der  ganze  viereckige  Querschnitt  Q  zwischen ' allen  vier 
Seitenkanten    0  =  öi  +  02' 

(„6)  e=vi(vB-vW^ 

Stellt  man  rn^  = -- m  und  noch  0  =  0,  also  D^ t=: D=z  A  +  Cnfi, 
so  wird 

jedei^falls  eine  ganze  raticrnale  Fu««tiott  des  ;c  vom  selben  Grade 
wie  X. 

Für  die  Fläche  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung 
(118)  fä±5  =  «  +  i?a:  +  y2c2=J!C 

ifiit,  hat  man  Jszip,  B  =  0,  C=j—^,  folglich  nach  (117)  den 
Querschnitt  im  vierkantigen  Pilaster^.  \ 
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weshalb  die  Formeln  aos  Art.  10.  hier  anwendbar  sind.    Nehmen 
wir  die  fünferlei  FIfichen  zweiter  Ordnung  einzeln  in  Betracht. 

1.    Im  Eilipsoid 

wenn  es  durch  die  Ebenen  ;r=0  und  jr=A  geschnitten  wird,  hat 
man   för  einen  solchen  Pilaster   mit   vier   elliptischen   Seiten 
kanten : 

W^cm Q        g         G  M    _ 


o« 


l"        A*~         A»~  A' 


also  ist  sein  Korperinhalt : 
Fss  ^y — - --  h{\ — 1-=)  und  der  Abstand    ari=|ÄQ-s — ts« 

Liegen  die  zwei  Flßgel- Seiten  kanten  in  der  Ebene  xx^  wofür 

— =0  ist,    so  wird: 
fit 

A* 
F=2//cÄ(l  —  J  "2)  und  für  Ä  =  a  insbesondere  F=  Ja6c  und  ar|=Sa. 

2.    Im   einmanteligen  Hyperboloid 

das  durch  die  Ebenen  a:  =  0  und  xzzih  geschnitten  wird,  findet 
sieb  für  einen  derartigen  Pilaster  mit  vier  hyperbolischen 
Seitenkanten : 

Ib'^cm      _     Q     _ff_     G     _     3§     _ 


^««6«Tc»     ,  +  ^;     I      i  +  A^     1  +  .^;     A(l  +  i^i 


Fjt, 


A«  A*  ' 


daher  ist  sein  Kurperinbalt : 
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V^^+P   ^  """'^  Entfernung    o;,  =  »Ag^ä^,. 

Fallen  die  beiden  Flügel- Sei teDkanten.tn  die  Ebeae  xz»  wofär 

1 

—  =0  ist,   so  wird: 

m 

F=26cÄ(l  +  ä-2)  "**^  förA=fi  insbesondere  F=S«i6ciuid  jr|.=T6a. 

3.  Im  zweimäntetigen   Hyperbatoid 

geschnitten  durch  die  Ebenen  ac^^a  und  ar=:a-fA>  erhält  maOL 
fiir  einen  solchen  Pflaster  mit  vier  hyperbolischen  Seiten  kan  teil  r 

2b^cm      _     Q    _g  _     G  M    _      Vih         YXii\h^ 

folglich  ist  sein  Raumrnhalt: 

F=:77=====---(H-d-)   und    der    Abstand    a?!  =  j -q— r^r* 

Legt  man  die  beiden  FIfigel- Seitenkanten  in  die  Ebene  ;rz/in- 

1 

dem  man   —  =0  macht,   so  wird: 
tn 

und  für  A=a  insbesondere: 

F  =  ^abc   und   x^:=:\\ a. 

4.  Im  elliptischen  Paraboloid 

geschnitten  durch  die  Ebenen  a:==0  und  ^  =  A,   findet  man  für 
einen  derartigen  Pilaster  mit  vier  parabolischen  Seitenkanten: 

folglich  ist  dessen  Rauminhalt: 


leäi.lf»/«*«:  ZHrßtstffkm,  äerRHumink,  u^ScAmerpnnkiet&H  ffilrp. 

'^'^^  V^^+^*  "^  '"''  ''*  '^*'**"''  ^'  =  •*• 

Legt  man  beide  FiGgel-Seitenkanteti  in  d)e  Ebene  ifi^  indem  man 
—  =  0  werden  lässt,   so  erfolgt: 


m 


bc 
V  =2  —  Ä^  und  für  Aa±  a  fnsbesörtderö   r=i=^6c  und  i^i  asf«. 

5.    Im  hyperbolidcb^n  Paraboloid 

gescbnitt«n  von  den  Ebenen  ar  =  0   und  ^:=h,   erhült  man   i'ür 
einen   Pilaster    mit   vier   parabolischen    Seiteiikaoten,   jedoch 

bloSy  «o  lange  m^<p  bleibt: 

26gcm      _  Q  _ff  __  G  _M ^    V  _     Vxy 

a  a      a  n       ^        a 

dahef  seinen  Rauminhalt  i 

V-=,—^r=:-        ^=» —   und  den    Abstand  o?,  =  ^n . 
Für  Ä=a  insbesondere  hat  man  F=2  ^  ^---^=r.  -~  mal  ^-j  =:;a. 


18. 
VI.     Gewundene  oder  verdrehte  Säulen. 

Noch  dürfte  hier  einer  Er2ei)gtitigsweise  von  Ktiqiern,  deren 
Querschnitte  Q  ganze  rationale  Functionen  ihres  Abstandes  x  von 
einer  festgestellten  Standebene  sind,  kurz  gedacht  werden,  da 
sie  sehr  allgemein  ist. 

Denken  wir  uns  den  Flächeninhalt  Q  dieses  wandelbaren  Quer- 
schnittes darstellbar  durch  das  Product  blos  zweier  mit  x  verän- 
derlichen Abmessungen  v  dnd  tö  sammt  einem  gewissen,  sich 
gleich  bleibenden,  von  ^  unabhängigen  AJultiplioator  m,  nerolich: 

(120)  Q  =  mvw. 

m 

In  einem  solchen  Falle  kann  dieser  QttIKidcfanitt  Miit,   et\tiftt\tti 
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h  ein  ParallelogrAmm  Ton  der  Gnindliole  v  und  der  Höhe 
w  mit  m  CS  1 ;   oder 

2.  ein  Dreieck  von  der  Grundlinie  v,  der  Hohe  to  und  dem 
Factor  m  =  4 ;   oder 

3.^  ein  Trapez,  wo  v  die  halbe  Summe  (oder  die Zwiecheii' 
weite  der  Mitten)  beider  2usdmmenlauft*nden  Seiten  und  id  der 
senkrechte  Abstand  der  gleichlaufenden  Seiten  von  einander >  ao* 
gleich   m  ='1   ist;    oder 

4.  überhaupt  ein  Viereck,  dessen  Diagonalen  die  Längen 
•  and  fo  besitzen  und  unter  einem  stets  gleichen  Winkel  l  gegen 
einander  sich  neigen,    wonach  m=:i6mk  wird;    oder 

5.  ein  Kreis  vom  Halbmesser  f=to  mit  i?iBs;c=t3*14159.M; 
oder 

6.  ein  Parabelsegment,  bei  welchem  v  der  auf  einem 
Durchmesser  von  seinem  Scheitel  ans  gemessene  Abstand»  w  di6 
zur  Tangente  am  Scheitel  parallele  Sehne  und  m=3  ist;  oder 
endlich 

7.  eine  Ellipse  von  den  Halbaxen  v  und  u>,  wozu  mrmt 
gehurt. 

Damit  nun  Q  =  fn.vw  als  rationale  ganze  Function  von  x 
sich  darstelle,   müssen  entweder 

a)  beide  Abmessungen  v  und  tD  zugleich  eben  solche  Functio- 
nen sein,  oder 

b)  sie  mfissen  die  Ausdrücke 

(121)  v  —  nVN  +  pVPf 

fo  =  r  (ii  ViV  —•  pVP) 

haben,  wo  alle  hinter  den  Gleichheitszeichen  stehenden  Buchsta- 
ben ganze  rationale  Functionen  von  a:  andeuten,  oder  ' 

c)  falls  V  und  to  gleich  sein  sollen,  müssen  sie  die  Form 

(122)  v  =  w  =  nVN' 

besitzen,  wo  n  und  N  ebenfalls  in  x  ganz  und  rational  sind. 

Durch  diese  Gestaltung  des  veränderlichen  Querschnittes  ist 
jedoch  nur  sein  Flächeninhalt,  nicht  aber  seine,  d.  i.  seines  Umfangs 
oder  seiner  beiden  Hauptabmessungen  v  und  to  Lage  festgestellt, 
was  etwa  noch  in  folgender  Weise  geschehen  kann.  Man  wählt 
eine,  die  Grundebenen  schneidende  gerade  oder  krumme  Linie 
zum  steten  Ort  des  Anfangs-,  Halbirungs-  oder  eines  sonstigen 
ausgezeichneten  Punktes  der  einen  Abmessung  v  des  mit  seiner 
£bene  parallel  zur  Grundebeoe  albnälig  fortrückenden  Queirscbiiit- 
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teif  Q  des  Körpers ;  fttbrt  durch  diesen  Punkt  dieselbe  Abmessung 
9  von  der  nach  ^gerichteten  LSnge  entweder  gleichlaufend  zu 
einer  ursprOngiich  festgestellten  Geraden  oder  unter  einem  geivis- 
sen  Winkel  9  gegen  sie  geneigt,  der  eine  bestimmte  Function 
▼om  Abstände  x  ist;  endlich  schliesst  man  an  sie  im  gehörigen 
Punkte  und  unter  dem  unabänderlichen  Winkel  l.  in  des  Quer- 
schnittes Ebene  noch  die  zweite,  nach  x  abänderlichei  Ahnvessung 
va  an  und  construirt  die  der  Gestalt  nach  angegebene  Umgren- 
zungslinie des  Querschnittes. 

Oder  man  wählt  zwei,  die  Grundebenen  schneidende  Linien 
zu  Leitlinien  für  eine  Gerade,  welche  zu  diesen  Ebenen  fortwäh- 
rend parallel  bleibend  an  diesen  Leitlinien  hingleitet  und  sohin 
eine  windschiefe  Fläche  beschreibt;  in  die,  dem  Abstände  x  ent- 
sprechende Lage  dieser  beschreibenden  Geraden  legt  man  dann 
die  Abmessung  v  mit  ^inem  ihrer  ausgezeichneten  Punkte  an  die 
eine  Leitlinie,  und  daran  im  gehörigen  Punkte  und  unter  dem 
festgesetzten  \^'inkel  l.  poch  die  andere  Abmeatsung  to,  wonach 
man  gleichfalls  des  Querschnittes  Umfangslinie  von  vorgeschrie- 
bener Gestalt  bilden  kann. 

Auf  solche  Weise  beschreibt  die  Umgrenzungslinie  des  Quer-  ' 
Schnittes  Q,  während  sie,  mit  ihrer  Ebene  stets  zu  den  Grund- 
ebenen  parallel  verharrend  und  ihre  allgemeine  Gestalt  beibehaltend, 
allmälig  fortrückt  und  nach  dem  stetig  wachsenden  Abstände  x 
von  der  Standebene  sich  in  der  Grösse  allein  ändert,  die  krumme 
oder  gemischte  Umfläche  eines  Körpers,  der  im  Allgemeinen  die 
Gestalt  einer  verdrehten  oder  gewundenen  Säule   besitzt 

Ein  Paar  Beispiele  mögen  hier  genügen. 

1.  Bei  einer  Ellipse,  deren  Ebene  von  einer  festen  Grund- 
ebene g  allmälig  um  die  Weite  x  abgerückt  ist,  ändern  sich  ihre 
Ualbaxen  v,  w  dermassen,  dass  stets 

r  =  a  +  a*x  +  a"a:*,    tu  =  6  -f  ä'^ 

Ist;    ihr  Mittelpunkt  beschreibt  eine  beliebige  krumme  Linie  und 
dabei  drehen  sich  die  Axen  dergestalt,  dass  ihr  Drehungswinkel 

<p  der  Entfernung  x  proportional,    also  —  =  —  ist.      Da  ist    der 

Querschnitt  einer  solchen  gewundenen  elliptischen  Säule: 

Qz=.n(a\a'x\  a"x^)  (6  +  b'x) 

:=znab  +  7t  (ab'  +,  a'6)  x  +  «  (o'6'  +  a''b)x^  +  na^b'x^, 

mitbin  vom  dritten  Grade,   und   sonach  kann    der    Hauminhalt 
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und  das  Schwermoment  dieser  Säule  Dach  den  Formeln  (19),  (83) 
nnd  (84)  berechnet  werden. 

2.  Beviecrt  sich  ein  Kreis^  mit  seiner  Ebene  zur  Grundebene 
g  parallel  bleibend,  dergestalt^  dass  sein  Mittelpunkt  was  immer 
für  eine  Linie  diirchläurt,  und  ändert  sich  sein  Halbmesser  u  mit 
dem  Abstände  a:  von  der  Grundebene* so,   dass  immer 

ti  =  (a  +  a'x)  Vö  +  ö^x+b^a:^ 

ist,  so  wird  des  entstehenden  Körpers  Querschnitt    . 

Q  =  jcu«  =  7t  (a^  +  'laa'x  +  a'^x'^)  (b  +  b'x  +  A^'a:«), 

.daher  auch  der  Körper  selbst,  höchstens  von  der  vierten  Ordnung 
sein,  «iesbalb  sein  Körperraum  und  Schwermoment  nach  den  For- 
ipeln  (75)  und  (76)  gefunden  werden.' 


Schlussbemerkung. 

Obwohl  hier  die  allgemeinen  Hauptformeln,  zur  Abkürzung, 
mittels  Integrirens  aufgestellt  worden  sind,  so  unterliegt  es  doch 
nach  unseren  Andeutungen  nur  sehr  geringen  Schwierigkeiteo, 
für  Körper  der  zweiten  und  dritten  Ordnung  auf  ganz  elemen- 
tar rechnenden  Wegen,  auf  denen  man  die  Grenze,  der  das  Ver* 
hältniss 

bei  unendlicher  Steigerung  der  Anzahl  n,    ohne  Ende  zustrebt, 

=: — r~i'    also  für  m  =  2,  3,  4  insbesondere  ::^3,  1,  \  findet  nnd 
m+ 1  0^4*» 

benutzt,  zu  den  nemlichen  Formeln  zu  gelangen,  falls  es  Jeman* 
dem  gefallen  sollte,  Berechnungen  dieser  Art  in  einen  Lehrvor- 
trag oder  in  ein  Lehrbuch  fiir  Anfönger  aufzunehmen. 
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XIII. 

lieber   die   Construction    der   Tangenten   gewisser 

ebener  Curven. 

Von 

Herrn  Doctor   fViegers 

zu  Berlin. 


hl  der  Ebene  sei  eine  Curve  C  gegeben  durch  die  Gleichung 

zwischen  den  von  zwei  festen  Punkten  F  und  F'  der  Ebene  nach 
einem  Punkte  P  der  Curve  gezogenen  (stets  positiv  zu  nehmen- 
den) Radienvectoren  q  und  q'.  Die  zu  einem  dem  Punkte  P  be- 
nachbarten Punkte  Q  der  Curve  gehörigen  Radienvectoren  seien 
r  und  W>  80  dass  also 

(2)  /•(r.rO  =  0.    . 

Hj^lbirt  man  die  Winkel  {qt)  und  (^V)  und  zieht  gegen  die  Hal- 
hirungslioien  durch  die  Scheitel  F  und  F*  jener  Winkel  Senk- 
rechte  9  so  bestimmen  letztere  durch  ihren  Üurchschnitt  mit  der 
durch  P  und  Q  gelegten  Secante  der  Curve  C  zwei  Punkte  M 
und  Hü'  von  der  Bpschaffenbeit^  dass 

l  QM  :PM  =r  :q, 

(-3) 

(  QM'xPM'=t':q*, 

Folglich  ist 

I  {QM  -^PM)  :P3I  =(r-^)    :q, 

{QM^'-PM') : PM'  =  (r'  -  q'):q'; 

woraus  sich   ergiebt: 


(4)  1 


ffmpiiur  eä0^r  Cnrp0H.  *  Ifff 


(5)  />ilf  :PJ!f  =*,:(+ 4^)- 

Yun  d^ni  doppeUen  Zeichen  in  der  Tpr^ftehcad^n  Proportion  giU 
das  obere  oder,  das  untere,  je  nachdem  -7 — —^  positiv  oder  nega- 
tiv ist*  UQbrif;;ens  i$t  zu  beachten.«  daas  im  ersteren  Fulle  dift 
Punkte  M  uud  J/^  $^ii(  derselb^Ui  im  letzteren  auf  verachiedenei» 
S^tei)  von  PQ  lies^^in^ 

Lässt  man '  Q  sich  dem  Punkte  P  auf  der  Curve  unendMch 
l^oborr^»  AO  gebt  dU  Su^ciinte  PQ  Ciber  in  d\ß  Tangente  der  Curve 
C  im  Punkte  P,  Dabei  fallen  die  Geraden  q,  r  und  die  Halbl-* 
rende  des  Wfnfcefs  (gr)  einerseits >  und  die  Geraden  ^',  r'  und.  dici 
(inJl^irervdo  des  Winkels  (g^v^)  andererseits  ^pusammen^  aq  4ai99 
ffJU  nnd  f  J/'  bf^ziei^ungswei^ie  senkr^it  zu  F/^  und  F^P  w^r- 

den;  der  Quotient  -^ ^  gebt  über  in  j~i;  und  mau  hat  nun- 
mehr  die   Gleichung: 

(6)  p]ti:Pja'=jr'i±^<). 

aus  welcher»  wenn  man  gleichzeitig  xdie  obige  Bemerkung  über 
die  Lai;c  der  Punkte  M  und  ßl*  zu  PQ  beachtet,  nicht  selten 
eine  sehr  einfache  Con^truction  der  Tangente  in  einem  Pqnkt^  P* 
der  Curve  C  folgt. 

Werfn  in  der  Ebene  die  Punkte  einer  Curve  C  durch  den 
Durchschnitt  zweier  der  Gleichung  /"(p,  q')=0  genügenden  Ge- 
raden Q  und  q'  bestimmt  werden,  auf  die  Weise,  dass  entwe- 
der die  eine  Gerade  g  beständig  von  einem  festen  Punkte  F  der 
Ebene  ausgeht,  wahrend  die  andere  g^  parallel  mit  sich  längs 
einer  beliebigen,  ip  d^ir  (libene  gegebenen  Curve  O  mit  ihrem 
einen  Endpunkte  fortgleitet  — •  oder  dass  jede  der  Geraden  g 
und  Q^  mit  einem  Ihrer  Endpunkte  an  einer  in  der  Ebene  für  srei 
bestimmten  Curve  C"  resp,  C  parallel  mit  sich  fortgleitet:  so 
gelangt  man  durch  Betrachtungen,  die  i\en  vorhergehenden  ganz 
analog,  zu  derselben. Gleichung  (6),  In  welcher  nur  die  Punkte 
31  und  3J^  eine  andere  ißedl^utung  haben. 

Wir  erörtern  nur  den  ersten  FalJ,  in  welchem  g  beständig  von 
einem  festen  Punktq  F  ausgeht,  während  g^  an  einer  bekannten 
Curve  C"  auf  die  beschriebene  Weise  hingleitet:  die  Behandlung 
des  zweiten  Falls,  ergiebt.  sieb  dann  von  seibat  Pen  benachbar- 
ten Punkten  P  und  Q  auf  der  Curve  C  mögen  die  Punkte  F'  und 
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F"  der  Curve  C  entspreeheiiy  so  dass  also  FPssq,  F'P=q\ 
FQ^r,  F''Q  =  r^.  Verlängert  man  nun  die  Secante  F^F^'  der 
Curve  C^  bis  sie  die  Secante  PQ  der  Curve  C  im  Punkte  M' 
trifft,  und  halbirt  wieder  den  Nebenwinkel  von  (^)  durch  die 
Gerade  FM,  welche  die  Secante  PQ  in  M  trifft:  so  erhält  man 
wieder  der  Reihe  nach  die  Gleichungen  (3),  (4),  (5),  ((>}»  hat 
aber  unter  Jtf^  in  der  Gleichung  (6)  jetzt  denjenigen  Punkt  zu 
Verstehen  y  in  welchem  die  Tangente  der  Curve  C  irtk  Punkte  P 
'von  der  Tangente  der  Curve  C  im  Punkte  F'  geschnitten  wird; 
FJU  ist«  wie  oben,  senkrecht  auf  FP. 

Der  zur  Aufstellung  der  Gleichung  (6)  erforderliche  Werth  vod 

-7^  wird  durch  Differentiation  der  Gleichung  (1).  erhalten.    In  dem 

Falle  aber«  dass  f(Q,  ^0  ^'"^  algebraische  (rationale  und  ganze) 
Function  ist«  wird  man  deb  Differential- Calcul  bequem  vermeiden 
können. 

Ist  z.  B.  die  gegebene  Gleichung  (I) 

a^2  +  bq'^  +  CQQ^+p^  =0, 

wo  a,  b,  Cy  p  positive  oder  negative  Constanten  sind«  so  tritt  an 
Stelle  der  Gleichung  (2)  die  folgende: 

ör«  +  6r'*  +  err'  +p^=  0. 
£s  ist  daher 

«(r«— ^«)  +  &(r'«— ^'2)  +  c(rr'— ^^0  =  0« 
oder«    da  identisch 

rr'  —  QQ'^nrir'  —  ^0  +  ^'fr— ^) 
ist« 

(r-^)[a(r+  ^)  +  c^^  +  (r' -  ^0 [^ (r' +  ^')  +  er]  =  0. 

Statt  (3)  hat  man  jetzt  durch  die  vorstehende  Gleichung: 

Q*  ^-^     a{r -{■  q) -{- CQ*   '' 
und«    wenn  PQ  in  die  Tangente  übergebt: 


Ist  a = 6  =  0  >    ^~ = — m* «  und  sind  F  und  F*  feste  Punkte , 


so 
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Ut  die  gegebene  Carve  die  allgemeioe  Leroniecate,  fSr  welche 
also  PM^PJH'  Ist  I  (M  uod  M'  liegen  zu  verschiedenen  Seiten 
von  P).  Diese  Eigenschaft  hat  bereits  Herr  Professor  Steiner 
in. XlV..  Bande  des  Crelle'schen  Journals  naqhgevi'iesen. 

c  v^ 

Ist  11  =  6,    -=+2,    *- = — m*,   so  ist  die  gegebene  Curve 

irgend  ein  Kegelschnitt  *).  Für  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  sind 
die  Punkte  F  und  F^  fest.  Für  die  Parabel  ist  nnr  einer  der 
Punkte  F  fest;  der  andere  F^  bewegt  sich,  während  P  die  Pa- 
rabel durchläuft 9  auf  einer  gegebenen  Geraden«  auf  welcher  F^P 
ifl  jedem  Augenblicke  der  Bewegung  senkrecht  steht  Die  Glei- 
chung (7),  welche  jetzt  lautet: 

P]^  _Q 
PM^'^q'' 

lelirt.  dass  ^PMFco^PM^F*  ist,  dass  also,  wie  bekannt,  die 
Tangente  gleiche  Winkel  bildet  mit  den  nach  dem  Berührungs- 
punkte P  gezogenen  Radienvectoren  FP  und  F*P.      , 

Herr  Professor  Joachimsthal  hat  neuerdings  (s.  Crelle's 
Journal  Bd.  56.  Hrt3.)  folgenden  Lehrsatz  mitgetbeilt: 

Sind  die  positiven  Variablen  q  und  q'  entweder 

i.     die  Entfernungen  eines  l^unktes  P  von  zwei  festen 
Punkten  F  und  F' ^  oder 

U.    die  Entfernungen  des  Punktes  P  von  einem  festen 
Punkte  F  und  einer  festen  Geraden,  oder 

HI.  die  Entfernungen  des  Punktes  P  von  zwei  sicli 
schneidenden  festen  Geraden, 

welche,  während  P  eine  Curve  C  beschreibt,  stets  der 
Gleichung  f(Q,  q')z^O  genügen;  und  trägt  man  mit  Be- 
rücksichtigung des  Zeichens  auf  q  und  q'  Längen  ab, 

die   Ä^  und  kt  proportional  sind:'  so  Ist  die  Diagonale 

des  über  diesen  Längen  construirten  Parallelogramms 
die  Normale  der  Curve  C  im  Punkte  P. 

Dieser  Satz  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  aus  der  oben  auf 
'  gestellten  Gleichung  (6)  ableiten.    Zunächst  ist  klar,  dass  fQr  jede 
der  Bedingungen  L,  IL,  HL  die  Gleichung  (6)  gilt,  indem  die  Be» 


*)  Handelt  et  «ich*  direct  nm  den  Niirhwei«  der  im  Folgenden  an« 
geeprochenen  Eigenerhaft  der  KegeitrhnitCe,  au  wird  man  natürlich  von 
der  Grnndgleichnng  ^  J^  ^'  =  Conet.  anegehen. 

Theil  XXXIIt  12 


176  Wiegen:  üeb.die  CtmsMiet  d.  Tmtffenfen  ftnritser  eben.  Cftrven. 

dfngangen  II.  und  Ifl.  der  speclellen  Annahme  entsprechen',  dasv 
die  oben  erwähnten  festen  Corven  f?'^  und  C^  Gerade  sind.  Da 
auf  den  letzteren  q^  und  q  senkrecht  stehen  soHen,  so  sind  fflr 
jede  der  Voraussetzungen  I.,  11.,  Hl.  die  Dreiecke  PFMund  PF'M^ 
rechtwinklig y  und  da 

so  lässt  sich  die  Gleichung^  (6)   auch   folgendernisssen  schreibeu} 

(g)  cosi¥'f>F':cosillPF^g^:(t|6- 

Zieht  n)an  durch  P  die  Normale  der  Curve  (d.  i.  eine  Senkrechte 
zu  MM')  und  darauf  durch  irgend  einen  Punkt  N  derselben  Pa- 
rallelen zu  PF  und  PF' y  welche  die  letzteren  oder  ihre  Verlän- 
gerungen beziehungsweise  in  A  und  A'  schneiden^  so  hat  man: 

(gO  PA  2  PA*  =  sin  A'PN :  sin  APN, 

und  da  smA*PN  =  QosM'PF'\  sin  APN  =  cos  ß^  PF  ist,  soge- 
ben die  Gleichungen  (c^)  und  (g^): 

(G)  ^^:P^'=|:(Tgp. 

In  den  Gleichungen  (6),  (g)^  (G)  gelten  entweder  die  oUeren  oder 
die  unteren  der  doppelten  Zeichen  gleichzeitig. 

Ist  daher  der  Quotient   (ö^'ö^f)  negativ,    so  liegen  M  und 

M'  auf  derselben  Seite  von  P.  Zieht  man  aus  P  Parallelen  zu 
FM  und  F*M',  welche  die  letzteren  oder  ihre  Verlängerungen 
heziehungsweise  in  L  und  U  schneiden;  so  sieht  man  ein,  dass 
fSr  den  vorliegenden  Fall  die  veHSngerte  Gerade  iü/TI!/'  durch  den 
IjVinkel  LPL*  gehen  muss.  Folglich  geht  die  Normale  ip  P  durch 
dje  Nebenwinkel  von  FPF* ;  und  während  die  eine  der  Längen 
P4  und  PA'  auf  den  zugehörige^)  Radiusvector  fallt,  wird  die 
andere  die  Verlängerung  des  zugehörigen  Radiusvector  über  P 
hinaus  btid'en. 

Ist  dagegen  der  Quotient   ('T*^  /)  positiv,  so  liegen  üf/ und 

M'  zu  verschiedenen  Seiten  von  P  und  die  Gerade  MPM*  kann 
dtsshalh  nur  durch  die  Nebenwinkel  von  LPL'  gehen.  Folglich 
^elit  die  Nermale  fn  P  jetzt  jedenfalls  durch  den  Winkel  FPF^; 
uBd  die  Längen  PA  und  PA*  liegen  gLelohzeitig  entweder  aaf 
den  zugehörigen  Radienvectoren  oder  auf  deren  Verlängerungen 
Ciber  P  bin.a.us. 

Die  voBstehenden  Bemerkungen   in  Verbindung  mit  der  Gleir> 
chung  (G)  geben  den  Lehrsatz  des  Herrn  Prof.  Joaehlmsthal. 
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XIV. 

Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster 

und  zweiter  Ordnung. 

Von 

Herrn  Doctor  A.  fVeilevy 

Lehrer  der  Malbeniatik   an   der  höheren  Uürgertchiiie  zu  Mannheiuu 


Vorwort. 


Es  ist   DUO  eine  Reihe  von  Jahren  verflossen >  seit  dem  ich 
mir  die  Aufgabe  gestellt   habe,  die  Lehre    von   der  Integration 
der    Differentiaigleichongen   einer    neuen    Bearbeitung   zu    unter* 
werfen.    Ich  dachte  mir,  es  müsse  sich  aus  den  zur  Integration 
fahrenden  Sätzen  und  Regeln   ein  znsammenhSngendes  GebSnde 
aufrichten    lassen,    woran   jedem    einzelnen    Baustein,    eine    be-* 
stimmte    Stellung   angewiesen    sei.     Andererseits    aber' war  »feh  ' 
zu  der   Ueberzeugung  gekommen,   dass   man,  um  dies  Gebftade' 
aufzurichten,  auf  eine  blosse    Zusammepstellung    der    bekannten 
Leistungen  sich  nicht  beschränken   dürfe.     Denn  diese  Leistun- 
gen sind  zum  Theil  wenigstens  von  der  Art,  dass  man  das  ehie- 
mal  für  gross  und  wichtig  zu  halten  geneigt  ist,  was  ein  andermal 
gering  utid   unbedeutend   erscheint,  da  man  bei  der  Beurtheilung 
von  verschiedenen  Standpunkten  ausgehen  zu  müssen  glaubt     Da 
ich   nun  selbst  niemals   daran  gezweifelt   habe,  dass   die  Unge« : 
wissbeit,  in  welcher  Weise  dieselben  zu  beurtheilen  seien,  nur 
in   der  Unvoilständigkeit  der  bisherigen  Hilfsmittel    ihren   Grund 
habe,  so  schloss  ich,  dass  es  hier  darauf  ankomme,  gewisse  oocb  ■ 
fehlende  Glieder  herbeizuschaffen. 

In  dem  51sten  Band  des    Crelle'schen  Journals  habe' 
ich   die  Integration    der   linearen    Differentialgleichungen   zweiter 

12* 
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zweiter  Ordnung  mit  zwei  und  mehr  Verftnderiiehen  aU  ein  fSr 
sieb  abgeschlossenes  Ganzes  betrachtet.  Diese  Behandlungsweise 
ist  dadurch  veranlasst,  dass  die  Integration  der  linearen  Differen- 
tialgleichungen auf  einer  eigenthiimlichen  Grundlage  sich  aufbauen 
lässty  'welche  bis  jetzt  wenigstens  fiir  keinen  andern  Theil  der 
Integralrechnung  sich  wiederfindet.  Ich  habe  dort  gezeigt ,  wie 
man  das  allgemeine  Inte»ral  einiger  ausgedehnten  Gruppen  von 
linearen  Differentialgleichungen  in  einer  Form  ausdruckt  >  deren 
Einfachheit  alle  -  früheren  Darstelluns'cn  weit  hinter  sich  lässt 
Meine  Untersuchungen  über  die  Integration  der  allgemeinen  Diffe- 
rentialgleichung erster  und  zweiter  Ordnung  mit  nur'ztvei  Verän- 
derlichen sind  kürzlich  in  dem  29s ten  Theil  von  Grunert'0 
Archiv  zur  Veröffentlichung  gekommen.  Ich  hatte  die  Absicht, 
zu  zeigen,  Atl?^^  die  Kennfniss  von  besonderen  Integralen  und  be- 
sonderen Auflosungen  bei  der  Integration  dieser  Differentialglei- 
chungen von  weit  grösserer  Bedeutung  ist,  als  man  bis  dahin 
anzuerkennen  geneigt  war.  Insbesondere  aber  glaube  ich  darge- 
than  zu  haben,  dass  alle  bis  dahin  bekannten  Hilfsmittel  der  In- 
tegration von  Differentialgleichungen  mit  nur  zwei  Veränderlichen 
ihre  vortheilhafteste  Verwendung  finden,  wenn  man  die  Bestim- 
mung des  ihtegrirenden  Faktors  als  das  eigentliche  Ziel  der  Auf- 
gabe stets  im  Auge  behält.  Die  vorliegende  Abhandlung  soll  nun 
alles  Uebrige  umfassen,  nämlich  die  Integration  der  partiellen" 
Differentialgleichungen  erster  und  zweiter  Ordnung  mit  drei  Und 
mehr  Veränderlichen.^  Da  ich  hierbei  eine  noch  wenig  betretene 
Bahn  verfolg't  habe,  und  es  mir  gerade  dadurch  möglich  gewor- 
den ist,  nicht  allein  alle  die  schon  früher  auf  diesem  Gebiete  ge- 
n^acbten  Erfahrungen  vollständig  zu  beherrschen,  sondern  auch  die 
Grenzen  desjenigen,  was  sich  überhaupt  erreichen  lässt,  um  ein 
Erhebliches  binauszurücken,  so  möchte  ich  in  diesem  Vorwort  den 
Versuch  machen,  dem  sachkundigen  Leser  in  kurzen  Zügen  die 
Gedanken  aufzuzeichnen,  welche  mich  bei  der  Bearbeitung  geleitet 
haben,  und  dann  auch  das  Verhältniss  meiner  Resultate  zu  den 
schon  bekannten  Leistungen  berühren. 

Die  Integration  einer  Differentialgleichung  hat  immer  nur  den 
Zweck,  eine  der  vorkommenden  Veränderlichen  als  Funktion  der 
übrigen  Veränderlichen  darzustellen.  Diese  Aufgabe  soll  aber  in 
allen  Fällen  ihrem  Ziel  dadurch  entgegengeführt  werden,  dass 
man  dieselbe  auf  eine  andere  zurückführt,  wornach  die  gesuchte 
Funktion  weniger  Veränderliche  erhält  als  vorher.  In  dieser  Weise 
wird  dann  die  grosse  Mannigfaltigkeit  von  Aufgaben,  welche  durch 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  ihre  Erledigung  ünden,  , 
zuletzt  jedesmal  auf  die  Integration  von  Funktionen  einer  einzigen 
Veränderlichen  oder  auf  die  sogenannte  Quadratur  zuriickgeßihrt. 


erster  und  zweiter  Ordnung.  173 
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'  Doeli  darf  man  Dicht  ftlaubeii,  ckiss  man  jedesmal  dasselbe 
Problem  vor  sich  habe,  wenn  die  zu  integrirende  Differentialglei* 
cfcunf^  dieselbe  Anzahl  von  Veränderlichen  enthält  Jedes  Inte* 
irrationsverfahren  gründet  sich  auf  eine  bestimmte  Voraussetzung 
m  Bezug  auf  die  Beschaffenheit  des  allgemeinen  Integrals.  Dies 
Verfahren  führt  dann  auf  die  Integration  aller  derjenigen  Diffe* 
rentialgleichungen ,  deren  allgemeines  Integral  in  der  That  die 
angenommene  Form  hat.  Doch  ist  man  genöthigt^  um  die  mannig- 
faltigen hier  vorkommenden  Aufgaben  lu^en  zu  können,  von  gar 
mancherlei  Voraussetzungen  auszugehen.  Wenn  nun  auch  die 
vorhin  ermähnte  Vorschrift,  die  Zahl  der  Veränderlichen  in  der 
gesuchten  Funktion  nach  und  nach  zu  vermindern,  jederzeit  die 
Uechnungsoperationea  beherrscht,  so  werden  sich  diese  letzteren 
doch  für  alle  diejenigen  Differntialgieichungen,  welche  wegen  der 
Oebereinstimmung  in  der  Integralform  einer  bestimmten  Gruppe 
•  angehören,  auch  wieder  eigenthümlich  gestalten.  IMan  könnte  er- 
warten, dass  alle  diejenigen  Differentialgleichungen,  welche  selbst 
in  ihrer  Form  auffallend  übereinstimmen,  jedesmal  auch  nach  einer 
und  derselben  Regel  sich  integriren  jassen.  Dies  trifft  aber  oft 
genug  nicht  zu.  Denn  wenn  auch  alle  diejenigen  Differentialglei- 
'chungen,  welchen  ein  und  dieselbe  Integralform  zumt^runde  liegt, 
jedenfalls  gemeinsame  Eigenschaften  besitzen,  so  treten  dieselben 
doch  nicht  immer  deutli«:h  hervor,  und  werden  oftmals  durch  an- 
dere unwesentliche  Momente  so  sehr  zurückgedrängt,  dass  nur  eine 
genaue  auf  Rechnung  gegründete  Untersuchung  dieselben  erkennen 
lässt.  Diese  Bemerkungen  mögen  nun  hinreichend  darthun,  dass 
die  Natur  der  Integralform  den  nächsten  Einfluss  erhält  bei  der 
Trennung  des  ganzen  Gebiets  in  einzelne  für  sich  abgeschlossen« 
Theile. 

Das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 

w*orin  ZVXW  bestimmte  Funktionen  der  n-|-l  Veränderlichen 
zyxto..,  sind,  hat  jedesmal  die  Form  (p(c(ßy...)  =^0,  wo  <p  eine 
willkührliche  Funktion,  tcßy,.,  aber  bestimmte  Funktionen  der Ver< 
änderlichen  sind.  Allein  die  Bestimmung  der  ?{  Funktionen  aßy.., 
hat  mancherlei  Schwierigkeiten,  da  es  nicht  möglich  ist,  dieselben 
durch  eine  bestimmt  vorgeschriebene  und  allgemein  gültige  Ent« 
Wicklung  zu  erzielen.  Alles,  was  hier  erreicht  werden  kann,  gilt 
immer  nur  für  gewisse  Formen  der  Funktionen  ZYXW...  oder 
für  gewisse  Beziehungen,  welche  diese  Funktionen  unter  einander 
eingehen. 
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LagraDge  bat  saerst  f^zeigt  (in  den  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  1779),  dass  die.  nGleicbungen  a  =  a, 
ßizzb,  y=zc.>.,  irelche  als  besondere  Integrale  jener  partiellen 
Differentialgleichung  Genüge  leisten,  vrenn  a,  6,  c...  willkübr- 
liehe  Beständige  vorstellen,  gleichbedeutend  sind  mit  denjenigen 
Gleichungen,  woraus  man  die  n  Veränderlichen  yxw.,.  als  Funk- 
tionen von  %  zu  bestimmen  hat^  damit  man  dadurch  die  n  Diffe- 
rentialgleichungen : 

u.  S.W.  befriedige.  Da  nun  aber  die  vorliegenden  Differential- 
gleichungen durch  die  Elimination  von  irgend  n — 1  abhängigen 
Veränderlichen  auf  eine  Differentialgleichung  der  nten  Ordnung 
mit  nur  zwei  Veränderlichen  führen,  so  war  man  der  Meinung, 
dass  durch  den  von  Lagrange  entdeckten  Zusammenhang  zwi- 
schen den  n  Fänktionen  ctßy....  der  partiellen  Differentialgleichung 
und  dem  Integral  jenes  Systems  von  Differentialgleichungen  die 
fntegration  der  partiellen  Differentialgleichung  geleistet  sei.  Die 
Bestimmung  der  Funktionen  aßy,.,.,  sagte  man,  sei  nun  auf  die 
Integration  einet  Differentialgleichung  mit  nur  zwei  Veränderlichen 
zurückgeführt,  und  die  Reduktion  auf  eine  Differentialgleichung 
mit  weniger  Veränderlichen  sei  doch  in  allen  Fällen  dasjenige 
Ziel,  wornach  man  streben  müsse. 

Allein  das  von  Lagrange  gegebene  Integrationsverfahren 
verlor  bald  diesen  glänzenden  Schein,  da  man  sich  überzeugte, 
wenn  es  auf  die  wirkliche  Integration  einer  partiellen  Differen- 
tialgleichung ankomme,  dass  man  dadurch  nicht  gefordert  werde. 
Doch  darf  man  nicht  glauben,  dass  desshalb  der  Grundsatz 
angefochten  werden  könne,  wornach  das  Problem  der  Integra- 
tion seiner  Lösung  näher  gebracht  ist,  nachdem  es  gelungen, 
die  Anzahl  der  in  der  gesuchten  Funktion  vorkommenden  Ver- 
änderlichen zu  vermindern.  Das  Irrige  einer  solchen  Meinung 
«teilt  sich  heraus,  wenn  man  die  Integration  einer  Differential- 
*  gleichung  der  nten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen  näher 
ins  Auge  fasst.  Man  weiss,  dass  diese  Integration  durch  die  Be- 
stimmung der  n  ersten  Integrale  zu  Stande  kommt,  oder  der  n 
verscbiedenen-Differentialgleicbungen  der  n— Isten  Ordnung«  welche 
durch  Differentiation  auf  die  vorliegende  Differentialgleichung  zu- 
rückführen. Man  weiss  auch,  dass  die  linearen  Differentialglei- 
ehungen  bis  dahin  die  einzige  Ausnahme  machen,  wo  man  noch 
auf  einem,  anderen  Weg  zum  Ziel  kommt,  indem  man  unmittelbar 
die   endliche  Gleichung    mit  ihren   n    willkührlichen   ßeständigeu 
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darsusteileiA  hn  Stande  Ist.  Da«  erste  Integral  eigner  Differential-' 
glekhuDg  der  nten  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen  ist  aber 
sielbet  wieder  eine  Funktion  vdn  n\\  Veränderlichen.  Ausser 
den  beiden  Veränderlichen   y  und  %  kommen   nämlich   darin  nocfi 

-  die  n  —  1  Differentialquotienten  -^  ,     -r^ 7  «^  ^^^»  weldie^ 

wenn  auch  unter  sich  in  einer  bestimmten  Abhängigkeit  stehend, 
bei  der  Gewinnung  des  ersten  Integrals  aber  die  tlolle  von  un- 
abhängigen Veränderlichen  übernehmen.  Und  so  überzeugt  mai| 
sich  denn,  wenn  man  an  dem  vorhin  ausgesprochenen  Grundsatz 
festhält,  dass  dann  noch  kein  Grund  vorliegt,  die  Integration  eineif 
Differentialgleichung  der  Titen  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderli- 
chen für  eine  einfachere  Aufgabe  anzusehert,  als  die  Integration 
jener  partiellen  Differentialgleichung  mit  72+1  Veränderlichen. 
Da  man  aber  auch  nachweisen  kann,  dass  die  ersten  Integrale 
einer  Differentialgleichung  der  wten  Ordnung  im  Allgem(*inen  nicht 
vortheilhafl^er  sich  darstellen  lassen,  als  auch  jene  Funktionen 
nßy,,,,,  und  da  überdies  die  Herleitufig  der  Differentialgleichung 
der  nteri  Ordnung  allein  schon  schwierige  Rechnungen  erfordert, 
so  ruckt  allerdings  die  Aussicht  sehr  in  die  Ferne,  aus  dem  von 
Lagran£:e  entdeckten  Zusammenhang  liir  die  Integration  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  einen  Vortheil  zu  ziehen. 

Wenn  demnach  die  partielle  Differentialgleichung  nicht  au| 
eine  Differentialgleichung  höherer  Ordnung  mit  nur  zwei  Verän- 
derlichen zurückgeführt  werden  soll,  so  wird  denn  doch  jene 
Leistung  von  Lagrange  stets  von  grosser  Bedeutung  sein.  Man 
wird  sie  richtig  würdigen,  wenn  man  zu  dem  Schlüsse  gelangt, 
dass  die  Integration  eines  Systems  von  Differentialgleichungen 
der  erst<;n  Ordnung  mit  nur  einer  einzigen  unabhängigen  Verän- 
derlichen nicht  von  einer  Differentialgleichung  höherer  Ordnung 
mit  nur  zwei  Veränderlichen,  sondern  vielmehr  von  einer  partiellen 
Differentialgleichung  der  erstf^n  Ordnung  abhängen  soll,  weil  man 
so  durch  einen  geringeren  Aufwand  von  Rechnung  zum  Ziel  kommt. 
Man  hat  nur  dann  einen  Grund,  den  ersteren  Weg  einzuschlagen, 
wenn  derselbe  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  führt,  da  hier 
das  Integrationsverfahren  sogleich  die  endliche  Gleichung  liefert, 
also  die  abhängige  Vernnderlicbe  unmittelbar  als  Funktion  der 
einzigen  noch  übrigen  unabhängigen  Veränderlichen  dargestellt  wird. 

Es  war  eine  grosse  Aufmunterung  für  mich,  zu  erfahren,  dass 
^ieh  für  diese  von   der  gewöhnlichen    so  sehr  abweichenden  Be- 
trachtungsweise   schon   früher  eine   Autorität  ausgesprochen  hat. 
Die    Untersuchungen   von   Jacobi   über  die  Integration  der  par- 
•  tieUen  DifferentialgleicbuHgeu,  >\ eiche  in  seiner  Abhandlung:  „Di<^ 
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Incirlatiohes  de  aeqaationum  diff.  vulg.  systematis  ea« 
rumque  connexione  u.  s.  w.*'  in  dem  238ten  Baod  des 
Crelle'schen  Journals  niedergelegt  sind,  gehen  von  demsel- 
ben Gedanken  aus,  dass  die  Funktionen  aßy.,,,^  woraus  das  all. 
gemeine  Integral  zusammengesetzt  ist,  aus  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung selbst  bestimmt  werden  sollen. 

Da  man  nun  aber  zu  dieser  Ueberzeugung  gekommen  ist,  so 
entsteht  die  Frage,  wie  man  anders  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichung  auf  die  Quadratur  zurückführe.  Auf  diese 
Frage  hatte  Jacobi  noch  keine  bestimmte  Antwort,  wiewolil  er 
die  Ansicht  ausspricht,  es  werde  sich  am  Ende  doch  wohl  her- 
ausstellen, dass  die  Losung  der  Aufgabe  auf  einer  allmliligen  Ver* 
minderung  der  Veränderlichen  beruhe.  Um  dies  zu  erreichen, 
habe  ich  zwei  verschiedene  Wege  eingeschlagen.  Das  einemal 
gelingt  es,  durch  Transformation  die  Anzahl  der  Veränderlichen, 
welche  in  der  gesuchten  Funktion  vorkommen,  zu  verroindero« 
Die  neuen  Veränderlichen,  welche  hierbei  zu  benutzen  sind,  er- 
j^eben  sich  nach  bestimmten  Regeln  aus  den  etwa  bekannten  be- 
sonderen Integralen  und  besonderen  Auflösungen]  der  partiellen 
Differentialgleichung.  Wo  man  aber  so  nicht  zum  Ziel  kommt, 
da  gelingt  es  oftmals,  die  partielle  Differentialgleichung  in  mehre 
andere  zu  zerlegen,  von  denen  jede  für  sich  weniger  Veränder- 
liche einschliesst,  als  die  ursprüngliche.  Die  weitere  Lösung 
der  Aufgabe  besteht  dann  darin,  die  allgemeinste  Funktion  anzu- 
geben, welche  gleichzeitig  den  verschiedenen  partiellen  Differen- 
tialgleichungen Genüge  leistet. 

Ich  habe  es  für  nöthig  erachtet,  den  bis  dahin  besprochenen 
Gegenstand  in  seinen  Einzelnheiteo  hervorzuheben,  während  ich 
andere  Ergebnisse  meiner  Untersuchungen  in  diesem  Vorwort  nur 
mehr  andeuten  wollte.  Denn  die  bis  dahin  mitgetbeilten  Resul- 
tate dienen  allen  übrigen  Untersuchungen  zur  Grundlage.  Indem 
ich  überall  den  noch  so  wenig  verfolgten  Gedanken  festhielt,  die 
Funktionen,  welche  einer  partiellen  Differentialgleichung  Genüge 
leisten,  aus  dieser  Gleichung  selbst  abzuleiten,  ist  mir  die  Freude 
geworden,  immer  mehr  zu  erkennen,  dass  ein  weitreichendes 
Hilfsmittel  dem  Rechner  hieraus  erwachse.  Denn  dieser  einzige 
Gedanke  beherrscht  mit  Leichtigkeit  ein  weites  Feld  von  Unter- 
suchungen, welche  vorher  lästigen  Schwierigkeiten  unterworfen 
waren;  demselben  Gedanken  fügen  sich  willig  auch  solche  Un- 
tersuchungen ,  auf  welche  meines  Wissens  vorher  Niemand  mit 
Erfolg  eingegangen  war. 

Was  zunächst  noch  die  Integration  eines  Systems  von  Diffe- 
rentialgleichungen betrifft,  so  lässt  sich  leicht  dasjenige,  was  vorhin 
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von  dem  SyKtem  von  Diffei'entialgleicfinngen  der  ersten  Ordnung 
mit  nur  einer  einzigen  unabhängigen  Veränderlichen  gesagt  wor« 
d'en  \9\,  auf  ein  System  derartiger  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnung  auszudehnen.  In  der  That  hat  man,  wenn  beliebig  viele 
Differentialgleichungen  der  Art  vorliegen,  bezuglich  von  der  n» 
Pt  qien  u.  s.  w.  Ordnung,  ein  sehr  einraches  Bildungsge^etz  fOr 
eine  partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  und  des 
ersten  Grades  mit  1 -|-n'-fp -f-^' -(-••••  Veränderlichen,  deren  In- 
tegration hinreicht,  um  unmittelbar  das  allgemeine  Integral  des 
vorliegenden  Systems  angeben  zu  kunifen. 

Auch  ein  gewisses  System  von  partiellen  Differentialgleichun- 
gen der  ersten  Ordnung,  wodurch  also  die  Abhängigkeit  mehrerer 
Grossen  von  mehr  als  einer  unabhängigen  Veränderlichen  ausg^ 
drdckt  ist,  lässt  sich  mit  Hilfe  einer  einzigen  partiellen  Differen- 
tialgleichung der  ersten  Ordnung  integriren.  Hat  man  ein  derar- 
tiges System  von  n  partiellen  Differentialgleichungen,  worin  m 
unabhängige  Veränderliche  vorkommen,  so  findet  sich  eine  partielle 
Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  mit  m-f  n  Veränderlichen, 
auf  deren  Integration  es  hier  ankommt. 

Die  allgemeinste  partielle  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  mit  n-\-\  Veränderlichen  ist  dargestellt  durch 

wenn  z^z^Zw....  die  Differentialquotienten  sind.  Das  allgemeine 
Integral  dieser  partiellen  Differentialgleichung  lässt  sich  bekannt- 
lieh  ohne  Weiteres  anschreiben,  wenn  ein  vollständiges  Integral 
bekannt  ist  oder  eine  Funktion,  welche  der  partiellen  Differential- 
gleichung genügt,  und  zugleich  n  willkflhrliche  Beständige  ein- 
schliesst.  Schon  Euler  hat  in  seinen  „Institutiones  cal- 
euli  integral is''  gezeigt,  wie  man  das  allgemeine  Integral 
daraus  ableitet.  Die  Bestimmung  eines  vollständigen  Integrals 
ist  desshalb  die  eigentiche  Aufgabe  der  Integralrechnung.  Für 
die  partielle  Differentialgleichung  mit  nur  drei  Veränderlichen 

Hiiyixzyx)  =  0 

bat  dies  Lagrange  in  seinen  „Vorlesungen  über  Funktio- 
nenrechnung'^  geleistet.  Man  findet  nämlich  eine  partielle  Dif- 
ferentialgleichung der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Graden, 
wenn  es  darauf  ankommt,  die  beiden  Differentialquotienten  Zy  und 
zx  zu  bestimmen,  welche  dem  allgemeinen  integral  entsprechen. 
Ein  besonderes  Integral  asEsa,  in  Verbindung  mit  ifis=0,  liefert 
die  beiden  Wertbe  t^  und  tx  als  Funktionen  der  drei  Veränder- 
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lioheti  %t  y  und  jt  und  der  wiUkfihrliohell  Be«täiidig6n  ir;  ywd  die 
Integratiou  def  volUtändigeu  Differentialglttjohuiig 

dz  =  Zydy  +  Zxdx 

ffSkkti  dann  auf  ein  volUtfindlges  -  Integral  der  paitielleii  Differen«' 
tialgicfiehung  if;  =  0. 

Nach  Lagrange  hat  man  sich  vielfach  bemüht ,  die  obige 
Regel  auf  die  partielle  Differentialgleichung  mit  n  \- \  Veränder- 
lichen auszudehnen.  Es  kommt  hier  darauf  an,  die  n  Differential- 
quotienten  als  Funktionen  der  Veränderlichen  und  von  n  —  I  will- 
kOhrlichen  Betctändigen  darzustellen,  um  ^}\w[\  ein  vollMtäiidiges 
'  Integral  durch  die  Integration  der  vollständige^  Differential ^ei' 
chung : 

dz  =:  tydy  +  Zxdx  f  Zwdw  + . . ;. 

so  erzielen.  Allein  man  ist  damit  nicht  zu  Ende  gekommen«  Und 
doch  lassen  sich  ohne  Anstand  71— ^1  partielle  Differentialgleichun- 
geu  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades  anschreiben» 
«reiche  die  Eigenschaft  besitzen ,.  dass  jede  der  n-rl  endliche» 
Gleichungen 

•         ■  ' 

u.  8.  w.,  woraus  die  Diffcrentialquofienten  in  der  ar\gegebenen 
Weise  sich  berechnen,  denselben  gleichzeitig  Genüge  leistet. 

Die  Integration  der  allgemeinen  partiellen  Differentialgleichung 
^-^Q  ist  zwar  schon  lange  von  Pfaff  gegeben  (in  den  Abband» 
luDgen  der  Berliner  Akademie  1814  und  1816).  Allein 
Pfaff  verlässt  dajs  von  Lagrange  für  drei  Veränderliehe  einge» 
schlagene  Verfahren,  in  der  Meinung ,  dass  diesem  für  mehr  aU 
drei  Veränderliche  unübersteigliche  Hindernisse  entgegenstehen. 
Die  Pfaff'sche  Methode  ^cbt  von  einem  andern  Gesichtspunkte 
aus,  und  betrachtet  die  vorliegende  Aufgabe  als  speziellen  Fall 
einer  viel  allgemeineren,  nämlich  der  Integration  der  voilsländi- 
digen  Differentialgleichung: 

Zdz^  rdy  +  Äda:  +  Wdw  +  ....  +  Äidzx  +  fFi rfzu. +  ....  =  0, 

worin  ZFÄIF.... ^i  >Fi ....  irgend  Funktionen  der  2ii  Veränder- 
lichen ZxZw''*iy^u>  sind.  Es  wird  gezeigt,  dass  sich  jedesmal 
ein  Integral  findet,  bestehend  aus  n  endlichen  Gleichungen,  worin 
eben  se  viele  willköhrlicbe  Bestandige  vorkommen.  Zu  diesen 
n  Gleiehnngen  gelangt  Pfaff,  indem  er  n  verschiedene  Systeme 
von  bezüglich  2h — •!»  2n — 3. ...3,  1  Differeiitialgleichnngen  der 
«r44ett    Ordnung    mit    einer    einzige;n    uBabhäi^igen    V'eirändorU- 
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eben  integrirt    Man  sieht  eio>  dass  die  volUtäudige  Differeotial- 
gleichuDg 

dz  ==  Zydy  +  ixdx  +  imdw  |- ... . , 

worin  an  die  Stelle  von  ly  der  aus  if^  =  0  berechnete  Werth  ein« 
gesetzt  worden  9  ein  spezieller  Fall  der  von  Pf  äff  getönten  Auf^ 
gäbe  ist,  da  hier  die  Coeffizienten  ^^ ,  JFi,....  verschwenden.  Die 
n  endlichen  Gleichungen  führen  aber  durch  •  die  Elimination  der 
n — 1  Differentialquotienten  ZxZw*-.,  auf  ein  vollständiges  Integral. 
Ich  habe  von  der  Pfaffschen  Methode  Kenntniss  erhalten,  nach- 
dem ich  selbst  schon  auf  dem  von  Lagrange  angebahnten  Weg 
zum  Ziel  gekommen  war.  Wiewohl  nun  der  zwischen  den  beidcnt 
Methoden  bestehende  Zusammenhang  nicht  schwer  za  übersehen 
ist,  da  es  nahe  liegt,  die  Pfa  ff  sehen  Systeme  aus  den  von  mir 
aufgestellten  partiellen  Differentialgleichungen  abzuleiten^  so  ISsst 
sich  doch  Mancherlei  zu  Gunsten  der  letzteren  Methode  anf&'hren. 
Nicht  allein  ist  hier  der  leitende  Gedanke  der  Natur  der  Aufgabe 
mehr  abgemessen,  so  dass  man  zu  einer  schnelleren  und  doch 
tieferen  Einsicht  in  das  eigentliche  Problem  gelangt;  die  vorkom* 
nienden  Rechnungen  lassen  auch  sehr  benierkenswerthe  Verein- 
fachungen zu,  welche  der  Pfaff'schen  Methode  fremd  sind. 

Was  Jacobi  gegeben  hat,  um  die  Pfaff'sch^  Methode  all« 
zukSrzen,  erleidet  keine  Aenderung,  wenn  man  die  andere  Me- 
thode gebraucht.  Jacobi  zeigt  nämlich  (in  dem  Crelle'schen 
Journal  Band  17.),  dass  man  ein  vollständiges  Integral  schon 
aus  jenem  ersten  Systeme  von  2n  —  1  Differentialgleichungen  ab- 
leiten kann,  so  dass  also  die  übrigen  n  —  1  Systeme,  von  denen 
Pfa  ff  Gebrauch  macht,  entbehrlich  sind.  Jenes  erste  System 
ist  aber  mit  der  ersten  von  jenen  n— -1  partiellen  Differentialgtel* 
chung'^n  gleichbedeutend,  deren  man  sich  auf  dem  andern  Weg 
zu  bedienen  hat.  Wenn  man  geneigt  ist,  diesen  von  Jacobi  ge* 
gebenen  Aufschluss  als  einen  bedeutenden  Fortschritt  in  der  In- 
tegration der  partiellen  Differentialgleichungen  anzusehen,  so  kann 
ich  nicht  umhin,  hier  eine  andere  Ansicht  auszusprechen,  da  ich 
mich  überzeugt  habe,  dass  das  von  Jacobi  eingeschlagene  Ver- 
fahren grosse  Hindernisse  der  Integration  entgegenstellt,  welche 
sonst  nicht  vorhanden  sind.  Ich  glaube  auch  dem  Leser  ohne 
viel  Aufwand  von  Rechnung  diese  Ceherzeugung  verschaffen  zu 
können;  doch  will  ich  mir  dabei  erlauben,  nur  beispielweise  die 
partielle  Differentialgleichung  mit  vier  Veränderlichen 

fp(tyZxtifiZyxw)  •=  0 
^tt  betrachten. 
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Bezetchtiet  man  dilii  voliständii^e  integral  ^%f  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung t/;=:0  durch  y=:9>y  wo  fp  eine  willkuhrliche  Be- 
ständige isty  y  aber  eine  bestimmte  Funktion  der  vier  Veränder- 
lichen zyjcw.,,,  und  von  zwei  andern  nillkuhrlichen  Bestandigen 
a  und  ßs  Bo  lässt  man  bekanntlich  die  («rosse  (p  in  eine  uillkühr- 
licbe  Funktion  von  a  und  ß  übergeben,  a  und  ß  aber  selbst  in 
eine  bestimmte  Abhängigkeit  treten  zu  den  Veränderlichen  lyxw* 
indem  man  die  drei  Gleichungen: 

anschreibt,  um  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung if;  =  0  darszutellen.  Daraus  ergeben  sich  nun  unzählig 
Tiele  besondere  Integrale,  wenn  man  die  willkuhrliche  Funktion 
^{aß)  irgendwie  spezialisirt,  und- dann  die  Elimination  von  a  und 
ß  vornimmt  Bleiben  bei  dieser  Spezialisirung  drei  willkuhrliche 
Beständige  in  q>{tiß)  zurück,  so  gelangt  man  auf  dem  angegebe- 
oen  Wege  zu  einem  volständigen  integral.  Dies  nius^^te  ich 
vorausschicken,  um  an  den  Zusammenhang  zu  erinnern,  welcher 
zwischen  den  vollständigen  Integralen  und  dem  allgemeinen  Inte- 
gral besteht  Jacobi  integrirt,  um  ein  vollständiges  Integral  zu 
erhalten,  jenes  erste  System  von  2n  —  1  Differentialgleichungen. 
Das  Integral  sei  hier  ausgedrückt  durch  die  fünf  Gleichungen: 

«1  =  «»    ßi=^»    71=^'»    öi^d,    «,  =«, 

worin  «i ,  ft,  ....  bestimmte  Funktionen  der  Veränderlichen  zt/arw 

und  der  Differentialquotienten  lyz^zw  sind,  a,  6,....  aber  ^villkiihr- 

liehe  Beständige.     Aus  der  Natur  der  Aufgabe  schliesst  man,  dass 

dy       dy 
die  fünf  Gr«)8sen  a,  j9 ,  y,  -/ .«     -Jx  des  allgemeinen  Integrals  als 

bestimmte  Funktionen  von  aj,  j?|,....  sich  darstellen.  Da  man 
aber  von  diesen  fünf  Grössen  je  zwei  zwischen  den  drei  Gleichun- 
gen I.  eliminiren  kann,  so  ist  das  allgemeine  Integral  auch  durch 
die  drei  folgenden  Gleichungen  ausgedrückt: 

II.  yi  =  9i(«i  A)»    ^1  =  92(«i  A)»     h  =  98(«i  A)> 

worin  aber  die  drei  Funktionen  9^1 ,  g^2>  9^3  ''^  einer  bestimmten 
Abhängigkeit  zu  einander  stehen.  Es  hat  keine  Schwierigkeit, 
diese  Funktionen  in  derjenigen  Gestalt  anzugeben,  welche  ihnen 
zukommt,  sobald  man  die  Funktion  q>  der  Gleichung  y  =  q>{€tß)  in 
einer  eigenthümlichen  Weise  spezialisirt.  Lässt  man  nämlich  diese 
Gleichung  in  eine  identische  übergehen,  nachdem  man  die  in  y 
vorkommenden  Veränderlichen  zyxw  durch  willkuhrliche  Beständige 
ersetzt  hat,  so  versteht  sich,  dass  auch  die  beiden  Gleichungen: 
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^ 


da       da  dß       dß 

H^nti^ch  sind,  sobald  man  jepe  BestSndigen  an  die  Stelle  der 
Veränderlichen^  einsetzt.  Auch  die  aus  diesen  drei  Gleichungen 
abgeleiteten  Gleichungen  11.  werden  dann  identisch  sein.  Es 
kommt  also  darauf  an,  die  Funktionen  g>i,  92»  9^3  ^^  anzugeben, 
dass  nmn  identische  Gleichungen  vor  sich  hat,  nachdem  nian  an 
die  Stelle  der  Veränderlichen  zyxw  HillkOhrliche  Beständige  ein- 
gesetzt hat..  In  dieser  Absicht  ersetze  man  die  drei  Differential- 
quotienten  ZyixZw  in  yi^i^i  durch  die  (beiden  Funktionen  tt^  und 
ßi ,  indem  man  mit  Hilfe  der  drei  Gleichungen  :^ 

ij;  =  0,    of|  =a,    ft  =6 

diese  Differentialquotienten  eliminirt,  und  nach  vollzogener  Eliml* 
nation  wieder  a|  und  ßi  an  die  Stelle  von  a  und  b  bringt.  Schreibt 
man  die  ^o  entstehenden  Gleichungen  in  der  Form :      * 

V'a  K  ßi  ^yxv))  =  95  {aß) ; 

wO  ^1  t^2^t  bekannte  Funktionen  sind,  so  hat  man  offenbar  di« 
Funktionen  <)P|  q>^  93  in  der  verlangten  Weise  bestimmt,  wenn  mao 
sich  der  drei  Gleichungen: 

^1  («I  ßi  ^y^xw)  =  i/;|  («1  ft  cci  Cjc,) , 

bedient.  Von  denvier  willkührlichen  Bestfindigen  eCiC^c^  kann 
npeh  eine  gestrichen  werden,  und  die  Elimination  von  a|  und  ßi  führt 
zu  einem  vollständigen  Integral.  Diesen  Weg  also  bat  JacobI 
eingeschlagen. 

Man  muss  zugeben,  dass  das  vollständige  Integral,  welches 
nach  der  Jacob i'schen  Regel  gebildet  worden  ist,  eine  schwie- 
rige Form  haben  kann,  während  man  doch  im  Stande  ist,  vollstän- 
dige Integrale  in  einfacher  Form  darzustellen,  wenn  es  freisteht, 
jene  Funktion  9  irgend  anders  wie  zu  bestimmen  als  es  jene  Re- 
gel verlangt.  Bei  der  Darstellung  des  allgemeineii  Integrals  wird 
man  aber  aus  der  unzähligen  Menge  vollständiger  Integrale  dem- 
jenigen den  Vorzug  geben,  welches  durch  die  einfachste  Funktion 
ausgedrückt  ist.     Denn  dadurch  wird  der  Gebrauch  des  allgemei- 
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nen  Integrals  muglichst  erleichtert  Nun  läsät  sich  zwar  einwen- 
den, dass  ja  das  aflgemeine  Integral,  wie  niän  auch  immer  dazu 
gitiangt  sein  mag,  alle  möglichen  vollständigen  Integrale  umfasse. 
Wenn  man  aber  bedenkt^  dass  sich  keine  Regel  geben  lässt, 
wqrnacb  man  aus  dem  allgemeinen  integral  ein  möglichst  einfaches 
vollständiges  Integral  ableitet;  wenn  man  bedenkt,  das^  jene  EU' 
minatianen,  welche  nach  Jacob i  zu  einem  vollständigen  Integral 
führen,  allein  schon  weitläufige  Rechnungen  veranlassen,  oder  auch 
gar  nicht  mehr  durchgeführt- werden  kunneu,  so  überzeugt  man 
sieb,  dass  die  übrigen  Systeme  von  Differentialgleichungen,  worauf 
Jacobi  keine  Rücksicht  nehmen  will,  gerade  das  geeignetste 
Mittel  sind,  um  aus  dem  Integral  des  ersten  Systems  ein  vollstän- 
diges Integral  in  vortheilhafter  Form  darzustellen.  Dehn  wenn  man 
gleichzeitig  auch  die  übrigen. Systeme  gebraucht,  so  hat  man  volle 
Freiheit  in  der  Wahl  der  Funktion  97,  so  dass  man  unmittelbar 
zu  allen  nMiglichen  vollständigen  Integralen  gelangen  kann.  Wenn 
man  nun  aber  jenen  andern  von  Lagrange  angebahnten  Weg 
verfolgt,  so  verdankt  man  eben  dieser  Freiheit  in  der  Wahl  der 
Funktion  q>  nach  einer  andern  Seite  hin  noch  weitere  Vereinfa- 
chungen der  Rechnung,  welche  mit  der  Pfaff'schen  Methode  un- 
vereinbar sind,  da  man  dort  bei  der  wirklichen  Bestimmung  des 
vollständigen  Integrals  die  Integration  der  verschiedenen  Systeme 
m^st  nur  theil  weise  durchzuföhren  braucht,  v^as  die  Pf  äff 'sehe 
Methode  niemals-  gestattet. 

Was  nun  die  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord- 
nung betrifft,  so  denkt  man  sich  das  allgemeine  Integral  als  eine 
endliche  Gleichung,  welche  zwei  von  einander  unabhängige  will- 
kührÜcbe  Funktionen  einschliesst.  Jede  dieser  Funktionen  ist 
willkührlich  nach  einer  einzigen  veränderlichen  Grösse,  wenn  die 
partielle  Differentialgleichung  nur  drei  Veränderliche  hat.  Im  All« 
gemeioen,  wenn  n  -f- 1  Veränderliche  vorkommen,  enthält  jede  der 
beiden  >yillkührlichen  Funktionen  n  —  1  veränderliche  Grossen.  E^ 
ist  zwar  noch  nicht  gelungen  nachzuweisen,  dass  sich  für  jede 
partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  eine  endliche 
Gleichung  der  Art  findet,  und  es  mochte  nicht  einmal  leicht  sein, 
sich  allgemein  zu  überzeugen,  dass,  wenn  eine  solche  endliche 
Gleichung  besteht,  Alles  dasjenige  daraus  abgeleitet  werden  kann, 
was  der  Differentialgleichung  überhaupt  genügt;  allein  ich  glaube, 
dass  man  dies  Kriterium  für  die  Allgemeinheit  der  Integralfbrm 
dennoch  festhalten  soll,  so  lange  wenigstens  als  man  nicht  im 
Stände  ist,  wenn  auch  nur  an  speziellen  Beispielen  den  Beweis 
filr  dessen  Unzulänglichkeit  beizubringen.  Ich  habe  desshalb  auch 
geglaubt,  die  Darstellung  einer  endlichen  Gleichung  mit  zwe?  der-» 


f 

ttttigeti  ^^'illk8hfK«hen  Finnktfonef»  at»  das    Ziel   meliier  UnterM^ 
dbtfugbn  iu  diesem  Tbe»!  der  lotegraireohfiung  betrachten  imdQrfetti 

Bei  der  Bestininiung  des  allgemeinen  Integrals  zerfalleo  diQ 
partiellen  Diflferentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  zunächst 
in  zuei  Klassieii,  je  nachdem  dieselben  ein  erstes  Integral  be- 
sitzen oder  nicht.  Wenn  ein  erstes  integral  vorh'anden  ist,  oder 
wenn  die  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  aü^ 
eine  von  der  ersten  Ordnung  zurückführt  von  solcher  Allgemein- 
heit, dass  man  durch  «die  zweite  Integration  zu  einer  endlichen 
Gleichung  gelängt,  welche  die  obigen  Anforderungen  leistet,  so 
kann  dasi^ielb^  zunächst  in  der  Form  9?(a/Jy....)  =0  vorausgesetzt 
^i^rden,  worin  <]p  eine  willkührliche  Funktion,  aßy..,,  aber  bestimmte 
Funktionen  der  Veränderlichen  und  der  Differentialquotienteo 
erster  Ordnung  sind.  Die  Anzahl  dieser  ,  Funktionen  ist  dani^ 
iQinter  um  die  Einheit  kleiner  als  die  der  Veränderlichen.  Die«- 
selben  müssen  so  bestimmt  vverden ,  dass  jede  von  ihnen  gleich- 
zeitig TTi^brer^n  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ord-* 
Quag  nnd  des  ersten  Grades  genügt.  Allein  diejenigen  Fälle^  io 
welchen  fein  solches  Integral  zu  Stande  kommt,  vereinzeln  sich 
schnell,  wenn  die  Anzahl  der  Veränderlichen  zunimmt.  In  der 
That  bat  man  bet  dr«i  Veränderhchen  tttir  zwei  solcher  partiellen 
Differentialgleichungen;    wenn  aber  n -|- 1    Veränderliebe   Torkem*« 

fifji  — - 1) 
men,  so  giebt  es  deren  '  ■  ■  4-  m  .  >  +  1.     Da«    ^rste    Integral    kann 

übrigeiis  auch  noch  anders  beschaffen  sietiL    Di^  allgemeinste  ^ormar 

;n  welcher  dasselbe  auftritt,  ist  in  ganz  aMkher  Weise  gebildet 

wie  das  allgemeine   Integral   einer  partiellen  Differentialgleichung 

der  ertöten  Ordnung  von  höherem  Grade.    Für  drei  Veränderliche 

z.  B.  hat  maq  die  Form  j$=  g>(a)  wo  cp  eine  witikührliche  Funktion, 

ß  aber  eine  bestimmte  Fvnktion  A^  <lrei  VerHnderlicbeni  der  beif? 

den   Differentialquotienten   erster  Ordniing  find  der  GxCasf  a  iüt» 

dß 
welche  seihst  aus  d^^  Gleichqivg  ^:^y(a)  J^evecbnet  wird.     Zur 

Bef^timniung  der  Funktion  ß  hat  man  auch   hier  wieder  partielle; 
Differeiitialgleicbungen  der  erstev  Ovditung  und  des  ersten  Gradess 

« 

Grfissere  Schwierigkeiten  stehen  der  Integration  partieller 
Difförentfatgfelchungen  der  zweiten  Ordnung  entgegen,  wenn  bs" 
kein  erstes  Integral  glebt.  üfonge  und  Legendre  haben  ge- 
zeigt, wie  man  für  gewisse  Fälle  das  allgemeine  Integral  djarstellt. 
Man  kann  darüber  nachlesen  in  Lacroix«  Tom  II.  *p.'6SS2— ^2. 
Die  oben  angegebenen  Hilfsmittel  haben  mich  in  den  Stand  ge- 
setef,  «llese  Resultate  we^enHicb  zu  erireitern,  and  auf  4ie  allge-^^ 
melnste  partielle  ülfferentlalgleitbyng  det  Tweites  Ordumf  aus«' 


*^ 
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sud^hiieti.  Wenn  id^  dasjenige  abrechne,  ivae  man  Ober  die 
Integration  der  Knearen.  Differentialgleichungen  weias,  so  beruht 
Alles,  was  sich  bis.  dabin  erreichen  lässt,  auf  der  Darstellung  der 
vollständigen  Differentialgleichung : 

oder  auch  der  Tollständigen  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord- 
nung 

Um  aber  die  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  als  Funk- 
tionen der  Veräiiderltchen  oder  auch  die  Differentialquotienten 
der  zweiten  Ordnung  als  Funktionen  der  Veränderlichen  und  der 
Differentialquofienten  der  ersten  Ordnung  darzustellen/  bat  man 
andere  partielle  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  hef* 
zustellen;  und  der  Erfolg  des  hier  angedeuteten  Verfahrens  Ist 
davon  abhängig,  dass  es  gelingt,  die  neue  partielle  Differential- 
gleichung der  zweiten  Ordnung  durch  die  bekannten  Hilfsmittel 
zu  integriren. 

Wie  die  Integration  der  vollständigen  Differentialgleichung  ^et 
eraten  Ordnung  mit  n  +  i  Veränderlichen: 

Zdz+rdy+Xdx+  Wdw  +  ....=zO 

von  der  Bestimmung  einer  Funktion  abhängt,  welche  gleichzeitig 
die  n  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung: 

z|+F=o,   z£+A=o,   Z^  +  »r=On.-.w. 

befriedigt,  ebenso  föhrt  auch  dielntegration  der  vollständigen  Dif- 
ferentialgleichung zw*eiter  Ordnung 

Zdh+  rd^^+2rdydx+Xda!^  +  ....^0 

worin  ZTXV,..»  bestimmte  Funktionen  der  Veränderlichen  und 
der  Differentialquotienten  erster  Ordnung  sind,  auf  die  Bestim-^ 
mung  derjenigen  Funktion,  welche  gleichzeitig  r^ebreren  partiel« 
len  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  Genüge  leistet. 
Man  hat  nämlich  hier  die  Differentialgleichungen: 

Z^:+F=0,    Z^^+F  =  0.    Z^.+JC  =  0.».«.w.. 

80  dass  also  jeder  einzelne  Differentialquotient  der  zweiten  Ord- 
nung ala  bestimmte  Funktion  der  Veränderlichen  und  der  Diffie- 


I 
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re»t{al«|iiotieDten  erster  Ordiitong  =  vorliegt  Aber  anch  dl^ee'Atif^ 
g«be  Ist  von  der  Bestlmmang  derjenigen  Funktion  abhängig;  wdch« 
gleichzeitig  mehreren  partiellen  Differentiatgleichnn]»en  der  ersteit 
Ordnung  und  des  ersten  Grades  entspricht.  Wenn  die  Anzahl 
der  Veränderlichen  wieder  n -f  1  ist,  so  liegen  n  derartige  par- 
tielle Differentialgleichungen  vor. 

Wenn  diejenige  Funktion  verlangt  wird,  welche  gleichzeitig 
mehreren  partiellen  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung 
entspricht,  für  welche  kein  erstes  Integral  besteht,  wenn  aber  die 
Anzahl  dieser  Differentialgleichungen  kleiner  ist  als  die  Anzahl  der 
Differentialquotienten  zweiter  Ordnung,  .so  ist  die  Aufgabe  nicht 
wesentlich  schwieriger.  Man  gelangt  hier  wieder  zu  partiellen 
Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades; 
Indem  man  die  fehlenden  partiellen  Differentialgleichungen  der 
zweiten  Ordnung  aufsucht,  welche  zur  Darstellung  der  vollständi- 
gen Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  erforderlich  sind.  ' 

Wenn  ich  in  diesem  Vorwort  eine  gedrängtere  Uebersicht 
über  die  Beschaffenheit  meiner  Resultate  gegeben  habe  und  über 
die  Art  und  Weise,  wie  ich  dazu  gelangt  bin,  wenn  ich  da^in  eine 
Vergleichung  mit  den  bis  dahin  bekannten  Untersuchungen  an- 
stellen wollte,  so  war  es  doch  mein  Wunsch,  dass  meine  Schrift 
aueh  bei  Anderen  einer  günstigen  Aufnahme  sich  erfreuen  könne, 
welche,  niit  den  darin  behandelten  Gegenständen  nicht  vertraut^ 
die  vorausgehenden  Zeilen  weniger  verständlich  Onden  müchten. 
Ich  dachte  dessbalb  in  einem  einleitenden  Abschnitte  die  allge*. 
gemeine  Aufgabe,  welche  in  der  vorliegenden  Abhandlung  gelöst 
iverden  soll,  nochmals  vorlegen  und  in  ihre  Hauptbestandtheile 
aus  einander  setzen  zu  müssen.  Da  ich  bemüht  war,  die  ver- 
schiedenartigen Hilfsmittel,  welche  zur  Losung  fuhren,  in  einen 
organischen  Zusammenhang  zu  bringen,  so  glaubte  ich,  dass  die 
folgende  Anordnung  der  hier  vorkommenden  Untersuchungen  die 
geeignetste  sei.  Zunächst  habe  ich  diejenige  Funktion  be^itimmt, 
welche  gleichzeitig  mehreren  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung  genügt,  von  denen  jede  nur  zwei  Veränderliche  hat.  In 
einem  weiteren  Abschnitte  habe  ich  die  partielle  Differentialglei- 
chung der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades  integrirt,  und 
zugleich  das  Verfahren  angegeben,  wodurch  man  zu  derjenigen 
Funktion  gelangt,  welche  gleichzeitig  mehreren  solcher  partiellen 
Differentialgleichungen  Genüge  leistet.  Der  nächstfolgende  Ab- 
schnitt ist  der  Integration  verschiedener  Systeme  von  Differential- 
gleichangen  gewidmet.  In  dem  fünften  Abschnitte  findet  sich  die 
Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von 
hOiierem  Grade.    Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  zwei- 
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WV  Folg«. 


i;.   9&e^|eiPf ^iP  der  iirerlf««9Pi4eB  timtm'^^  ^  JV^'i^  Jtonpt- 

befttABdtheile. 

.Jed^  Giej^n^»  Helote  e|rie  Abblmf;igkc|t  pi|«d«ft:I^t  fw**- 
fBcbeD  ifl.eo  Difl^r.eiilial^i)  ^w^e^r  ^der  m^j^r^^  Gr^^/i^^n,  bflt4i# 
jPtjf^r,entialg)eichung.  Ijn  Geg.^iMiiatz  d^mijt  ^rich^  iDaii  vofi  .^jn«r 
9Ad|jc!|en  Gleichung»  wenn  dieselbe  von  Differeriti^l^N  frü'i  i«t* 
pi^j^nigen  fGrOä^ei»»  d^rp^  Diffet  eptkile  in  dor  Gleichung  Torl^99^ 
nueip,  bf^i^i^efi  |t|ie  Veräoiil^riicben ;  dagegen  >f  ird  jed«  i^udere  GfuiS^ 
eine  ße«.t|^ndige  g^euai^i^t.  i>i|9  bp/Qb^t9  Ordnung  djer  ^AirJ^oienpke^ 
den  Differentiale  bestimmt  die  Ordnung  der  Differentialgleicbung. 
Demnach  hat  man  eine  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung, 
wenn  nur  Differentiale  der  ersten  Ordnung  vorkommen;  die  Dif- 
ferentialgleichung beisst  eine  der  zweiten  Ordnung,  wenn  i^ie 
Differentiale  der  zweiten  Ordnung  enthält  u.  s.  w.  Der  Grad  der 
Differentialgleichung  richtet  sich  nach  dem  Exponenten,  unter 
welchem  die  Differentiale  der  h«>chsten  Ordnung  stehen.  So  heisst 
B.  B.  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  jedesmal  eine 
des  ersten  Grades,  wenn  die  Differentiale  der  zweiten  Ordnung 
nur  linear  vorkommen. 

Wienn  mebr^ere  Differentiüilgleipbui^g^n  vorliegen,  na  eot^t^bl 
ypr  Allem  die  Fr^ge,  wie  viele  eudliphp  Glßitjiungen  darai|9  b^rp 
Vi^rg^hißn  sollen.  Deuu  die  Anzahl  dieser  endli^h^^i  Glßicbpng^P 
Jir^ucbt  nicbt  ül^erein^qstimmen  nii4  der  An7.ah|  df^T  DilVrentij^l- 
gl^icbungen.  Die;  pifferenfialglt>icbu|)gßn  Ibissen  sich  dann  jed^>> 
ifi^l  s^o  herricbtef^,  das«  diß  Differf^ntiale  nicht  anders  alH  in  i^n 
pifferentiaiquotJQntßn  von  ^ben  so  vielep  Verändeili<'beii  v^M'kprU'- 
jpen  9t\^  endliche  (^i.eichungep  vaff^usgesetzt  \Yerdeti,  Dies^  Var^ 
SndeHichen  beissfn  <|ie  abhängige^.,  während  alle  übrigen  VerJipr 
flfSflicben  die  iiii^hbängigen  gepapot  werden,  ireil  die  erstqren 
^js  Funktionen  d^r  |et?^4<^rcp  ^us  den  ^pdlicbep  Gleichungen  si^^b 
bereobnen  Iz^^^ei).  J^di^  Differentiaigieichung  aber,  ^ere«  PiffffF^O" 
tia|e  nur  in  PjffejrQntidlqiiotienten  eine  Steile  Qn^pp,  hei$s^  pp'flelL 
\Venii  npr  eipp  ^fp^jge  unabhängige  V  erfand  er)  iobf  ^^  ist,  9fl  U»*» 
se4)  t<ipb  die  Plfferi^ptialglcichungen  nntfiitt^biar  si»  aivscb^^^ib^P» 
dfjss  ni^fl  au^^?r  d^n  Uifferentialquotienten  J^pine  Plffereuü^e  niebr 
li^t,     iili^n  «prii-bt  fther^voii  parlieljefi  Uiff^e^tialgMebnnfi^fi  num 
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Unterschied  von  solchea  DifferentiaJgleichuogen^  worib  die^  D\fhr 
rentJale  in  anderer  Weise  vorkommen,  insbesondere  nur  dan'n^  w^p 
mehr  als  eine  unabhängii^e  Veränderliche  vorhanden  ist,  da  dann 
die  UniYvandlung  in  paHielle  nicht  hiehr  so  unmittelbar  sich  be- 
werkstelligen lässt.  Die  partiellen  Differentialgleichungen  aber, 
in  diesem  Sinne  aufgefasst,  sind  Gegenstand  der  vorliegenden 
Abhandlung.  Die  Integralrechnung  stellt  «ich  die  Anf^als^,  liHe 
endlichen  Gleichungen  aufzustellen,  welche  den  partiellen  Differen- 
tialgleichungen Genüge  lei^iten,  wenn  man  sich  derselben  bedient, 
um  die  abhängigen  Veränderlichen  aus  diesen  Differentialgleichun- 
gen zu  eliminiren. 

IcYi  betrachte  zünächist  den  Fall,  dass  nuV  ^ine  i^in'zige  fläib- 
tielle  Differebtialgleichung  vorliegt,  und  dass  es  auch  hur  ^eiA'e 
(einzige  endliche  Gleichung  giebt.  t)ie  Integralrechnung  köfütiit 
da  immer  zum  Ziel,  indem  sie  die  allgemeinste  endliche  Gleichung 
bestimmt,  woraus  die  vorliegende  partielle  Differentialgleichung 
.abgeleitet  werden  kann.  Diese  endliche  Gleichung  heisst  das  all- 
gemeine Integral  der  partiellen  Differentialgleichung.  Es  ist  leicht, 
di^jefil^eh  Rechnungsoperationen  zu  übersehen,  wodurch  man  dt'e 
partielle  Differentialgleichung  aus  dem  allgemeinen  Integral  ablei- 
test. Denn  das  allgemeine  Integral  schüesst  gewisse  willkührliche 
tirossen  ein,  welche  in  der  Differentialgleichung  fehlen.  Man  wUd 
also  das  allgemeine  Integral  denjenigen  Differentiationen  unter« 
ii'ei'fen,  wodurch  die  in  der  partiellen  Differentialgleichung  vor* 
tcommehden  Differehtialquotienten  entstehen,  um  aus  allen  deh 
(Bleichungeh ,  welche  dann  vorliegen,  das  Willkührliche  zu  eliiini- 
rtir^n.  Nachdem  man  zur  Kenntniss  des  allgemi^inen  Ihtegrälii 
gdängt  ist,  hat  man  die  weitere  Aufgabe,  alle  Werthe  der  abbin- 
^lg;eA  Verähderliöh^n  daraus  abzuleiten,  welche  die  vorhiA  vidrläii§to 
Eigenschaft  besit^äh. 

Wene  man  eine  endliche  Gleichung  einmal  oder  auch  mehr- 
nal  nach  einander  differentiirt»  sp  werden  alle  Werthe  der  ab- 
hängig gedachten  Veränderlichen,  welche  der  endlichen  Gleichoiig 
Genüge  leisten,  jedesmal  auch  den  so  entstehenden  Differential- 
gl^ichnngen  genügen,  welcher  Faktor  auch  immer  nach  der  Diffe- 
i'^ntlatlöti  \tögfällen  tnag.  VV^nn  «±=0  der  endlichen.  Gleidhiing 
g6hfigf,  hb  daöid  diese  iii  der  l^orm  äi==Ö  angeschrieben  wef- 
deti  kann,  i^o  ä  Irgend  eine  andere  Funktion  der  Veränderlichen 
Ist,  wenn  fernef  yx..,.  di^  unabhängigen  Veränderlichen  sincl« 
iö  zeigen  ^ieh  j^tie  Differentialgleichungen  in  der  Form : 

(a*)y  =  0,     {(i$)x  =  0 ,     {tts)yy  =  0 ,     {as)xy  =  0,     (««),,  =  0  u.  8.  w. 

Pie  eri^äh«!*  Eigenaefaftft  der  Fbirktioii  t  hat   «b«r  da^in  ilnreR 
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Grand,  das*  jede  dieser  Uiffereutialgleichungeo   ivenigstens  einen 
der  Quotienten :  ' 


'y 


xx 


^yy 


Sxy 


9»x 

s 
0 


eiDSchliessty  von  denen  jeder  für  sich  in  a  übergeht,  sobald  man 

die  abhängige  Veränderliche  mittels  5  =  0  eliminirt.  Anch  jedia 
andere  Differentialgleichung,  welche  man  aus  den  vorliegenden 
ableitet,  indem  man  irgend  welche  Grosse  daraus  eliminirt,  wird 
durch  5  =  0  erfüllt  sein.  Denn  die  endliche  Gleichung  lässt  sich 
jedesmal  in  einer  .solchen  Form  a  =  0  anschreiben,  dass  eine  von 
den  Grossen,  durch  deren  Elimination  die  partielle  Differential- 
gleichung herbeigeführt  wird,  in  allen  daraus  abgeleiteten  Diffe- 
rentialgleichungen 

ffy  =  0 ,     a:j  =  0 ,     ayy  =  0,     axy  =  0 ,     cixx  =  P  u«  s.  w. 

nicht  mehr  vorkommt.  Man  erreicht  dies  immer  dadurch,  dass 
man  jene  Grösse  aus  der  endlichen  Gleichung  entwickelt,  mag 
dieselbe  nun  eine  willkührliche  Beständige  oder  mag  sie  eine 
willkOhrliche  Funktion  sein.  Nachdem  man  die  endliche  Gleichung 
aber  in  der  angegebenen  Weise  angeschiieben  hat,  so  ist  dieselbe 
bei  der  Darstellung  der  partiellen  Differentialgleichung  entbehrlich 
geworden;  denn  man  bedarf  zur  Climination  des  Willkührlichen 
nur  noch  der  daraus  abgeleiteten  Differentialgleichungen.  Daraus 
schliesst  man,  dass  alle  diejenigen  Werthe  der  abhängigen  Ver 
änderlichen,  iCelche  der  endlichen  Gleichung  genügen,  auch  jede 
partielle  Differentialgleichung,  welche  irgend  wie  daraus  abgelei- 
tet ist,  befriedigen  werden.  Diejenigen  Funktionen,  welche  eine 
partielle  Differentialgleichung  befriedigen,  weil  sie  auch  dem  all- 
gemeinen Integral  genügen,  nachdem  man  die  darin  vorkommen- 
den willkührlichen  Grössen  irgend  wie  bestimmt  hat,  werden  be- 
sondere Integrale  genannt. 

Nun  giebt  es  aber  noch  andere  Funktionen,  welche  zwar  auch- 
die  partielle  Differentialgleichung  befriedigen,  nicht  aber  deren  all- 
gemeines  Integral,  wie  man  auch  immer  die  willkührlichen  Grössen 
darin  spezialisiren  mag.  Man  bat  solche  Funktionen  besondere 
Auflösungen  der  partiellen  Differentialgleichungen  genannt.  Doch 
lassen  sich  auch  diese  nach  bekannten  Regeln  aus  dem  allgemei- 
nen Integral  ableiten. 

Aus  der  Gleichung  cfs"»  +  /3=:0,  worin  a,  |3  und  s  irgend  Funk- 
lionen   der  Verändeilichen  sind,  m  aber  ein   zwischen  0   ond    1 
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liegender  Exponent,  ergeben  eich  die  folgenden  DifferentUllglei« 
chungen : 

C  ff 

mot-  •\-ay\-  s-^ßy  =  0 ,     iwa  ~  +  «Ä  +  s^^ßs  =  0,  u.  s.  w. 

Man  übersieht  leicht,  dass  allen  diesen  Differentialgleichaugen  ^ 
durch  «  =  0  Genüge  geschieht,  obgleich,  die  endliche  Gleichung 
dadurch  unerfüllt  bleibt.  Auch  auf  andere  Differentialgleichungen, 
welche  durch  die  Elimination  irgend  welcher  Grössen  aus  den 
vorliegenden  entstehen,  wird  diese  Eigenschaft  übergehen.  Dock 
niuss  hierbei  bemerkt  werden,  dass  die  Gleichung  1  =  0  zuweilen 
nicht  mehr  genügt,  wenn  die  partielle  Differentialgleichung  die 
erste  Ordnung  übersteigt.  Dies  erklärt  sich  nämlich  daraus,  dass 
diejenigen  Funktionen,  welche  man  für  die  Quotienten 

Sy  Sx  Syy  Sxy  Sxx 

~^  »  9  »  »  .... 

s        s         s  s  s 

aus  den  obigen  Differentialgleichungen  entwickelt,  durch  die  An- 
nahme 1  =  0  nicht  einen  endlichen  Werth  erhalten,  sondern  in 
(30  übergehen.  Es  lassen  sich  desshalb  Differentialgleichungen  hf»« 
berer  Ordnung  bilden,  deren  Glieder,  nachdem  man  einen  gemein- 
samen Nenner  gestrichen  hat,  für  i  =  Ozum  Theil  verschwinden, 
zum  Theil  aber  endlich  bleiben.  Um  nun  zu  besonderen  Auflö- 
sungen der  partiellen  Differentialgleichung  zu  gelangen,  wird  man 
das  allgemeine  Integral  zunächst  in  jener  Form  a  =  0  anschreiben, 
so  dass  durch  die  Differentiation  sogleich  eine  der  willkührlicheu 
Grössen  weglällt.  Wenn  dann  neben  andern  veränderlichen  Glie- 
dern auch  solche  vorkommen,  welche  mit  dem  Faktor  i^  verbun- 
den sind,  so  erhält  man  durch  die  verschiedenen  Gleichungen 
1  =  0  alle  besondere  Auflösungen.  Wenn  die  partielle  Differen- 
tialgleichung der  ersten  Ordnung  angehört,  so  genügt  jedesmal  ' 
1  =  0;  wenn  man  aber  eine  partielle  Differentialgleichung  der  zwei- 
ten Ordnung  hat,  so  bedarf  dies  noch  der  Bestätigung. 

Wenn  eine  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
vorliegt,  so  gelangt  man  zu  noch  anderen  besonderen  Auflösun- 
gen, welche  von  den  soeben  aufgefundenen  in  einem  wesentlichen 
Punkte  abweichen.  Die  verschiedenen  Differentialgleichungen  der 
ersten  Ordnun<i: 

Uy  =  0,       tf ;r  =  0,    U.  S.  W. 

lassen  sich  nämlich  so  umwandeln,  dass  eben  so  viele  willkühr- 
liehe  Grössen  schon  in  den  daraus  abgeleiteten  Differentialglei- 
chnngen  der  zweiten  Ordnung  nicht  mehr  vorkommen.     Urtr  die 
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,  mit  den  letzteren  aus.  Wenn  nun  aber  die  in  der  angegebenen- 
Weise  unigeuandelten  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung 
neben,  andern  veränderlif;ben  tiUedern  auch  s<)[lQh,e  enthalten, 
welche  mit  dem  Faktor  s"*  verbunden  sind,  wo  m  wieder  ein  zwi- 
schen 0  und  l  liegender  Exponent  ist,  so.  erhält  man  durch  dies^ 
Ql^iqhnp^n  f=:0  offenbar  eine  andere  Klasse  von  besondjcren, 
^pfjosiingei)^.  da,  die«e  den  aus  azzzO  £|bgeleiteten  Pi^^eienti^lgleir 
«^hangen,  der  ersten  Ordnung  nicht  genügen. 

Wehn  es  als  ai|sgeniacht  angenommen  wird,  dass  man  der 
partiellen,  Differentialgleichung  nur  durch  solche  Werthe  der  lib- 
bShgigen  Veränderlichen  genügt,  welche  auch  die  vorhin  aus  dem 
allgemeinen  Integral  a=i:0  abgeleiteten  Differentialgleichungen 
oder  doch  einige  davon  befriedigen,  nachdem  man  die  willkfihrliehen 
Grossen  angemessen  bestimmt  hat,  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel, 
dass  man  auf  dem  angegebenen  Wege  zu  all^n  Funktionen  ge- 
langt, welche  der  partiellen  Differentialgleichung  genügen.  Denn 
man  weiss,  dass  man  auf  eben  diesem  Wege  alle  diejenigen  Funk- 
tionen erschöpft,  welche  den  aus  a  =  0  abgeleiteten  Differential- 
gleichungen genügen.  Man  sieht  zugleich  ein,  in  wiefern  die  all- 
genieine  Aufgabe,  welche  sich  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichungen  stellt,  als  gelost  betrachtet  werden  kann, 
nachdem  man  das  allgemeine  Integral  bestimmt  hat. 

Da  man  aus  einer  endlichen  Gleichung-  mit  mehr  als  zwei 
Veränderlichen  verschiedene  partielle  Differentialgleichungen  ab- 
leiten kann,  so  versteht  es  sich,  dass  auch  umgekehrt  mehrere 
partielle  Differentialgleichungen  auf  ein  und  dieselbe  endliche  Glei- 
chung hindeuten  können.  Bei  der  Darstellung  aller  derjenigen 
Fnnktionen ,  von  denen  jede  gleichzeitig  die  verschiedenen  par« 
tiellen  Differentialgleichungen  befriedigt,  kommt  es  begreiflichei^ 
Weise  auf  die  Bestimmung  der  allgemeinsten  endlichen  Gleichung 
an,  woraus  die  vorliegenden  partiellen  Differentialgleichungen  sieb 
ableiten  lassen.  Die  neue  Aufgabe  steht  in  naher  Beziehung  zu 
der  vorigen,  welche  das  allgemeine  Integral  einer  einzigen  par- 
tiellen Differentialgleichung  zu  bestimmen  ha^.  Denn  wenn  man 
die  willkührlichen  Grössen  in  dem  allgemeinen  Integral  irgend 
einer  der  vorliegenden  partiellen  Differentialgleichungen  so. angiebt, 
dass  dasselbe  zugleich  den  übrigen  Differentialgleichungen  genügt^ 
so  hat  man  offenbar '  diejenige  Gleichung,- woraus  alle  jene  par- 
tiellen Differentialgleichungen  abgeleitet  werdep  könneq. 

Noch:  elne<  dritte  Aufgabe-  soU  in  diesen  Blättern  ibreLöavmg 
to.deo»    Wenn   nämlicbt  mAhnerA.  partielle^  Differentialgleiebvngen 
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roäia^em^  irdchr  auf  mehr  alk  eiiie*  endiiohe  Oreicbun^  hlttWttkeiil^ 
ift  4il«n'  mebrere  abbäagige  VerändifrliohiB  M^treifen»)  bö  vtird  nifNil 
Mdi  der'  «irgeok^iBi^ten  Form  jener  endlioheii'  Gldicbuhgöti  fragen» 
vi«orau8  alf^  dies«  fMfferentialglciiohung^b'  sich  ableitet!  Ibsseilr 
Na^  hönnte  man  zwar  <iifiwe«den ,•  diass  man  hier  durch  dt^  VM*. 
miaatio»  vor.  abhättgigen  Veräriderlioheiv  andefe  Diffetenl^Al^leU 
shdng^ti  mit  liür  einer  eifikigen  abhängig^  Vei^änd'erlkhfeii'  dar*. 
atelleiy  kiknief^  und  das»  aliso  die  L5süng  dieser  AufgablB'  eigentlMv 
d«ireh  di^  [>lfflerentialreehntifig  vermitteil-  vv'erdö.  AHein  es  Aei^ 
sioh,i  da«s  mart  hier  aefb-  noch  auf  andere  Weise  Different«algl#»- 
ofafiingen  herbeUuhrerf  kann,  iik^  denen  jedesmal  aur  eine- ei^i«^ 
ahhangis^  Veränderliebe  auftritt,  so  dass  mtin  zu  verschi^dekilBniU 
gen  Aufgaben  der  Integralrechnung  geführt  wird,  je  Haohdem>  ifMMl 
den  einen  öder  den  anderen  VVeg  einschlägt.  In  sofern  aber  nur 
die  Integralrechnung  entsdheiden  käwn,  welcher  von  den  verschie- 
denen Wegen  den  Vorzul^  verdli^ht,  hat  niand  Grund,  diese  Aufgabe 
In  den  Bereich  der  nachfolgenden  Untersuchungen  zu  ziehen. 


II.     Inteiiri^atlon    der    vollständln^en    l^ifferential|plei« 

ehung'  erstclr*  Ordniiiif^. 

Die  Aufgabe,  eine  endliche  Gleichung  zwischen  deri  drei  Ver- 
ämleirlidhert^  z/  ^,  a:    z\i  bestiitiiUeii,  liägt»  inMüneii  äitlfaeh^MA  G^ 

stall  vor,,  wenn  die  Werthe*  der  beiden  Differentialquotienten  -|-j 

und  if- einzeln  gegeben  siiid,  sei*,  wie  niari  dieselben  aus  der  v er- 

lan^ien  G4eioh\ing  ablieitet>  indem  njian  diese  das  einemal  nach',  i 
und  y,  das  anderemal  nach  z  und  a:  differentiirt.  Die  zwei  I>ifle> 
rentialgleichuugen,  welche  hier  gegeben  sind,  seien  bezeichnet 
dül'ch: 

V.    Z|+F:^0.  .2.    Z|+X:^0. 

Wöilnr  Ä,  KiiHd^X  Fiirtktidnericfer  di-el  VeVSiiaerrictith  z,  y' drt« 
ai  e^Wd.  Üks  afltg^it(«1h'e'Iritegtäl'  oder'  dlief^  all^eme^nst^  endliche 
Cil^refa'ung;  T^oräus^  di^  beldcfti  D^ttefentjatglelthungeh'  1.  und  2! 
gleUh'zdii^  abWelblt'et  vi^V'ded  ksfi/hen,  h^t  jedenfalls' di^  Fdrhi 
ß'^c',  ^ö'rtri  ^  eine  riöstlrtnitie' FdhktloH  de*-  drei  Vernhd^rllcli^h; 
<«'  aber  etne'  willkOhV-lidi^  Bei^tftfldtgiB  i^!  Detin'  die'  Ent^tbhtftfgs* 
uTeisö"  cTefi'  Vtivrief^ehdeh'  Dlff^r)^atlälgle1bhtftig^ti    läkiV  ketiie  alfl^' 

lA-etnerer  eVidlibW«'  ßlelchunlg'  ztf. 

.  ^ 

Um  nun  die  Funktion  ß  zu  beiMiiafieH^  integjrire  o^ai(  zufiüebH 
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die  GleichuDg  \\  Man  findet  eine  Glisichang  '^zse\^  worin  a  eine 
bestimmte  Punktion  der  drei  Veränderlichen  z,  jr^  x  i^t;  während 
e  eine  wiiikahrliche  Beständige  oder  eine  willkfihrliche  Funktion  von 
«Hen  den  Grossen  vorstellt,  welche  in  der  Differentialgleichung  1. 
als  Beständige  auftreten  \  und  also  auch  von  x.  Man  schreibe 
desshalb  die  Gleichung  a=c  in  der  Form  q>{a  x)^=iC9  wo  9  eine 
.wiifkuhrliche  Funktion  ist»  die  willköhrliche  Beständige  c  nun  aber 
?t>n  X  unabhängig  gedacht  wird.  Die  Grösse  ß  ist  demnach  eine 
Funktion  der  beiden  Veränderlichen  a  und  x\  welche  der  Diffe- 
rentialgleichung 2.  genügen  soll.  Man  setze  desshalb  in  dieser 
Gleichung  an  die  »Stelle  von  z  die  •  neue  Veränderliche  a  ein. 
Vorhin  hat  man  a=:f(z,  y»  x)  bestimmt.  Dies  differentiire  man, 
nild  es  entsteht: 

ria df  dz        df 

rfa?  "~  rfz '  dx       dx' 

dz 
Indem    man    den    Wejrth    ip- einsetzt,  welcher  durchi die  Gleichuog 

2.  gegeben  ist,  gelangt  man  zu   der  transformirten  Gleichung: 

dx         dz  dx  . 

in  deren  Coeffizienten  noch  z  mittels  a=zf{z  y  x)  zn  eliminiren 
ist.  Da  aber  eine  blosse  Funktion  von  a  und  x  zum  Vorschein 
kommen  soll,  damit  die  Differentialgleichung  1.  erfiillt  bleibt,  so 
wird  durch  die  Elimination  von  z  zugleich  die  Veränderliche  y  hin- 
wegfallen. Durch  die  Integration  erhält  man  alsdann  das  allgemeine 
Integral  j9r=c  als  bestimmte  Funktion  der  beiden  Veränderlichen 
a  und  X, 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  Grossen  Z,  F,  A'  in  den 
Gleichungen  1.  und  2.  nicht  durch  bejiebige  Funktionen  der  drei 
Veränderlichen  z,  y^  x  ersetzt  werden  können.  Die  Voraus- 
setzung, dass  die  beiden  f)ifferentialgleichungen  1.  und  2.  aus 
derselben  endlichen  Gleichung  ihren  Ursprung  nehmen ,  hat  eine 
gewisse  Abhängigkeit  zwischen  den  Coeffizienten  zur  Folge.  Diese 
besteht,  wie  man  bei  der  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals 
gesehen  hat,  darin,  dass  durch  die  Elimination  von  z  mittels  a 
zugleich  die  Veränderliche  y  aus  der  Gleichung  2.  verschwindet, 
wenn  a=c  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1.  ist.  Man 
kann  aber  diese  Abhängigkeit  zwischen  den  Coeffizienten  Z,  F, 
X  auch  in  einer  Gleichung  ausdrucken.  Eis  bedarf  nur  der  Eli- 
mination der  Differentialquotienten  von  z.  Man  schreibe  die  Glei- 
chungen 1.  and  2,  in  der  Form: 


Wenn  man  die  erstere  nach  z  und  a^y  die  andere  nach  z  und  y 
differeotiirt,  so  erhält  map  die  beiden: 

Y  Y 


i{^d;r    '     dl  dx  ^    dx 
d^z     ,   ^Zdz       ^Z     ^ 


cbrei^^         dz  dy  ^    dy 

d^z 
Man    eiiminire    den    Differentialquotienten      .    ,  ■,  man  setze  zu- 

dz  dz 

gleich  die  Werthe  -r-  und  ^  aus  den  Gleichungen  1.  und  2.  ein 

und  man  hat  die  verlangte  Bedingungsgleichung  in  der  Form: 

,r  ,F        .X  X 

(**)  dz    Z        dx  '^  dz    Z        dy' 

Anstatt  der  beiden  Gleichungen 

1.        zj^  +  F  =  0,  und  2.    Z^  +  JT  =  0 

kann  man  sich  auch  einer  einzigen  Differentialgleichung  bedienen, 
weiche  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  jene  beiden ,  da  sie  zu  dem«^ 
selben  allgemeinen  Integral  fährt.  Wenn  nSmIich  die  drei  Grossen- 
z,y  und  x  in  der  Gleichung  /3  =  c  gleichzeitig  die  verschvrtndendeii 
Aenderungen  cfz,  dy  und  c^:r  erleiden ,  oder  vi-enn  diese  Gleichung 
gleichzeitig  nach  den  drei  Grossen  z>  y^  x  differentiirt  wird^  so 
entsteht  die  Differentialgleichung: 

dß^       dß,dß,       ^ 

Da  nun  aber  auch  die  beiden  Gleichungen 

dßdz^      dß_^  „nd  ^^^"^1^0 

dz  dy  •  dy  dz  dx  ^  dx 

bestehen,  so  lässt  sich  jene  Differentialgleichung  3.  In  der  Form» 

dM  -        dl 


anscbreibenV-  worii»  man  dich  an  der  Sttdie  viia  7  und  ^  die* 

jenigen  Funktionen  zu  denken  hat,  welelie  aus  den  Differential- 
gfeicbungen  \\  und  2.  sicii  eirg(Brben.  IMekte  Befd^A'  Gflelcbung^ii 
baben  demnach  einerlei  BedeFutung  mit  d<er  DfH^t^ntfaK^leicbung*: 

4.  Zdi  +  Ydy  +  ifdb  =  0, 

worin  von  den  drei'Veräiiderllch^  z\^y  und  «irgend  zviei  als  die 
unabhängigen  betrachtet  vierden  können.  Doch  niuss  noch  be- 
merkt iverden,  da^s  man  diese  Gleichung  durch  keines  der  Diffe- 
rentiale dz  9  dy  \n\6i  dx  theilen  dtirfte,  um  eHra 

zu  schreiben/   l^ctm  man   denkt  sich,  unter  dem  Differentialquo- 

oft 
fTenten  -p  jedesmal  das  Verhaliniss'^  awischevit  den  DiV^rfenttalefir 

dz  und  dXi   welches  entsteht'/ ^^nn  man' die  endticH^  Gletcfhudf)^ 

j3  =  c    nach   den   beiden   Gnlssen   2  und   x  differentiirt,    so    dass 

also  hier  die  Aend^rung  dz  allein   durch  die>  Aenderung  dx  be- 

du* 
dingt  ist;    und  ebenso   bedeutet  der  Differentfklquotient   -j^   das 


Verhältniss  der  Differentiale,  welcheff'  durch  ülim  IftIctiellMig 
-T-dy  -{-  ~j~dx  :=z  Q»  gegeben  ist »   so  dass  also  die  Aerfderung  dy 

allein, von  der  Acnderung  cZo:  abhängt.  Die  Differential^ttichung  4. 
aben  entstafkl  untbrf  der  V'oraus^eta^Ukig,'  dass?  die  Grosseo  z,,,  51 
und»  X.  die:  gleichseitige^' Aendfer^mgen  dz>^,  dy^  und-:  ibs*  erJetdea, 
so>  das»  de^  Werth'  der  einen  A^eddening  j^dei^mal  gleiehsieitig 
duroh  die  beiden  anderen  beilingt«  isl.  Die  Gleiebu»g.  5.  hat  dem« 
iMMbi  efoe*  ganz,  aoderei  BedeutuDg  als  die  Gleiidiung-  4  Die 
Gleichung  4i.  aber  bat  man  eine*  vollständige  Differentialgieiohong 
genannt. 

Wenn  die  vollständige  Differenlialgleichufig 

aus  einer  endlichen  Gleichung  /3  =  c  abgeleitet  ist>  so  kann  das 
vollständige  Bitffereiitiat;.' 

nur  insofern  eine  Aenderung  erlitten'  haben ,  als  ein  gemeinsamer 
Faktor  daraus  ivegfiel.    Dl#ivotlstäiMlige  Differentialgleichung  kann 


k 


{ 


\'.  .- 


fff ftr  Hüdr  wmeHm'  dtämu^  Itfk 


diDMhaHb  jedesmal'  durcll  ein«n^  Fakteir.  »  in  .eini  voltetftnJil^:  WL 
ferenlfal  finifi*ewand«lt  werden.  Wem»  dieset  FaiktM  bekannt  tat,. 
ae«  lässt  ^Ich  die  liitegrafion  unmittelbar  auf  die  Quadratur  zu- 
^tokföbren.  Denn  durch  die  Vergleichungi  mit  dem  vollständigen 
Btfferetitial>  ergeben  sich  daani  2ur  ßesiimmung:  von  ß  diia  dreii 
Gleichungen : 

dz  ay  ax 

Setzt  man  abkürzend  fZndz^^ßi^  so  liefert  die  erste  den  Werth 
ß=ißi  -f  /,  wo  f  eine  rtacb  unbekannte«  Funktion  von  y  und  a  ist. 
Daraus  folgt  aber: 

^'^=^^+^,.       oder      "^^^^Yx^^'. 
d^       dy       dy*  3y        '  '      dy* 

Nimmt  man  abkürzend  /  (Y% jpMi/==/?2»  so  erhält  man  hier- 
aus y=r|?2~f  1^39  ^^  ßz  ^'^^^  noch  unbekannte  Funktion  von  x  ist. 
Aw  dter  Gteichung  ß=ißi  +f?»  +  ft  folgt,  dann  iveitert 

dß^dßy      dß^     dß^       oder    ^3  =  A'x-^*-^^«- 
dx      dx       dx      dx '  dx  dx       dx  ' 

und  die  Integration  liefert  /J3=  /  ^^^  "^  ^x  '^  Tix^^^ *  ®®  ^**® 
nun  das  Integral  der  vollständigen  Differentialgleichung  In  der 
Form  ßi+ßt  +  ßs^^  vorUegt 

Der  Weg 9,  auf  welchemx  man  jedenfalls  zu.  dem\  Faktor,  h.  gpt- 
langt,.  Ist  durch  das  vorhin  angegebene  Integrationsverfahren  vor- 
gezeichnet.    Denn  wenn  l  den  integrirenden  Faktor  der  Gleichun^^ 

Zidx-y-  Yily=0  bezeichnet,  so  da*s  also  ZI  =  J-  und  Yl^^  ^  gesetzt 

werden  kann,  so  geht  die  vollständige  Differentialgleichung,  nach* 
dem  man  dieselbe  mit  X  multlplizirMiat',  über  ih: 

Man  bilde  aus  a=z  f(zy  x)  durch  vollständiges  DifKrentliren : 

Durch  die  Elimination  von  -Idz  +  -j-dy  erhält  man  dann  zur  Be- 
atiinmung  von  ß  die  Gleichung: 
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.    Der  CoefBslent  von  dx  ist  hier  eine  Funktion  yon  a  lind  x,   bb4 

man  findet   den   tntegrirenden  •  Faktor   f*   als  Funktion   derselben 

dß  df  dß 

zwei  Veränderliciien,  so  dass  also  f*==5"'  «nd  {Xk  —  -r-)  1*=^ 

ist.     Das  Produkt  Afi  aber  ist  der  integrirende  Faktor  der  voll- 
ständigen Differentialgleichung: 

Zdz  +  Ydaf  +  Xda!=0. 
.      1.    Es  sei  nun 

Aus  zdz+ydy^O  folgt  t*+y*  =  c.  Das  Integral  der  voll- 
ständigen Differentialgleichung  ist  demnach  eine  bestininite  Funk- 
tlon  von  X  und  von  a  =  2^+y^.    Man  erhält  weiter  die  Gleichung: 

a:da — (a  —  x^)dx  =0. 
Dnrch  die  Integration  entsteht  —  +a:=c,  oder  auch  i*  \-  iy*4  ar*=rjr. 

i  ■ 

2.    Es  sei 

(flo?  —  by)  dz  +  (6z — ex)  dy  +  (cy  —  az)  ^ = 0. 

Durch  die  Integration  der  Gleichung: 

{ax  —  by)  dz + (6z  —  cor)  rfy = 0 

bz  ^~"  c^ 

findet  man  l{bz—cx)  —  l{ax — by)=:.le9    oder    auch  — — r- =  e, 

wo  e  die  willkiirliche  Beständige  ist.     Das  Integral  der  vollstän- 
digen Differentialgleichung  ist  demnach  eine  Funktion  von  x  und 

6z  "—  ex 
von  a  =  — =- — 7- •      Zu   deren   Bestimmung    findet   sich   die  Giei- 
ax  —  by  °  . 

chung  c{a=:0,  und  daraus  folgt  wieder 

bz  —  ex 

T-  =  e. 

«a: — by 

.3.    Es  sei  nun 

(z — 2xy)  (ydz  —  zdy)  +  z'rfo; = 0. 

Aus  ydz— ' zdy ^=0  folgt  -  =  c.     Das  gesuchte  Integral  ist  dem- 

z 

nach    eine  Funktion    von    x   und    a  =r  —  •     Die^e  bestimmt  sich 
aus  der  Gleichung: 

(1— 2ar)rfa  — iiar=0. 
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Utirch  die -Ititegration  entsteht :  ■      '       ' 

y 

worin   —  an  die  Steile  von  a  wieder  einzuführen  ist. 

z 

4.    Es  sei  noch 

Man  genQgt  dieser  Gleichung  durch  orrrzund  ^==z.    Desshalb 
bringt  man   mit  Vortheil   an   die  Stelle  von  ^'und  x  die  lieuen 

Veränderlichen  '~=^u  und  —  =  t7.     Da  dann   dx=zudz+xdu  und 
dy:=zvdz-\-idv  ist,  so  erhält  i^ian  die  neue  Gleichung: 

(?ir  +  M  +  t?)(M  +  r  +  l)rfz  +  (i£«  +  M  +  J)2<fr  +  (»2+r  +  l)2rfM=0. 

Daraus  ergiebt  sich  das  vollständige  Differential: 

dl      (y^^  +  M+l)<^p-Kp^^^t7-^l  )<£?/, 

oder  auch,  wenn  man  in  die  partiellen  Brüche  zerlegt: 

dz      {u  \  l)dv  +  (v+  l)du       dv  +  du  _^ 
z  uv-i-ui-v  M  +  ü+l 

Durch  die  Integration  erhält  man  die  Gleichung: 

/z  +  /(?ic  +  w  +  c)  — /(ii  +  t>  +  l)  =  /c,    oder  '    ,\     =  c. 

Das  allgemeine  Integral  hat  demnach  die  Form: 

x^  +  x2  +  yz__ 
.x  +  y  +  z    ""^' 

Es  sei  nun  die  Aufgabe  gestellt,  die  endliche  Gleichung  zwischen 
den  vier  Veränderlichen   z,  y,  x,  w   anzugeben,  wenn  die  Diffe- 
rentialquotienten   j->     -7-    und   -j—    als   Funktionen    der   Verän- 
^  ay      dx  dw 

derlichen  einzeln  bekannt  sind.    Blau  hat  dann  die  drei  Differen- 
tialgleichungen: 

1.  Zdz+  Ydy=0, 

2.  Zdz  +  Xdx  —  0, 

3.  Zdz+Wdw  —  0; 
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worin  2,   F,  K  und  W  bestimmte  Fiinktien««  der  V^rftndeirtiebeii 
sind,  odeF  auch  die  vollständige  Differentialgleichung: 

4.  Zdz+Ydy+rdw+Wdw  =  0. 

Die  Integration  von  Zdz+ydif=^0  führt  auf  die  endiidie  Glei- 
chung a=zc,  worin  a  eine  bestimmte  Funktion  der  vier  Verän- 
derlichen z$  y,  X  und  w  ist^  c  aber  eine  viillkuhrliche  Funktion 
der  'beiden  Veränderlichen  x  -und  w,  iveil  diese  in  der  Differen- 
tialgleichung 1.  als  Beständige  auftreten.  iVlan  schreibe  die  Glei- 
idiimg.  tt  =  <  in  der  Form  q>(juxu)^=^Q^  und  bestimme  die  Funktion 
f^  in  der  Weise»  dass  zunächst  auch  der  Gleichong  Zdz-i-Xda  ^=:0 
Genüge  geschieht.  In  dieser  Absicht  eliminire  man  die  Verän- 
deTlic!ie  %  mit  Hilfe  der  Gleichung  a=zf(ty  xtv).    Man  bildö  däräos : 

da  df  dz      df 

dx       dz  dx     dx*    . 

dz 
Indem  man   den  Werth   ^   aus  der   Gleichung  2.  hier  einsetat, 

gelangt  man  zu  der  transformirten : 


2'.  Zd«  +  (Jrf-Z^«fcr^O. 


deren  CoefBzienten  als  Funktionen  von  a,  ;rundio  sich  darstellen 
lassen.  Durch  die  Integration  findet  man  Weiter  die  Endliche  Glei- 
chung ß  =  c,  wo  ß  eine  bestimmte  Fonktion  von  a»  x  und  w,  c 
aber  eine  willkdhrliche  Funktion  von  w  ist,  da  dies  in  der  Diffe- 
rentialgleichung 2'.  als  Beständige  auftritt.  Man  schreibe  das  In- 
tegral der  Gleichung  2'.  in  der  Form  g>i(ßw):j=Of  und  bestimme  die 
Funktion  tpi  in  der  Weise,  dass  auch  die  Gleichung  Zdzi-Wdio=zO 
erfüllt  ist.  Man  eliminire  desshalb  die  Veränderliche  z  mit  Hilfe 
der  Gleichung  ß  =  jfi(zyxw).  Man|differentiire  dies  nach  z  und  w, 
und  es  entsteht: 

dl_df  ^      df 
dw       dz  dw     dw  * 

dz 
Indem  man  den  Werth   -r-   aus  der  Gleichung  3.  hier  einsetzt, 

erhält  man  die  transformirte : 

3'.  ZdßHW^-Z^)du,.=  0, 

deren  Coeffizienten  als  Funktionen  yon  ß  und  w  sich  herausstel- 
len. Die  Integration  liefert  das  allgem^e  Integra!  der  vollstän- 
digen DifferentialgleicboBg: 


4.  Zdz+Ydy  +  Xdx+Wdw^O 

Im  der  Form  y^c^  wo  y  eioB  besfimmte  Funktion  ron  ]J  anfl  ta, 
c  aber  eine  von  den  vier  TerSntlerftclien  x,  y^  x  und  triniabhän- 
gijfe  Grosse  i$it. 

Wenn  die  vollständige  DiffereatiiJigleiciiUAi^: 

Zdz  +  rd^+Xd:f  +  Wc^m?  =  0 

•^treb  DifferetltlafiiiMi  criiier  endlichen  GleicfMmg  enistuidsn  1«(t,  «o 
i»e«te4i«n  eivisehen  «len  Ceeilzfienten  Z,  F,  ^  «nd  W  igenbiie 
fi^Hiell«»^»«!!,  inelobe  m\t  HiHie  «der  Gieitthmigeu  i^  2.  immI  & 

%  +  Z-"'     rfar+Z      "'      «/«C+Z-" 

leicht  in  Form  von  Gleichungen  ausgedrückt  werden.  Indem  man 
nämlich  je  zwei  der  Gleieliungefi  1.^  2.  und  3.  verbindet,  um  die 
jedesmal  vorkommenden  Differentialquotienten  von  z '  zu  elimi- 
niren,  «o  ergeben  «ich  drei  verschiedene  Bedingti-ngsgleicfaungeB. 
Zu  der  oMgen  6eding«ng9gleic4iung  («;)  itfimlich,  weJcbe  filr  die 
▼oiletändig«  i>1ferentUlgieichung  mit  nur  drei  VeränderUcbeii 
Zdx+  Vdyi-Xdjp'=ri^  lienteht,  Icemmefi  «oeb  zwei  «ndeve  Imiatt, 
welche  movi  aus  der  Gieiehunf^  («)  ableiieii  Icann^  indem  maa  das 
einetiml  die  Buclistaben  JK  und  rr,  das  andenemal  die  fiiichatafaeti 
¥  and  y  «gegen  die  Buchstahen   W  «nd  to  YertauBcbl. 

Man  übersieht  nun  auch  Jeiobt^  wie  man  die  vollständige  Dif- 
fertiHialgleichung 

Zdz+  rdjf  +  Xda:+  Wdw  +  ....=zO 

mt  n+l  Veränderlichen  xyxw,,.,  zu  integriren  hat.    Die  Anisahl 

der   Bedingungsgleichungen,   welche    zwischen   den   Coeffizienten 

bestehen  müssen ,   damit  sicfi   eine  endliche  Gleichung  findet,  tat 

fiiti  —  1 ) 
hier  duroh  den  Ausdfuck  — T^S^^   angeg«bea.     Dana  die  n  Glai- 

<;biinBen,  wfdufcli  di^  »  DlÄerentialquatienten    -~,    -^^    -j^-.. 

als  Funktionen  der  Veränderlichen  einzeln  gegeben  aind,  hu;aea 
eben  so  viele^  Combinationen  zu  je  zweien  unter  einander  zu. 
Jede  dieser  CmiiMnatlnnen  fiihrt  aber  eine  neue  Bedingungsglei* 
chung  herbei. 
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111.  .Inteiri^atlon  4er  partiellen  Blfferentlalfflelehunir 

« 

.  der  ersten  Ordnuni^  und  des  ersten  Grades« 

Die  allgemeinste  partielle  Differeotialgleichung  der  .ersten  Ord- 
nung und  des  ersten  Grades  ist: 

-wo  XYZ  irgend  Funktionen  der  drei  Veränderlichen  x^yj;  sind. 
Man  gelangt  zu  einer  solchen  Differentialgleichnng,  indem  man 
die  endliche  Gleichung  a  =  0  vorerst  nach  x  und  jf»  sodann  Hscb 
%  und  a:  differentiirt,  indem  man  jeder  der  beiden  Gleiciiungen: 

1  ^adz      da 

und 

^-  dz  di^di^^ 

einen  Faktor  giebt,  welcher  selbst  als  Funktion  der  Verändern« 
eben  gedacht  werden  kann,  und  endlich  diese  beiden  Gleichung^ 
zu  einander  addirt.  Allein  die  so  gebildete  Üifferentialgleichung 
entspricht,  wenn  a  eine  bestimmte  Funktion  der  Veränderlichen 
ist,  nun  nicht  mehr  allein  der  Gleichung  a  =  0,  sondern  auch  ei- 
ner unzähligen  Menge  anderer  Gleichungen  der  Art.  Wenn  näm- 
lich ein  und  dieselbe  Grösse  in  zwei  verschiedenen  Gleichungen 
vovkoromt,  und  man  beabsichtigt,  eine  andere  Gleichung  daraus 
abzuleiten,  worin  jene  Grösse  nicht  mehr  vorkommt,  so  addirt  man 
dieselben^  nachdem  man  jeder  von  beiden  einen  gewissen  Faktor 
gegeben  hat.  Die  vorhin  erwähnte  Biidungsweise  der  partiellen 
Differentialgleichung  stimmt  aber  mit  diesem  Verfahren  uberein; 
und  desshalb  lässt  sich  in  dem  zum  Grunde  liegenden  integrale 
eine  Grösse  annehmen,  welche  zwar  in  jenen  beiden  durch  die 
Differentiation  entstehenden  Gleichungen  noch  vorkommt^  welche 
aber  durch  die  oben  bezeichnete  Operation  hinwegfallt  Geht 
man  nun  von  der  Gleichung  /?-f  97(0)=:  0  aus,  worin  cc  und  ß  be- 
stimmte Funktionen  der  Veränderlichen  sind,  während  q>  eine  will- 
kCihriicbe  Funktion  bezeichnet,  so  hat  man  die  beiden  Differen- 
tialgleichungen: 

dß  dz      dß      dy  /da  dz    .da\ 

dz  ^      dy      da  \dz  dy      dy)  ■"" ^' 

dß  dz      dß      dtp/da  dz  .da\ 

dz  dx'^  dx'*' da\ßi  da'*'  dij --  ^' 
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Giebt  man  der  ersteren  den  Faktor    5~  ^  +  5^ »    ^®T    anderen 

den  Faktor  3-  -¥-  +  -7-,  so  fSllt  darch  die  Subtraktion  die  will- 
dz  dy      dy' 

kührliche  Funktion  -^  weg,  und  es  zeigt  sich,  dass  man  auch  so 
wieder  zu  einer  Differentialgleichung  von  der  Form: 

dx  '       dy 

gelangt,  worin  XYZ  bestimmte  Funktionen  der  drei  Veränderli- 
chen sind.  Man  kann  auch  von  der  mehr  symmetrischen  Gleichung 
9>(a/?)  =  0  ausgehen,  wo  a  und  ß  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie 
vorhin.    Denn  durch  die  Differentiation  entsteht  hier: 

da\di  d^'*'d^J^Tß\dz  d^^dy)^^' 

d^  /da  dz      da\      dcp/dß  dz   .dß\ ^ 

^  da\dz  dx^dij^  IßKdz  dx  +  dxj-^^' 

und  das  Resultat  der  Elimination  von  "-r  *  Tj7>  i-^t  identisch    mit 

da    dp 

dem  vorigen.     Doch  ist  die  letztere  Form  nicht  allgemeiner  als 

die  erstere,  da  man  auf  diese  zurückkommt,  wenn  man  die  Giei* 

chung  q)(aß)  =  0  nach  ß  auflöst. 

Will  man  a  und  ß  bestimmen,  in  der  Voraussetzung,  dass 
eine  endliche  Gleichung  9(a|?)  =  0  besteht,  so  muss  man  erwägen, 
dass  die  partielle  Differentialgleichung  durch  die  Elimination  von 

-r-  :  -T^  aus  den  beiden  Gleichungen   1.  und  2.   entsteht.    Wenn 

man  den  Differentialquotienten  jr-  zwischen  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung und  der  Gleichung  1.  eliminirt,  so  wird  man  auf 
die  Gleichung  2.  kommen ;  und  wenn  man  die  Gleichungen  1.  und 

dt 
2.  gleichzeitig  benutzt,  um   die   beiden   Differential quotienten  -j- 

und  -1-    aus  der  partiellen  Differentialgleichung  zu  eliminiren,  so 

mnss  eine  identische  Gleichung  zum  Vorschein  kommen.  Um 
diese  Elimination  bequemer  durchzufuhren,  setze  man  abkürzend 
(p(aß)=it.    Dann  schreibt  man  die  einfacheren  Gleichungen: 

dt  dz      dt      ^ 
dz  dy     l[y'^    ' 
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und 
2. 


dx  dz      dt ^^ 

dl  doe     dx       ,' 


und  durch   die  Elimination  der  beiden  Differentialquotienten  ent- 
.steht  die  Gleichung: 

der  man  also  genügt,  wenn  man  x  als  Funktion  der  drei  Verän- 
derlichen einsetzt.    Da  nun  aber: 

dt dcp  da      dg>  dß 

dz       da  dz      dß  dz  * 

dt dfp  da      dtp  dß 

dtß  ^  dady      dßdy* 

dt       dcp  da      dcp  dß  ^ 
dx        da  dx      dß  dx 


80  geht  die  Gleichung  (a)  über  in: 
da  .   ^da  .   „€la\   .  dcp 


dcp 
da 


(*E+>'S  +  ^s)*?( 


dx         dy         d 


n=o. 


Wegen   des    willkuhrlichen    cp  kann   man   derselben   nur    dadurch 
genügen,   dass   man  jeden   der   beiden  Faktoren  von   -.-    und  -jh  ' 

für  sich   verv«:chwin(len    lässt.     Man  hat  demnach  zur  Bestimnuing 
von  a  und  ß  die  beiden  Gleichungen : 


4^'-^4! 


0. 


Es  kommt  also  darauf  an,  zwei  verschiedene  Funktionen  der  Ver- 
änderlichen anzugeben 9  welche  beide  der  Gleichung  (<?)  an  der 
Stelle  von  t  genügen.  Solche  Funktionen  sind  jederzeit  möglich, 
da  die  Unbekannten  a  und  ß  ohne  Beschränkung  alle  Grössen 
aufnehmen  dürfen,  welche  auch  in  den-CoefGzienten  der  Gleichung 
(a)  eine  Stelle  finden.  Auch  wird  sich  im  Laufe  der  folgenden 
Untersuchungen  noch  herausstellen,  dass  jedesmal  nicht  weniger 
als  zwei  derartige  Funktionen  besteben.  Wenn  aher  dies  fest- 
steht, so  ist  der  Beweis  geliefert,  dass  die  partielle  Differential- 
gleichung -^T- +  y-j-  =  Z  in  allen  Fällen  aus  einer  endlichen 
Gleichung  <p(aß)^=:0  abgeleitet  werden  kann. 
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« 

Ein  lallgemeiher  Aosdrack  filr  die  beiden  Funktionen  m  unA 
ß,  welcher  in  allen  Fällen  der  Gleichung: 

/-  V  •«.rf'p       -rrdx  .  „dt      ^ 

Genüge  leistet,  wie  auch  immer  die  Veränderlichen  in  den  Coef- 
fizienten  A'  TZ  vorkommen  mögen ,  ist  unmüglich.  Jede  Lösung, 
zu  der  man  gelangt,  stützt  sich  auf  gewisse  Voraussetzungen  tn 
Bezug  auf  die  Form  der  Funktionen  X,  Fund  Z.  Für  Z  =  0 
behält  man  zur  Bestimmung  von  a  und  ß  die  einfachere  Gleichung: 

dct 
Man    genügt   hier  offenbar  durch  a:=z,  da  dann  ^  =  0*  und 

da 

nf  «=  0  ist.    Die  andere  Funktion  ß  ergiebt  sich  durch  die  Inte- 

gration  der  Gleichung: 

Xdy-^Ydx  —  O, 

wie  auch  immer  die  Veränderliche  z  in  den  beiden  Coefflzienten 
vorkommeu  mag.  ^ 

1.  Für   die  Gleichung  y  n j;-j'  =  0  hat  man: 

dt         dt      ^ 

* 

Daraus  folgt  a  =  z,  und  ß  ergiebt  sich  aus  ydy-\-a:da:=zO,  Man 
erhält  ß^^y^-i-a:^»  und  das  allgemeine  Integral  ist: 

^     *-•         .dz  .  .dz       ^ 

2.  Es  sex    ^_v,W^-=0. 

Man  erhält  die  Funktion  ß  aus  der  Gleichung: 

rfy-f  if;(z)dar=;0. 

Desshalb  ist  ß=zy-\-x.ilf(2);  und  das  allgemeine  Integral: 

y-har.if;(2)=9)(2). 

Wenn  der  Coeflfizient  Z  nicht  fehlt,  so  ist  die  einfachste  An- 
nahme, von  der  man  ausgehen  kann,  die,  dass  jede  der  beiden 
Funktionen  a  und  ß  nur  Irgend  zwei  von  den  drei  Veränderlichen 
zyx  einschliesst.  Denn  unter  dieser  Voraussetzung  ist  die  Be- 
stimmung von  a  und  ß  unmittelbar  von  der  Integration  einer  Dif- 
ferentialgleichung der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen 

14» 
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abhSngig.     Nimmt  mao  z.  B.  an^  das«  die  Fnnlction  a  nur  x  und 

da 
y  enthalte,  so  dass  also  ^=0  ist,  so   behält  man  zur  Bestim- 
mung dieser  Fu;iktion  die  einfachere  Gleichung: 


(a) 


^^+4:=». 


aad  ipan  findet  a  durch  die  Integration  von 

Xdy-^Ydx^Q. 

Man  erhält  aber  so  eine  blosse  Funktion  von  x  und  yy  nur  fiir 
den  Fall,  dass  die  Veränderliehe  z  aus  "dieser  Gleichung  durch 
einen  Faktor    getilgt  werden    kann,    oder  wenn  das   Verhältniss 

-^  von  z  unabhängig  ist.  Ganz  ebenso  schliesst  man,  dass  sieb  eine 
Funktion  t  findet,  worin  nur  die  beiden  Veränderlichen  %  und  x 

eine  Stelle  finden,  wenn  der  Quotient  -y  von  y  frei  ist;  und  dass 

Y 

eine  Funktion  von   nur  y  und  2  genügt,   wenn  der  Bruch    ^'die 

Veränderliche  x  nicht  enthält. 

3.     Die  Gleichung  x  -^f^  +  .7  X  =  «*  giebt 


dx 


(a) 


dt    .      dr  .       dt      ^ 
^Tx+ydy  +  '''-^=^' 


dz 


dt 


Nimmt  mau    ^=0,  so   behält  man  zur  Bestimmung  von  t  die 
Gleichung: 

xdy  — ydx  =  0. 

Daraus  folgt  «==/«/  —  /j?  =  ^,    oder   auch    a=r-.      Nimmt  man 

"  ^  X  X 

dt 

^  =0»  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  ß  die  Gleichung: 

xdz  —  azdx  =  0. 

Man  findet  ß=zlz  —  a,lx=>l{zx-^)\  oder  auch  ß^zzxr^.    Das  all- 
gemeine Integral  zeigt  sich  demnach  in  der  Form : 


=^^(^). 


dx 


Nimmt  man  3r=0>  so  erhält  man  eine  dritte  Funktion  aus 

ydt—atdy^sO, 
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nSmlich  y  =  25^"^*.    Man  sieht  aber  leicht  ein,  das«  dies  /  selbst 
eine  Punktion  von  a  und  /3  ist.    Man  bat  nämlich  y^izßa"', 

4.    Es  sei  nun  x^ -r- -{-y^-j- ■=  i^.    Man  bat  hier: 

^«f?!  .„«^'  .,«5L*  =  0 

dx     ^  dy  dz 

dx 
Nimmt   man  -j-  =0,  so  findet  man  die  Funktion  a  aus 

Daraus   folgt  a  = .     Nimmt  man   aber  -r-  =5  0,  so  hat 

X     y  ay 

zur  Bestimmung  von  j3  die  Gleichung: 

Man  erhält  |3  = •     Das  allgemeine  Integral  ist  demnach: 


^\x      y      X      ij 


tlx  1  1 

Für  jT- =  0.. findet  man    eine   dritte  Funktion  y= .    Es  Ist 

dx  y      ^ 

aber  y  =  j5  —  «. 

5,    Es  sei  noch  (2-7 j-)VW  =  !•     Man  hat  hier: 

»,  V  dx  ,,,  ^dx  ^  dx      .. 

(a)  ^'^"«rf^-^'"W^  +  di  =  0- 

Nimmt  man  das  einemai^-  =  0,   das  anderemal  -t-=0,  so  hat 
man  zur  Bestimmung  von  a  und  ß  die  beiden  Gleichunger* 

^y  +  V'(2M2  =  0,     und     dx  -  zrl)'\z)dz  =z  0. 
Durch  die  Integration  erhält  man: 

«  =  y  +  ^'(2),    und    ß=zx-zflß\z)i"tl)iz); 
und  man  hat  das  allgemeine  Integral 

X'-z.rlf\z)  +tlf(z)=(p(y  + 1/;'(2)). 

Wenn  die    eine  Funktion  a  des  allgemeinen  Integrals  (p(aß)=:0 
bekannt  ist»  so  hat  es  keine  Schwierigkeit,  die  andere  Funktion  ß 
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aus  einer  Differentialgleiebnng  der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei 
Veränderlichen  zu  betstimmen,  auch  wenn  dieselbe  die  drei  Ver- 
änderlichen z,  y  und  o:  gleichzeitig  einschliesst.  Es  versteht  sich, 
dass  man  der  Gleichung 

nur  dann  durch  j?  =  z  genügt,  wenn  der  Coeffizient  Z  verschwindet. 
Wenn  nun  in  dieser  Differentialgleichung  an  die  Stelle  von  z  jene 
Funktion  a  als  V^eränderliche  eingesetzt  wird,  so  dass  also  das 
allgemeine  Integral  r  =  0  nicht  mehr  als  Funktion  von  z,  y  und  o?, 
sondern  als  Funktion  von  a,  y  und  a  auftritt,  so  ist  die  Verän- 
derliche a  selbst  die  eine  Funktion  des  allgemeinen  Integrals,  and 

dx 
daraus  folgt,  dass  der  CoefSzient  von     -jt   in    der    transformirten 

Gleichung  verschwindet.     Man  hat,  da  dann 

dt       dx  da       dt       dt        dt  da      dt       dt      dt  da 
dx       da  dx      dx       dy       da  dy      dy       dz      da  dz 

einzusetzen  ist,  die  folgende  Gleichung: 

Da  nun  aber  nach  der  Annahme  die  identische  Gleichung: 

x^+r--  +  z-=o 

dx  dy         dz 

besteht,  so  bleibt  in  der  That  die  einfachere  Gleichung: 

in  deren  Coeffizienten  noch  z  mittels'  a  zu  eliminiren  ist.  Die 
Grösse  a  tritt  hier  als  Beständige  auf,  und  man  findet  die  zweite 
Funktion  ß  durch  die  Integration  von: 

Xdy-rdx=:0, 

als  eine  Funktion  von  x,  y  und  a.  Nachdem  man  irgend  wie  die 
eine  Funktion  a  aufgefunden  hat,  entwickle  man  daraus  eine  von 
den  drei  Veränderlichen  z,  y  und  x,  wie  dies  gerade  am  besten 
geschehen  kann,  und  setze  diesen  Werth  in  die  Coeffizienten  der 
Gleichung  (a)  ein.  Man  setze  dasjenige  Glied  gleich  Null,  welches 
mit  dem  partiellen  Differentialquotienten  von  t  nach  der  zu  eli" 
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minirenden  Veränderlichen  verbunden  ist;  und  man  hat  dann  eine 
Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  mit  nu^  zwei  Veränder- 
lichen, um  die  zweite  Funktion  ß  zu  bestimmen.  Da  man  so  je- 
denfalls zu  einer  Funktion  ß  gelangt,  welche  verschieden  ist  von 
der  Funktion  ce,  so  ist  hiermit  zugleich  nachgewiesen ;  dass  es 
jederzeit  zwei  verschiedene  Funktionen  der  drei  Veränderlichen 
z,  y,  X  giebt,  welche  der  Gleichung  (a)  Genüge  leisten. 

6.  Es  sei  ^  +  «-7- =  y(y  +  aa:).     Man  hat  hier  die  Glei- 
chung: 

dt   ,     dt  ^     ,.    ^       .dt      ^ 

Man  erhält  a  aus  dy  —  ada:=zO,  und  d esshalb  ist  a=^  —  aa:. 
Man  eliminire  y  und  man  behält  die  Gleichung: 

Durch  die  Integration  von  dz  —  i/;'(a  +  2ax)dx  =  0  findet  mau 
ß  =  2äz — ilf{ct  +  ilaa:)  =  2az  — ip{y  +  ax) ;  und  das  allgemeine  In- 
tegral schreibt  sich  in  der  Form: 

t 

2az  =  'kpiy  +  aa:)  +  ip(y  —  ax) 

7.  Für   die  Gleichung  ^^x'^^dv^^^x    J  ^®*  ""*"' 


dt   ,     dt  ^  /y\    dt      ^ 


dy 
Man  findet  zunächst  a=:— •      Durch  die  lEIimination   von  y  ent- 

X 

steht : 

dt   ^      .  .dt      ^ 

Die  Integration  von  dz  —  \l>(a)dx=:iO  liefert 

ßz=:2—x^(a)=zz-^x^(^-j; 
und  das  allgemeine  Integral  ist: 

,=.r,|,(|)  +  t(|). 
8.    Es  sei  nun  y-? x-j-^az.    Man  hat  hier: 
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f.  dz         dt  ^      dt      - 

Die  Funktion  a  ergiebt  sich   aus  der  Gleichung  ydy  -{-xdx  =  0, 
und  man  hat  azT^a  +  ar«,     Durch    die  Elimination  von  y,  indem 

man  y  =:  V^a — x^  einsetzt,  findet  sich  zur  Bestimmung  von  ß  die 
Gleichung: 

Daraus  folgt  - —    ^  ,  =  0;  und  durch  die  Integration  entsteht 

>    *       V  a  —  x^ 

ß^=lz^a. aresin 77- ,  oder  auch 


X 


/?  =  /z  —  a. aresin  ^^  ^  =/z— a.arctg- 

Das  allgemeine  Integral  kann  demnach  angeschrieben   werden  in 
der  Form: 

^  s 

5  =  6  s'.yC^^+y*). 

9.  Es  sei  noch  ^+ Fg^  +  Zz  +  Z|=0,  worin  YZZ^  ir- 
gend  Funktionen  von  x  und  ^  bedeuten.    Man  hat 

Die  Funktion  a  entsteht  durch  die  Integration  von  dy  —  FcZa:  =  0. 
Zur  Bestimmung  von  ß  aber  hat  man  die  Gleichung 

rfz  +  (Z2  +  Z,Mar=0, 

wenn  man  y  mittels   a  in  den   Coeffizienten   Z  und  Z|    eliminirt. 
Man  findet  alsdann 

worin  aber  erst  nach  vollzogener  Integration  an  die  Stelle  von  a  die 
Funktion  der  Veränderlichen  y  und  x  wieder  eingesetzt  werden  darf. 

Man  sieht  nun  auch  ein ,  dass  es  nicht  mehr  als  zwei  ver- 
schiedene Funktionen  r  giebt,  welche  der  Gleichung  (a)  genOgen. 
Denn  man  weiss,  dass  sich  für  eine  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen,  wie  sie  bei  der  Bestim- 
mung der  zweiten  Funktion  ß  vorliegt,  nur  eine  einzige  Funktion 
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der  beiden  VerSnderlicbeD  findet.     Da  nan  g>(a  /3)  t=  0  die  allge. 
meinste  Form  der  endlichen  Gleichung;  ist«  woraus  man  die  par- 

tielle  Differentialgleichung  Xjz+  ^d'^  ^  ableiten  kann,  da  fer- 
ner nur  eine  einzige  endliche  Gleichung  der  Art  möglich  ist,  so 
schliesst  man  weiter,  dass  dies  als  allgemeines  Integral  der  par* 
tiellen  Differentialgleichung  angesehen  werden  muss.    Wenn  also 
mehr  als  zwei  Funktionen  vorliegen,  welche  der  Gleichung  (a)  an 
der  Stelle  von  r  Genüge   leisten,   so  ist  deren  Verschiedenheit 
nur  eine  scheinbare;  und  bei  der  genaueren  Untersuchung  wird 
sich  herausstellen,  dass  jede  eine  bestimmte  Funktion  von  irgend 
zweien  der  übrigen  ausdrückt,  so  dass  man  immer  wieder  zu  der- 
selben  Gleichung  q>{ttß)=z{i  gelangt,  welche  von  den  vorliegenden 
Funktionen  man  auch  an  der  Stelle  von  a  und  ß  gebrauchen  mag. 
Man   kann  aber  auch  umgekehrt,   wenn   einmal  zwei  Funktionen 
a  und  ß  bekannt  sind,  aus  diesen  zwei  andere  Funktionen  g>i(aß) 
und  (p^i^iß)  ableiten,  um  dadurch    einfachere  Formen  zu  erhalten, 
und  dann  die  möglichst  einfache  Integralform:  (p(g>i(ccß),  9)2(0/?))  =  0 
herzustellen. 

Während  man  die  besonderen  Integrale   der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung aus  dem  allgemeinen  Integral  g)(aß)z=:0  dadurch 
ableitet,  dass  man  die  willkührliche  Funktion  9  angemessen  be- 
stimmt,  so   kommt   diese  andererseits   bei    der  Bestimmung  der 
besonderen  Auflösungen  niemals  in  Betracht.    Man  erkennt  die- 
selben unmittelbar  aus  irgend  zwei  Funktionen  a  und  ß,   woraus 
das  allgemeine  Integral  zusammengesetzt  werden  kann.      Denn  es 
kommt  bei  dieser  Bestimmung  bekanntlich  auf  diejenigen  Glieder 
der   Gleichung  (p(aß)^=0   an,   welche  mit  einem  Faktor  *"•  ver- 
bunden sind,  worin  m  ein  zwischen  Ö  und  I  liegender  Zahlenwerth 
ist.    Wenn  man  aber  alle  diejenigen  Gleichungen  5  =  0  ausschliesst, 
welche  der  partiellen  Differentialgleichung  als  besondere  Integrale 
genügen,   so  behält    man    die    besonderen    Auflösungen;  und  zu 
den   letzteren    gelangt  man  jedesmal,  indem  man  die  so  eben  an- 
gedeutete Untersuchung   auf  die  beiden  einfacheren  Gleichungen 
a=za  und  ß=:b  beschränkt,  worin  a  und  b  als  willkührliche  Be- 
ständige gedacht  werden. 

Die  Bestimmung  von  a  und  ß  ist  schwieriger,  wenn  sie  beide 
nur  als  Funktionen  der  drei  Veränderlichen  sich  darstellen  lassen. 
Auch  hier  gelangt  man  zur  Lösung  der  Aufgabe,  indem  man  sie 
auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 
mit  nur  zwei  Veränderlichen  zurückführt.  Dies  lässt  sich  zu« 
nächst  dadurch  erreichen,  dass  man  die  Veränderlichen  z,  ;y  und 
a;  gegen  andere  vertauscht,  welche  als  bestimmte  Funktionen  der 
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eroteren  gtdacht  werde».  Es  komint  darauf  an»  di«.iimi0o  Ver», 
änderlicheii  von  solcher  Beschaffenheit  aozugeben,  dass  weolg- 
stens  die  eine  Funktion  a  nur  zwei  davon  aufnimmt.  Denn  nach- 
dem man  diese  Vernnderiiohen  in  die  Diff^erentialgleichung  einge* 
fährt  hat,  8o  niuss  sich  dieselbe  in  der  Weise  umgestalten«  dass 
eine  von  den  drei  Veränderlichen  daraus  wegföllt,  so  bald  man 
den  entsprechenden  Differentialquotienten  von  t  gleich  Null  setst 
Man  behält  dann  zur  Bestimmung  der  Funktion  a.in  der  That 
eine  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei  Ver« 
fiuder  liehen. 

Die  TransForniation  selbst  hat  keinen  Anstand,  sp  bald  die 
neuen  Veränderlichen  u,  v  und  w  als  Funktionen  von  z,  y  und  x 
gegeben  sind.  Da  nämlich  das  allgenieine  Integral  r  =  0  als 
Funktion  von  Up  v  und  w  sich  darstellen  soll,  so  hat  mau  zu 
setzen: 

dt dr  du     dr  dv       dt  dw 

dz       du  dz      dv  üz      dw   dz ' 

dt       dt  du     dt  do       dt  dtp 
'  dy       du  dy     dv  dy  '  ilw  dy 

dt  dt  du      dt  dv       dt  dw  ^ 

dx      du  dx     dv  dx     dw  dx ' 

und  die  Gleichung  (ri)  geht  über  in: 

worin  noch  die  Elimination  von  zyx  auszuffihren  ist. 

Aus  der  Lehre  von  der  Integration  der  Differentialgleichungen 
mit  nur  zwei  Veränderlichen  sind  die  Untersuchungen  bekannt, 
woraus  folgt,  dass  alle  besonderen  Integrale  und  besonderen  Auf- 
lösungen der  partiellen  Differentialgleichung: 

besonders  geeignet  sind,  eine  Transformation  in  der  beabsichtig- 
Xitn  Weise  herbeizuführeo.     V^enn  fi  eiqe  Funktion  von  x  und  y 
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iift,  welche  die  partielle  Differentialgleichung  an  der  Stelle  von 
%  befriedigt,  so  wird  man  anstatt  2  die  neue  Veränderliche  z—ft  =  9 
gebrauchen.  Wenn  aber  mehrere  Funktionen  der  Art  vorliegen, 
in  der  Form  z^^fXyxai)^  2;  = /l^ ^ ''2) >  «•  s.  w.,  welche  sich  nur 
durch  die  Beständige  a  von  eitiander  unterscheiden,  so  wird  man 
am  vortheilhaftesten  die  Gleichung  z^=.f{ifxa)  nach  a  auflösen, 
und  dann  die  so  bestimmte  Funktion  a=^  (p{zyx)  als  neue  Verän- 
derliche an  die  Stelle  irgend  einer  der  ursprünglichen  in  die  Dif- 
ferentialgleichung einführen.  Es  handelt  sich  also  hier  nur  um 
die  Bestinimung  von  besonderen  Integralen  und  besonderen  Auf- 
lösungen. Da  übrigens  auch  solche  Funktionen  bei  der  Trans* 
formation  förderlich  sind,  worin  die  Veränderliche  2  nicht  vorkommt, 
60  dass  also  auch  von  einem  veränderlichen  Werthe  2  keine  Rede 
sein  kann,  oder  da  vielleicht  aus  der  fraglichen  Funktion  eine  der 
beiden  andern  Veräderlichen  y  und  x  leichter  entwickelt  wird  als 
die  Veränderliche  2,  so  mag  hier  die  Bemerkung  nicht  unpassend 
sein,  dass  die  beiden  partiellen  Differentialgleichungen: 

dy  dz 

dx  dz 

mit  der  oben  gegebenen 

dx         dy 

einerlei  Integral  haben.    Denn  wenn  es  sich  um  die  Bestimmuns: 
des  Integrals  t  =  0  handelt,  so  gilt  jedesmal  die  Gleichung: 


JTi 


Jene  anderen  partiellen  Differentialgleichungen  aber  werden  sich 
bei  der  versuchsweisen  Ermittelung  der  besonderen  Integrale  und 
der  besonderen  Auflösungen  unter  Umständen  vortheilhaflter  ge- 
brauchen lassen  als  die  ursprüngliche  Differentialgleichung. 

10.    Es  sei  (2  +y)  ^  ^  +  (2  +  x)y  ^  =  (y  -f  x)z.    Man  bat  hier 
die  Gleichung: 

(a)  (^+3^)^^  +  (*  +  ^)3^5^  +  (3^+^)-5i=W- 

Setzt  man  z^zmy  ein,  so  geht  die  Differentialgleichinig  über  in 
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9ii(f}i*-])=:0.     Unter   derselben    Bedingung    genügt    man    durch 
X  =  mx.    Man  nehme  desshalb  anstatt  a:  und  y  die  neuen  VerSn- 

Z  2 

derlicben  o==-  und  u=—.    Die  Gleichung  (a)  geht  dann  über  in: 

(;-Or>0-')j:-<»+"£=»- 

oder^  wenn  man  y  und  x  eliminirt,  in: 

Man  bestimme  «  aus  (u — l)rfr— (i?— lWt«  =  0.    Dann  ist  «=  — ?• 

Um  auch   die  andere   Funktion   ß  zu  erhalten ,  so  leliroinire  man 
ti  mittels  a.     Man   hat   u  =  a(v  —  l)-f  1»  und   desshalb   zur  Be 
Stimmung  von  ß  die  Gleichung: 

dz  dv dv ^ 

7  +  ^(»:::i)  +  «(p— i)«+„3ri  —  "• 

Wenn  luan  hier  in  die  partiellen  Bruche  zerlegt,  so  entsteht: 

dz      d^  .    2rfp  adv        __  ^ 

Daraus  folgt  aber  ß  =  -^^^^— ^^-^j-^  =  — -_  . 

Nimmt  man,  um  zwei  symmetrische  Funktionen  zu  erhalten, 
ßa^=z— anstatt  a,  und  setzt  man  zugleich  die  ursprüng- 
lichen Veräifderlichen  an  die  Stelle  von  u  und  v  wieder  ein,  so 
hat  man  das  allgemeine  Integral: 

^V      ^2  yz      J 

11.    Es  sei  nun  {az — y)-j^ {j[iz-'X)-ir  =:.by  —  ax.     Man   hat 

die  Gleichung: 

.  dx       .,         ^dx      ^,  ^dx      -. 

(a)  {ax-y)-^-  {bx  -x)  ^  +  (h-  ax)  ^-  =  0. 

Man  genügt  durch  z=:my-\-nx,  und   findet  zur  Bestimmung  von 
m  Qiid  n  die  beiden  Gleichungen: 
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(an — hnk)m  =  n  +  6, 

(6m —  an)n  ^=:^m\-a. 

Daraus  folgt  ??i-|-a=0  und  9t 4-6  =  0»  und  man  gelangt  zu  dem 
besonderen  Integral  i\ay\bx'=^{S.  Man  setze  nun  an  die  Stelle 
von  z  die  neue  Veränderliche  w'=ii\a}j\bx  ein,  und  die  Glei- 
chung (a)  geht  über  in  die  folgende: 

oder  auch^  wenn  %  eliminirt  wird,  in: 

((a*  +  %fa6^-a««)^-((6Hl)a:+ci6^-6ii^)^  =  0. 

Daraus  ergiebt  sich  a^=^%Oj  und  dann  die  andere  Funktion  /}  durch 
die  Integration  der  Gleichung: 

((o*  + 1  )^  +  a6a:  -  aw)dy  +  ((6«  \\)x  \  aby  —  bw)dx  =  0. 

Man  flndet  ßz={a^-\-\)y^\^abxy\{b^\\)x^'-'%ay\bx)w.  Nimmt 
man  anstatt  •§  lieber  den  Ausdruck 

/?+««  z=  (a*  -I- \)y^  +  labxy  +(6«+I)a;*  +  (z  -  ay—bx)w  =  2*+y*+:r«, 

so  zeigt  sich  das  allgemeine  Integral  in  der  Form 

2-{-ay  +  bx=^  (p{z^  +y^+ x^). 

12.    Es  sei  ^^'^  +  (^+!f^)jf'  =  («* -  ^)^ V    Man  hat : 

(a)  ^«^  +  (z+2,^)|^  +  (a«-l)^V^I  =  0. 

Setzt  man  xz=:mxy,  so  besteht  die  Gleichung  (m -|- 1)^  =  a^.    Man 

nehme  desshalb  anstatt  z  die  neue  Veränderliche  to  =  — .     Die 

yx 

Gleichung  (a)  geht  dann  über  in : 


or« 


t(>+»')|-(^'-"")B=». 


dt  ,  ,    ,       ^dx 
dx 


oder»  wenn  man  nun  %  eliminirt. 
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Die  Funktionen  u  ond  ß  ergeben  eich  demnach  aas  den  Glei- 
chungen: 

Die  letstere  liefert  /3  =  2/^-|-/((«'-f  I)^— a^)»  oder  auch 

|J  =  y^(^W  +  1  —  «r)(w  +  1  +  fl). 

Um  die  erstere  Gleichung  zu  integriren,  schreibe  man  sie  in  der 
Form: 

c.   dx  ^        dw  dw  ^ 

2a — + — 7-1 7-r—^ —  =  0. 

Daraus  findet  man  a=:2aLx:-l-l(tD  +  }  —  a) — l(w  + 1  -{■  a) ,  oder  auch: 

«=j:2«, —    .    — .    Man  nehme  aber  anstatt   dieser  Funktionen 
u)  +  l  +  a  

a  und  ß  die  beiden  einfacheren  V^  und  V  -,  und  man  bat  das 
allgemeine  Integral 

9>(^y(iz  +  l-a),    a:-«3^(:^+l  +  o))=0. 

13.    Es  sei 

dz  (f.z 

((a  — 6)(z— 3^)+ca:)^  +  ((a  — c)(2— a:)+6y)^  =  (6-c)(y-a:)+ a«. 

Setzt  man  hier  2=^Tni/  +  nx  ein,  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
von  711  und  n  die  beiden  Gleichungen: 

((«  -  6)(n- 1)  +  (« -c)(m  +  l))(/ii- 1)  =  0, 

((a-.6)(wr+  1)  +  (a  — c)(iii  — l))(w  — 1)  =  0. 

Daraus  folgt  w  =  1  und  m  =  —  1 ,  m  =  1  und  w  ==  —  1 ,  m  =  1 
und  7t  =1.  Man  hat  also  die  drei  besonderen  Integrale  z-t-y — a;  =  0, 
t — y-t-xzzzO  und  z — y^a=sO,  Man  bringe  nun  in  die  Glei- 
chung 

(a) 

((a^b)(z-yHcj:)^-K(a^c)(z^a:Hh)  Zy  +((b-c)(y^xHaz)j^^  0 
an  die  Stelle  von  x,  y  und  z  die  neuen  Veränderlichen : 

Dieselbe  geht  dann  über  in: 
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dt 

(a  +  6— c)(»+y-a:)^ 

oder,  wenn  man  die  Veränderlichen  z,  y  und  x  eliniinirt,  in : 

Die  Funktionen  a  und  ß  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen: 

( —  a  +  Ä  +c)tccZc  —  {a  —  h-{-  c)üdw  =  0, 
( — a  +  b-\-c)wdu  —  («  +  6  —  c)wdw  =  0, 

Alan  findet  die  Werthe: 

^a  —  b-\-e  ya  -{-h  —  e 

]\1an  setze   die   ur^pröiiglichen    Veränderlichen    viieder   ein,    und 
man  hat  das  allgemeine  Integral: 

Wenn  nun  auch  das  vorhin  angegebene  Verfahren  ganz  geeignet 
ist,  die  Grösse  a  als  Funktion  der  drei  Veränderlichen  i,y  und 
X  zu  bestimmen,  so  giebt  es  doch  auch  Fälle,  wo  die  Kennfniss 
von  besonderen  Integralen  und  besonderen  Auriüsungen  nicht 
ausreichen  wurde,  um  durch  die  vorgeschriebenen.  TranHlbrmatio- 
nen  eine  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei 
Veränderlichen  herbeizuführen.  Andererseits  kommen  hier  auch 
diejenigen  Fälle  in  Betracht,  wo  die  besonderen  Integrale  und  die 
besonderen  Auflösungen,  wenn  auch  vielleicht  in  der  genannten 
Absicht  förderlich,  doch  nicht  einfacher  sich  darstellen  als  die 
Funktion  a  selber,  zu  deren  Ermittelung  dieselben  verwendet 
werden  sollen.  In  solchen  Fällen  ist  man  veranlasst,  die  Grösse 
a  unmittelbar  als  Funktion  der  drei  Veränderlichen  versuchsweise 
zu  bestimmen.  Da  aber  eine  derartige  Bestimmung  auf  Unter- 
suchungen gegründet  ist,  welche  sich  hesser  verfolgen  lassen, 
wenn  sie  sogleich  auf  die  allgemeine  partielle  Differentialgleichung 
mit  n  -f  ]  Veränderlichen  bezogen  werden ,  so  ziehen  wir  es  vor, 
erst  weiter  unten  darauf  einzugehen,  und  betrachten  jetzt  die  par- 
tielle Differentialgleichung  mit  mehr  als  drei  Veränderlichen. 
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Das  allgemeine  Integral   der  partiellen    DiSereDtialgleichung 
mit  vier  VeränderlicheD : 

dw  dx  dy 

worin  W^  X^  Y  und  Z  irgend  Funktionen  der  Veränderlichen 
tOy  Xy  y  und  z  sind,  lässt  sich  in  der^Form  q>{aßy)z^fi  an^chrei- 
beUf  wo  q>  eine  willklihrliche  Funktion,  a,  ß  und  y  aber  bestimmte 
Funktionen  der  Veränderlichen  bezeichnen.  Denn  dies  ist  die 
allgemeinste  endliche  Gleichung,  woraus  die  vorliegende  Differen- 
tialgleichung abgeleitet  werden  kann.  Durch  Differentiation  ent- 
stehen die  drei  Gleichungen: 

1. 

2. 

dfp/du  dz       </tt\      dfp  /dß  ^,dß\      dtp  /dy  dz^.dy\  ^^ 
dSVd«  dx^  da:J^dß\dz  dx^  dx)  +  dy  \di  dx^dx)  ""  "* 

3. 

dfpfda  dz      dtL\      d^  /dß   dz^      dß\      d^  /dy  dz  ,dy\ ^ 

da  \dz  dw      dvo)      dß  \dz   dw      dw)      dy  \dz  dw      dw) 

Ausser  den  willkührlichen  Grössen  --r-%  -j^  und  -^  lässt  sich 
aber  hier  nichts  weiter  eliminiren. 

Wir  betrachten  nun  die  partielle  Differentialgleichung 

dw         dx         dy 

als  das  Resultat  der  Elimination  von  q)  aus  den  drei  Gleichungen 
1.,  2.,  3.  und  beschäftigen  uns  mit  der  Bestimmung  der  Funktio- 
nen ff,  ß  und  y.    Es  versteht  sich,  dass  die  Elimination  der  Dif- 

dz       dz  dz 

ferentialquotienten  -j-f   -^  und  ^    zwischen    den    Gleichungen 

].,  %,  3.  und  der  partiellen  Differentialgleichung  zu  einer  identi- 
schen Gleichung  fuhrt.  Man  stelle  das  allgemeine  Integral 
9)(a/7y}=:0  abkürzend  in  der  Form  r  =  0  auf,  und  die  Gleichnn- 
gen  1.,  2.,  3.  zeigen  sich  dann  in  der  folgenden  Form: 

dx  dz^t^JE. n 

*•  &rfy  +  dy  — "' 
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'  ^  dt  dt      dr     '^ 

dz  dx     dx 

dx  dw     du) 

Durch  die  Elimination  der  Differentialquotienten  entsteht  die 
Gleichung : 

der  man  also  genügt,  sobald  (p{tL  ß  y)  an  die  Stelle  von  x  kommt. 
Wegen  des  willkuhrlichen  q>  muss  diese  Gleichung  fortbestehen» 
wenn  man  anstatt  (p(ci  ß  j)  irgend  eine  der  drei  Funktionen  et,  ß 
und  y  einsetzt.  Es  kommt  also  darauf  an,  drei  verschiedene 
Funktionen  der  Veränderlichen  z,  y,  x  und  w  anzugeben,  welche, 
an  der  Stelle  von  t  der  Gleichung  (a)  Geniige  leisten.  Dass  der- 
artige Funktionen  jedesmal  möglich  sind,  dies  unterliegt  keinem 
Zweifel,  da  dieselben  ohne  irgend  eine  Beschränkung  alle  dieje- 
nigen Grossen  aufnehmen  dürfen,  welche  auch  in  der  Gleichung  (a) 
vorkommen. 

Dieselben  Rechnungsoperationen,  welche  vorhin  bei  der  Be- 
stimmung des  allgemeinen  Integrals  einer  partiellen  Differential- 
gleichung mit  nur  drei  Veränderlichen  auseinander  gesetzt  wor- 
den sind,  erweisen  sich  auch  hier  als  förderlich.  Vor  Allem  ver- 
schaffe man  sich  einen  Ueberblick  darüber,  in  welcher  Anzahl 
die  Veränderlichen  in  den  gesuchten  Funktionen  vorkommen. 
Wenn  Z  =  0,  so  genügt  man  der  Gleichung  (a)  durch  a  =  2,  weil 

dann  ^=0,    ^—  =  0  und  ^r- =  0  ist.    Wenn  man  von  den  vier 

partiellen  Differentialquotienten  von  t  irgend  zwei  gleich  Null  setzt, 
und  wejin  dann  die  übrig  gebliebenen  Glieder  der  Gleichung  (a^ 
die  beiden  jenen  zwei  Differentialquotienten  entsprechenden  Ver- 
änderlichen nicht  mehr  enthalten,  dann  genügt  eine  Funktion  der 
beiden  andern  Veränderlichen.  Wenn  man  nur  einen  von  den  vier 
Differentialquotienten  von  r  gleich  Null  setzt,  und  wonn  dann  die 
entsprechende  Veränderliche  in  den  übrig  gebliebenen  Gliedern 
der  Gleichung  (a)  nicht  vorkommt,  dann  findet  sich  eine  Funktion, 
worin  eben  diese  Veränderliche  fehlt. 

Man  wird  bemüht  sein,  die  Anzahl  der  Veränderlichen,  welche 
in  der  gesuchten  Funktion  vorkommen,  durch  Transformation  zu 
vermindern,  indem  man  an  die  Stelle  der  Veränderlichen  z  y  x  und 
fß  irgend  Funktionen  davon  als  neue  Veränderliche  einsetzt.     In 

TheU  XXXIU.  15 
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dieser  Absiebt  wird  man  alle  besonderen  Integrale  und  besonde- 
ren Aoflnsungen  der  partieNeir Differentialgleichung  benutzen»  vrelehe 
man  durcb  Probiren  aufgetunden  hat.  Insbesondere  aber  bediene 
man  sich,  wenn  schon  die  etrre  oder  die  andere  der  Funktionen 
ofy  ß  und  y  bekannt  ist,  eben  dieseir  Funktionen,  weil  dieselben 
In  der  genannten  Absicht  jedesmal  förderlich  sind.  Führt  man 
liflhilich  an  die  Stelle  irgend  elni^r  der  VerSndeHicfaen,  so  wi($ 
dies  gerade  am  bequemsten  ausfuhrbar  ist,  etwa  an  die  Stelle 
von  IC,  die  Funktion  o  in  die  Gleichung  (a)  ein,  so  geht  diese 
jiber  in: 

■ 

I)a  aber  liach   ttet  Voraussetzung  die  Funktion  et  der  Gleichung 

dt 
(a)  genügt,  so  verschwindet  der  Faktor  Vi»n  -^,  und  e»  bleibt  die 

ehifacfaerü  Gleichung: 

dx         dy  '      dz 

deren  Coeffizienten  nun  Funktionen  von  z,  ?/,  x  und  a  sind.  Die 
letzte.  Grösse  tritt  hier  als  Beständige  auf  und  ß  zeigt  sich  als 
Funktion  von  nur  drei  Veränderlichen.  Ebenso  findet  sich,  wenn 
die  beiden  Funktionen  or  und  ß  bei  der  EÜniination  von  x  uad  w 
betiutzt  werden,  zur  Bestimmung  von  y  die  Gleichung: 

dy  '      dz 

deren  Coeffizienten  Funktionen  von  z,  y,  a  und  ß  sind.  Die  Funktion 
y  bestimmt  sich  dann  aus  einer  Differentraiglercbuiig  der  ersten 
Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen. 

Bei  der  Besfrnimung  der  Funktionen  a,  ß  und  y  hat  man  wolT 
zu  beachten,  dass  nicht  die  eine  davon  efne  bestimmte  Funktion 
der  beiden  anderen  sei,  weil  sonst  q>(ct  ß  y)^=:Q  nicht  mehr  das 
allgemeine  Integral  vorstellt.  Um  zu  erfahren,  ob  a,  ß  und  y  drei 
verschiedene  Funktionen  der  Veränderlichen  sind,  so  eliminire 
man  zunächst  Irgend  eine  der  Veränderlichen  £,  ^,  o:  und  u?  mittefs 
er  aus  der  Funktion  ß.  Wenn  bei  der  Elimination  nicht  auch  die 
drei  andern  Veränderlichen  wegfallen,  so  weiss  man,  dass  a  und 
ß  verschiedene  Funktionen  sind.  Man  eliminire  nun  weiter  irgend 
zwei  von  den  vier  Veränderlichen  mittels  et  uftd  ß  aus  dec  Funk- 
tion y.  Wenn  durch  diese  Elimination  zugleich  die  beiden  ande» 
Veränderlichen  wegfallen,,  »o  ist  die  Funktion  y  nv  eine  Vtihio* 


€rH9r  und  uoeiter  Ordmtutß.  -219 

duDg  der  Funktionen  a  und  ß.  Wenn  aber  nacb  vollzogener 
Elimination  die  eine  oder  die  andere  Veränderliche  in  y  zurück- 
bleibt, so  hat  man  die  Gewissheit,  dass.dies  y  eine  dritte  Funk- 
tion ,der  Veränderlichen  vorstellt.  Man  siebt  ein,  dass  diese 
Bedingungen  sich  erfüllen,  wenn  man  die  jedesmal  aufgefundene 
Funktion  sogleich  als  neue  Veränderliche  an  die  Stelle  irgend 
einer  der  urspriinglicbeo  in  die  Gleichung  (a)  einführt,  da  sich 
dann  die  nächste  Funktion  dureh  die  schon  bekannten  Funktionen 
und  die  noch  übrigen  Veränderiicheo  ausdrückt. 

*.     f        .     dz        dt         dz 

14.  Esse.  zj-  +  y^+^^  =  «,. 

Zur  Bestimmung  der  Funktionen  a,  ß  und  y  hat  man  die  Gleichung: 
y  V  dx         dt  ^     dx   ^      dx     ^ 

Es  finden  sich  zwei  Funktionen,  von  denen  die  eine  nur  dJ  und  y, 
die  andere  nur  z  und  w  einschliesst.    Dazu  dienen  die  Gleichungen : 

ydy  —  xdx  ==  0    und   zdz  •—  wdto  =  0. 

Durch  die  Integration  entsteht: 

a=iy*  —  a:^    und    /J  =  2*-^fr*k 

Eliminirt  man  damit  y  und  2,  so  behält  man  zur  Bestimmung  von 
y  die  Gleichung: 

/ 

Man  schreibe  dieselbe  in  der  Form: 

dw  dx      ^^ 

und  die  Integration  liefert: 

« 

__fO  +  ^  ß  +  w^  _w  +  z 

Das  allgemeine  Integral  aber  ist: 

15.  E.  .eitc^  +  a-3j-(«y+m)^+fli+«yi=0. 
Man  hat  Uer  die  Oleiofamg: 

15» 
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Man  erhält  et  aus  wda; — a7</eo  =  0  oder  a=:— .  EliAirnirt  man 
damit  a:,    so   entsteht  die  neue  Gleichung: 

•   '  ^  dr      ,  ^dv       ,  xdt      ^ 

"rfä""^"^ +  *"')%  -(«  +  «««'/')  5:  =  0- 

IVflan  genügt  durch  z—  injy  =  0,  denn  wenn  man  dies  einsetzt,  so 
hat  man  zur  Bestimmung  von  tu  die  Gleichung  nfi=za.  Vertauscht 
man  nun  ij  und  z  gegen  die  neuen  Veränderlichen  ti  =  z-f  ^V« 
und  V  =  2  —  yya,   so  erhalt  man  zunächst: 

Die  Elimination  von  y  und  z  fuhrt  auf  die  Gleichung : 

dt  dt  dt     ^ 

und  die  Funktionen  ß  und  y  ergeben  sich  aus: 

—  +( — ^V(x)dw  =  0    und     —  +  ( Vci)dw' 

Die  Integration  liefert: 

ß  =z  uw*e^^^^    und     y  =  »too^-wV«. 

Wenn  man  die  ursprünglichen  Veränderlichen  wieder  einsetzt, 
so  ist: 

ß=z(i  +  y\  -)  w^e^"''    und     y  =  (2  —  t/  V  -)w^e-V*p^' 
16.    Es  sei  noch 

(z+3^  +  :r)^+(z  +  y  +  w)^  +  (2  +  ar  +  w)^=^+a:  +  ti?. 

Man  hat  hier  die  Gleichung: 

(a) 

Die  partielle  Diflferentialgleichung  liefert  die  besonderen  Integrale : 
z  =  jy,    z  =  a?,    z  =  tc,    z-f ^-f a'-f:fü==.0.. 
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Man  gebrauche  desshalb  die  neuen  Veränderlichen: 

Die  Gleicbang  (a)  geht  zunächst  über  in : 

'■    3(*+y  +  a:f«»)^-(»-w)^^-(i-ar)j^-(z-3,)^^=0. 

Eliminirt  itian  nun  die  Veränderlichen  z,  ^>  j;  und  to,  so  hat  man: 

„  dr        tlx        dt      ^dt      rt 
du        dr        ds        dt 

Daraus  ergeben  sich  leicht  die  fraglichen  Funktionen.   Man  erhält: 

Wenn  man  die  vorigen  Veränderlichen  wieder  einsetzt  >  so  lässt 
sich  das  allgemeine  Integral  anschreiben  in  der  Form: 

(z  +  .^  +  j:  +  w)(2-3()3  =  g)^^^,    jE^)- 

Man  übersieht  nun  leicht,    wie    das   allgemeine  Integral   der 
partiellen  Differentialgleichung: 

I 

sich  gestaltet,  worin  Z  Y  X  W ....  irgend  Funktionen  der  n-fl  Ver- 
änderlichen zyxw..;  sind.  Dasselbe  ist  dargestellt  durch  die 
Gleichung  qp(aj3 /....)  =  0,  wo  q>  eine  willkührliche  Function  und 
aßy....n  bestimmte  Funktionen  der  n-f-1  Veränderlichen  vorstel- 
len.    Um  diese  Funktionen  zu  bestimmen,  hat  man  die  Gleichung: 

Jede  von  den  n  Funktionen  aßy..,.  muss  dieser  Gleichung  genü- 
gen, wenn  sie  an  die  Stelle  von  r  eingesetzt  wird. 

17.    Es  sei  z.B. 

^   »  .     «       0^K ,     dz  ,       dz   ^       dz. 

Das  allgemeine  Integral  ist  g>(a]?yd  £  0=0,  und  zur  Bestim- 
mung der  sechs  Fankfionfen-  hat  man  die  folgende  Gleichung: 
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(a)  («'•+*H»«)(«^x^+^.^+yi|) 

Man  fiberzeugt  sieb  leicht,  das8  die  vier  verschiedenen  Fi|n|[tiosen : 

Qod 

genflgen.  Um  noch  zwei  weitere  Funktionen  zu  erhalten,  elimi- 
ttire  man  die  vier  Veränderlichen  w^  Xi,  yi  und  w  mit  Hilfe  der 
vorliegenden  Funktionen.  In  dieser  Absicht  bilde  man  zunächst 
die  Werthe: 

f 

(to*  +  »•  +y*)^i  =  ««©  +  da:  —  yy, 

und  die  Elimination  von  Wi ,  a;|  und  yi  fuhrt  auf  die  neue  Gleichung: 

(a) 

dx  dx  dx      dx 

Um  nun  auch  w  zu  eliminiren,  hat  man  die  Gleichung: 

ay  -{■  ßx  -{-  yw  :=  0. 

An  die  Stelle  von  x  und  y  führe  man  aber  zuvor  noch  die  neuen 

Veränderlichen  r  =  Vw*  +  a;*+y*  und  *=—  ein.  Man  hat  dess- 
halb  einzusetzen : 

dx  w  dx       dt X  dx       l  dt      ^_y?[f       s  dh 

dw       r  dr'     dx  '^  r  dr       y  ds*     dy      t  dr       fi  ds* 

und  man  erhält  die  folgende  Gleichung: 

da  nämlich  ^=—(«  +  13«)  ist.  Zur  Bestimmung  der  fünften  und 
sechsten  Funktion  bat  man  demnach  die  beiden  Glficbungen : 
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6dx ±iQ    und    7 — .  o  \J m    o/i  .  ^\  +  ~"=  0« 

I 

In  dem  Bisherigen  ist  nach  und  nach  für  drei,  vier  und  mehr 
Veränderliche  gezeigt  norden,  dass  die  Funktionen  o  ß  y....,  welch# 
der  partiellen  Differentiaigleichung : 

Genüge  leisten,  in  vielen  Fällen  aus  einer  Differentialgleichung 
der  ersten  Ordnung  mit  nur  zivei  Veränderlichen  erzielt  %ver- 
den.  Wenn  nun  aber  dies  nicht  möglich  ist,  da  nämlich  die 
Grössen  aßy...,  unmittelbar  ^\»  Fuuktionen  von,  mehr  al|i 
^tvei  Veränderlichen  darge;$tellt  %verden  müssen ,  so  schlage  m^^Q 
den  folgenden  Weg  ein.  Man  gebe  der  unbekannten  Funktioi^ 
versuchsweise  eine  bestimmte  Form  in  Bezug  auf  eine-  oder  auf 
mehrere  von  den  Veränderlichen  ly  xw..„    Man  schreibe  also  z.  B. 

cr  =  Az+it,     «  =  ■:; — ; —  +  V,   WO  A,  u,  V  uoch unbestimmte Funktlo- 

pen  der  übrigen  Veränderlichen  y  x  w  ,,  ^,  sinä.  Diese  Funktionen 
setze  man.  in  die  Gleichung  (a)  an  die  Stelle  von  r  ein.  Man 
ordne  nach  Potenzen  und  nach  den  sonst  noch  vorkommenden 
Funktionen  derjenigen  Veränderlichen,  deren  Vorkommen  festge- 
stellt worden  ist,  um  dann  den  gemeinsamen  Faktor  jeder  ein- 
zelnen Funktion  für  sich  verschwinden  zu  lassen.  Anstatt  d6i; 
Gleichung  (a)  hat  man  dann  mehrere  andere  partielle  Differential- 
gleichungen der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades,  woraus 
die  noch  unbekannten  (ilieder  der  fraglichen  Funktion  zu  bestim- 
men sind.  Die  angenommene  Form  der  Funktion  muss  aber 
so  eingerichtet  sein,  dass  die  vorliegenden  Differentialgleichungen 
durch  schickliche  Eliminationen  in  andere  partielle  Differential* 
gleichungen  der.  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades  ubergeh«n^ 
von  der  Art,  dass  dieselben  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  sich 
integriren  lassen«  da  dann  von  den  noch  unbekannten  Gliedern 
jedesmal  nur  ein  einziges  als  abhänsnige  Veränderliche  auftritt. 
Dies  lässt  sich  in  allen  Fällen,  und  um  so  eher  erreichen,  je 
mehr  Veränderliche  2^  o:....  in  der  gesuchten  Funktion  schon  dprch 
die  Voraussetzung  festgestellt  sind.  Es  kommt  nur  darauf  an,  dass 
man  auf  diesem  Wege  für  die  unbestimmt  gebliebenen  Glieder 
Werthe  findet,  welche  allen  Differentialgleichungen  Genüge  lei- 
sten. Denn  wenn  man  nicht  allen  jenen  Differentialgleichungen 
genügen  kann,  so  nuss  nifan  die  Voraussetzung,  von  der  majQi 
ausging,  veiflas«en,  um  dieselbe  Untersuchung  auf  eine  aiide|Pe> 
Voraussetzung  m  gründen. 
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Insofern  bei  der  so  eben  angedeuteten  Rechnung  ein  und  die^ 
selbe  unbekannte  Grosse  gleicbzeitig  in  mehreren  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen auftritt,  bat  man  es  noch  mit  einer  anderen 
Aufgabe  zu  thun,  deren  Lösung  einer  besonderen  Betrachtung 
tedarf.    Wenn  nämlich  ausser  der  partiellen  Differentialglelchiing 

noch  eine  andere  partielle  Differentialgleichung  mit  denselben  Ver- 
finderlichen 

dder  auch  noch  mehr  derartige  Differentialgleichungen  vorliegen, 
60  darf  man  nicht  erwarten,  dass  sich  immer  eine  Funktion  fin- 
det, welche  gleichzeitig  die  verschiedenen  partiellen  Differential- 
gleichungen erfüllt.  Wenn  aber  die  Coei'fizienten  dieser  Diffe- 
rentialgleichungen die  erforderlichen  Bedingungen  eingehen,  so 
kann  es  vorkommen,  dass  nicht  allein  eine  derartige  Funktion 
Oberhaupt  besteht,  sondern  dass  diese  auch  willkührliche  Funktio- 
nen der  Veränderliehen  einschliesst.  Wie  man  zu  der  allgemein- 
sten Gleichung  gelangt,  welche  den  verschiedenen  partiellen  Dif- 
fetf'entialgleichungen  gleichzeitig  Genüge  leistet,  dies  soll  nun  noch 
gezeigt  werden. 

Die  Methode,  der  man  sich  dabei  bedient,  kann  leicht  auf 
jede  Anzahl  partieller  Differentialgleichungen  übertragen  werden, 
wenn  sie  einmaf  für  zwei  partielle  Differentialgleichungen  festge- 
stellt ist.    Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  beiden  Gleichungen : 

Die  endliche  Gleichung,  welche  gleichzeitig  genügt,  sei  r  =  0. 
Man  kann  dann  diese  Gleichungen  auch  in  der  Form: 

^  dt  ^   ^  dt  ^    ^  dr   ^  .^  dr  ^ 

anschreiben.  Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1.  ist  be- 
kanntlich g>(a  j3 /....)  sO,  wo  (p  eine  willkührliche  Funktion,  «/?/.... 
aber  n  bestimmte  Funktionen  der  n-f  l  Veränderlichen  %yxw.... 
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0ind,  welche  der  Gleichäng  (a)  an  der  Stelle  von  t  GetiOge  lei- 
sten. Nan  hat  man  aber  die  weitere  Aufgäbe,  die  Funktion  fp 
wo  möglich  so  anzugeben,  dass  ^  =  0  auch  die  Gleichung  2.  be- 
friedigt. In  dieser  Absicht  betrachte  man  die  Griisse  r  auch  in 
der  Gleichung  (b)  als  Funktion  der  Veränderlichen  aßy.,.,  und 
setze  also : 

dt dx  da       dx  dß    .   dx  dy 

dz'^dadi^^di^  d^dz^'"' 

dx dx  da      dx  dß       dx  dy 

dy'^diidij'^dß'dy^  dyd^^'"" 

dx      dx  da    ,  dx  dß   .   dx  dy 

dx      da  dx      dß  dx       dy  dx^""* 

u.    s.    w. 

Schreibt  man  die  Gleichung  (b)  abkürzend  in  der  Form  (r)  =  0» 
so  bat  man  die  transformirte : 

du  dx  dx 

(b')  («)^„+Wr^  +  W5y  +  ""  =  0- 

Man  eliroinire  in  den  Coeffizienten  (a) ,  (ß),  (y) . . . .  Ton  den  9i  -f- 1 
Veränderlichen  zyxw,.,.  irgend  n  mit  Hilfe  der  Funktionen  aßy,... 
Wenn  bei  dieser  Elimination  zugleich  die  letzte  Veränderliche 
hinausfallt,  so  hat  man  die  Gewissheit,  dass  sich  9  in  der  ange- 
gebenen Weise  bestimmen  lässt.  Aber  auch  dann,  wenn  nach 
vollzogener  Elimination  die  letzte  Veränderliche  in  der  transfor- 
mirten  Gleichung  (b')  zurückbleibt,  kann  es  vorkommen,  dass  eine 
endliche  Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen  aßy,...  besteht, 
welche  Genüge  leistet.  Denn  ordnet  man  alle  Glieder  nach  Po- 
tenzen und  sonstigen  Funktionen  der  zurückgebliebenen  Verän- 
derlichen, so  zerfallt  die  Gleichung  (b')  in  mehrere  andere  par- 
tielle Differentialgleichungen,  aus  deren  jeder  die  Grosse  t  als 
blosse  Funktion  von  aßy,,,.  hervorgeht.  Diejenige  Funktion  aber, 
welche  auf  dem  soeben  angegebenen  Wege  dargestellt  wird,  da- 
mit sie  alle  diese  partiellen  Differentialgleichungen  befriedigt, 
genügt  auch  den  beiden  Differentialgleichungen  1.  und  2. 

18.    Es  seien. zu  integriren: 

1-  wdz  +  xdy  =  0,  

dz   ^      dz     ^ 

2-  «"^i  +  ^Si^^- 
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Da«  äff  geneine  Inteisral  der  Gleicinitig  1.  ist  ^ajr«);=sO^ 
worin  u^actwz^xy.    Die  Gleichung  %  geht  desebalb  Gbcr  io: 

Die  Eliniinafiou  von  i  mittels  a  giebt: 

dt        dt         dt     ^ 

«voraus  r  in  der  That  als  Funktion  von  w  x  a  gefunden  wird.    Das 
allgemeine  Integral  g>(—»    —1  =  0,  oder  auch  die  Gleichung 


fvz-{-xy 


="6) 


ist  zugleich  das  allgemeine  Integral  der  beiden  Gleichungen  J.  und  2* 
19.    Es  sei 

nnd 
n     r  «       m^dt  ^    ,  dz  .     dz.  .  a/' V"."  ^  ""fc/   dZ'     ds^    ^ 

Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1.  ist  ^(tt  v  co  a:)=05  worin 

«  = . 

Die  Gleichung  (b')  zeigt  sich  in  Her  Form : 

Um  i  mittels  CK  zu  eliminiren»  schreibe  man: 

Vz^  +  y*  •—  ö^  =  « (y  —  ö)  —  a;- 
Daraus  findet  man  die  Wertfae: 

Setit  man  dies  ein,  so  erhSit  man  die  neue  Gleichung: 
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Da  hier  a  als  Beständige  auftritt,    so  seigt  sich  das  aligemeloe 
Integral  id  der  Form : 

und  diese  entspricht  gleichzeitig  den  beiden  Diferenfialgleichan- 
gen  1.  und  2. 

20.    Hat  man  die  beiden  Gleichangen: 

dz         dz         dz      ^ 

dz  ^         dz  ^      dz  ^        dz    ^       dz    .      dz        -^ 

so  schreibt  man  das  allgemeine  Integral  der  ersteren  Gleichung 
in  der  Form  a;=g>(a  ß  Wi  Xi  yi),  worin  a  =  —  und  ß=z—   zu  setzen 

Ist    Die  andere  Gleichung  geht,  wenn  o:  und  y  durch  die  neuen 
Veränderlichen  a  und  ß  ersetzt  werden,  fiher  in: 

Man  muss  hier  zerlegen  in  die  beiden: 

f  dz  dz    M  o  dz ^ 

dwi         dxi  ^  ^  dyi  "^ 

Der  letzteren  genügt  man  dnreh  z=ifp(aß  y  8),  worin  yrrzxi—  moi 
und  d^yi-^ßwi^  ist  Wenn  man  Xi  und  tfi  durch  die  neuen 
Veränderlichen  y  und  d  ersetzt,  so  geht  die  erstere  Gleichung  über  In ; 

dz      ^dz  ,  dz      ^dz        ^ 

Aber  diese  Gleichung  Eerftllt  wieder  in  die  beiden: 

dx  .  .dx 


r. 


nA'dß^^' 


8 
Aus  der  letzteren  erhält  man  z^=:tp(€cßs),   worin  £  =  -  zu  setze» 

ist    Die  erstere  kommt  dadurch  in  4ie  Forrot 
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'  dz     ^       d%        ■  ^     ^  ■]•■."!;.■- 

und  liefert  so   die   Gleichung   z  =  g>(e,  ß — oc),    welche  zugleich 
das  allgemeine  integral  der  Diflferentialgleichungen  1.  und  2.  ist. 

Wenn  man  die  ursprünglichen  Veränderlichen  wieder  einsetzt»  so  ist: 

'  .■"■■' 

Xi  —  awi       wxi  —  ictoi  * 

'^  X  —  awi        wxi  —  xwi 

Das  allgemeine  Integral  zeigt  sich  dann  in  der  Form: 


^\—y^\\ 

WXi — XWi/ 


!¥•    lateipratiön  versebiedener  Systeme  ven  Differen« 

tial|^leiehan|fen. 

.Es  seien  die  n  Veränderlichen  yxw*..,  als  Functionen  ein€|r 
andern  Veränderlichen  z  zu  bestimmen ,  da  nämlich  die  n  Glei- 
chungen: 

u.  s.  w. 

vorliegen,  worin  die  Grössen  Z  V X  W ,.,,  irgend  Funktionen  der 
it-|-l  Veränderlichen  zyxw,..,  vorstellen.  Um  zunächst  die  Un*' 
bekannte  y  zu  bestimmen,  wird  man  die  übrigen  n — 1  abhängigen 
Veränderlichen  xw.,..  eliminiren.  Denn  auf  diesem  Wege  gelangt 
man  zu  einer  Differentialgleichung  der  ^tten  Ordnung  mit  den  bei- 
den Veränderlichen  z  und  y,  woraus  dann  die  Grösse  y  als  Funk- 
tion von  z  hervorgeht.  Aus  der  Gleichung  ].  bilde  man  durch 
wiederholte  Differentiation  die  Gleichungen : 


2'. 


Y        Y  Y  Y 

5^2—  dz  ^  dy  Z'^  dx    Z'^  dw    Z+ ^»' 

d\v_dY,    dY,  Y      dY,X     dl^W           _ 
rfj8""  rfz"*^  Z  "*"  da;  Z  "*"  dw    Z  "*" '^a' 

41.     -S.      W. 
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....  .    • 

tod  saletzt  auch  die  Gleichmig: 

"•         dz^'^     dz     +"3y      Z+     dx     Z+    dw      Z^- 

Alsdann  eliniinire  man  die  n  —  1  librie^en  Unbekannten  aus  den 
fvleichuhgen  ].,  2'.,  3'.,....  n',  und  dies  fuhrt  auf  die  erwähnte 
Differentialgleichung  der  nten  Ordnung  mit  den  beiden  Veränder- 
lichen y  und  z.  Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialglei- 
chung mit  seinen  n  willkührlichen  Beständigen  liefert  den  allge- 
meinsten Werth  y  als  Funktion  von  :  dargestellt ,  welcher  den 
Gleichungen  1.,  2.,  3., ....  n  entspricht.  Wenn  man  dasselbe  (77 — l)mal 
nach  einander  der  Differentiation  nach  :  unterwirft,    und  dann  aii 

fly  d'^y       d^~^y 
die  Stelle  der   n  —  1   Differentiulquotienten    -f'  -f^  ""Tn^    "'® 

aus  den  Gleichungen  1.,  2'.,  3' (w  —  1)'  sich  ergebenden  Werthe 

einsetzt,  so  hat  man  noch  n — 1  andere  endliche  Gleichungen, 
noraus  auch  die  n  —  1  übrigen  Unbekannten  a:,  tb,...  als  Funk- 
tionen von  z  und  (fer  n  willkührlichen  Beständigen  »ich  entwickeln 
lassen. 

Es  ist  bekannt,  dass  man  das  allgemeine  Integral  einer  Dif- 
ferentialgleichung der  nten  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen» 
sanimt  Aen  n — 1  Differentialgleichungen,  welche  durch  ii-^l  aiif 
einander  folgenden  Differentiationen  daraus  abgeleitet  worden 
sind,  auch  durch  die  n  ersten  Integralformen  jener  Differential- 
gleichung der  nten  Ordnung  ersetzen  kann.  Nachdem  man  diese 
7^  ersten  Integrale  oder  die  n  verschiedenen  Differentialgleichung 
gen  der  (n — l)sten  Ordnung,  durch  deren  einmalige  Differentiation 
jene  Differentialgleichung  der  nten  Ordnung  zum  Vorschein  kommt, 
in  den  Formen : 

crzru,    j5=A,    y  =  c,    u    s.  w. 

aufgefunden  hat,  worin  a,.6,  c,....  die  willkührlichen  Beständi- 
gen  sind,    so    wird   man   darin    an   die  Stelle  der  Differentialqno'* 

d'ii     d^v     d^'~  y 
tienten  -i-»    'J^""~f  n^i  diejenigen  Werthe  einsetzen,  welche  aus 

den  Gleichungen    1.,  2'.,  3' (n  —  1)'  sich  ergeben,   um  wieder 

zu  den  endlichen  Gleichungen  zu  gelangen,  woraus  die  71  Unbe- 
kannten y,  X,  f4>....  als  Funktionen  von  z  und  von  n  willkühr- 
lichen Beständigen  entwickelt  werden  können. 

fl 

.  .  In  einzelnen  Fällen  wird  es  übrigens>  vorkommen,  dass  die 
Gleichungen  1.,  2^  3'  ....  (n  —  1)'  nicht  alle  erforderlich  sind,  am 
die  Elimination  der  n  —  1  Unbekannten  x,  t(7....'zu  Stande  zu 
bringen,    da  bei  der  Elimination  von   irgend  einer  zugleich  noch 
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andere  von  diesen  Unbekannten  wegfallen  k^oaa«  'Wenn  nvup 
bei  dieser  Elimination  die  m  letzten  von  den  Gleichungen  1.,  2^,  3^  9.... 
....  (n — ly  unbenutzt  bleiben ,  so  entsteht  eine  Differentialgleichung 
von  der  (it— ^m)ten  Ordnung»  und  der  allgemeine  Werth  y,  als 
.Funktion  von  z  ausgedrückt,  enthält  nur  n--tn  willkuhrliche  Be- 
ständige. Ferner  gelangt  man  auf  dem  vorhin  angegebenen  Wege 
nur  zu  n — m  endlichen  lileichungen  z^vischen  den  Veränderlichen 
%^jrtr... ..  Wenn  man  sieh  derselben  bedient^  um  aus  den  Glei- 
chungen 1.,  2.93.,  ....91  von  den  abhängigen  Veränderlichen  ^a:fi;.... 
irgend  n  — m  zu  eliminiren,  so  behält  man  m  verschiedene  Diffe- 
rentialgleichungen der  ersten  Ordnung,  durch  deren  Integration 
auch  die  übrigen  m  endlichen  Gleichungen  zwischen  den  Verän- 
derlichen lyxw....   wie  vorhin  aufgefunden  werden. 

Nun  kann  man  aber,  um  das  System  der  n  Differentialglei- 
chungen : 

U.      S.      VT. 

WM  integriren^  noch  einem  andern  Weg  einschlagen.  Man  kann 
tiJKnIich  unmittelbar  diejenigen  endlichen  Gleichungen  darsteilen, 
welche  aus  den  obigen  n  ersten  Integralem 

tt  =  a,    j3  =  6,    j'izic    u.  s.  w. 

abgeleitet  werden,  indem  dort  die  aus  den  Gleichungen  1.,  2'.,  3'., .... 
44.,  {n — ^1)  sich  ergebenden  Werthe  an  die  Stelle  der  Differential- 

quotienten    ^»  d^""d^^  einsetzt.  Da  dann  die  Gr«>ssen  aßy.,^. 

als  Funktionen  dern-|-l  Veränderlichen  lyxw,,..  auftreten,  von 
denen  alle  übrigen  y  xw ....  selbst  wieder  von  der  ersten  Verän- 
derlichen z  abhängig  gedacht  werden,  so  erhält  man  durch  die 
Differentiation  von  ai=a  die  Gleichung: 

da  .da  dy      du  dx      da  dvo  ^ 

'dx^d:ydx^di  ^  +  5^75^+  •••'^^• 

Man  setze  hier  an  die  Stelle  der  Differentialquotienten  -^ »  -^  9  ^•.'. 

die  Werthe  ein,  welche  aus  den  Gleichungen  1.,  2.,  3.,....r 
hervorgehen,  und  man  erhält  so  die  partielle  Differentialgleidrang: 

«.  da     ^^da     —,  da  ^  ..^  da  ^ 


Hieran«  folgt  deon,  dass  jtne  etidlM;h#n  Gleichungen  fibereinstlln- 
niend  sind  mit  den  n  verschiedenen  Funictionen  «r»  vrelche  der 
psriic^fefi  Differentiaigleichuiig  (a)  Geoöge  leisten. 

Die  Integration  des  obigen .  Syntenis  von  Differentialgleichnil-' 
gen  ISsst  sich  demnach  auf  zwei  durchaus  verschiedene  Aufgaben 
s^irückrahren,  welche  beide  schon  fViiher  Ihre  Erledigung  gefud-^ 
den  haben.  Wenn  es  sich  darum  handelt,  zu  entscheiden »  ob* 
man  den  einen  oder  den  anderen  Weg  einschlagen  solle,  so  wird 
man  eben  die  Hilfsmittel  mit  ehiander  vergleichen,  deren  sich 
die  Integralrechnung  bedient ,  um  die  eine  und  die  andere 
Aufgabe  zu  lösen.  Was  die  letztere  Aufgabe  betrifft,  nämlich 
die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung: 

so  bedarf  dieselbe  hier  keiner  weiteren  Besprechung,  da  dies 
de»  Gegenstand  der  Untersuchung  in  dem  vorigen  Allschnitt  aus- 
macht. Dagegen  soll  hier  die  Integration  der  Differentialgleichung 
itter  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen^  auf  weh^he  die  Integration 
des  Systems  in  dem  ersten  Ffille  zurückgeführt  worden  ist,  näher 
in's  Auge  gefasst  werden. 

tJm  diese  Aufgabe  zu  leisen,  bedient  man  sich  der  Methode 
des  integrirenden  Kaktors.  Es  kommt  nämlich  darauf  an,  dass 
man  versuchsweise  eine  Funktion  %  angebe^*  worin  von  den  n-f-I 
Veränderlichen  2^ y^'^....y"'"*^  ^^^  ersten  Integrals  «venigstens 
die  eine  y^^-^^  festgestellt  ist.  Damit  multiplizirt  man  die  Dtffe* 
rentialgteichung  der  nten  Ordnung,  und  die  Annahme,  dass  man 
dann  ein  vollständiges  Differential  vor  sich  habe,  führt  auf  die 
weitere  Bestimmung  des  integrirenden  Faktors  %  und  dann  auch 
auf  das  erste  Integral  a  =  c  selbst,  wenn  die  Voraussetzung, 
welche  der  Rechnung  zum  Grunde  liegt  >  überhaupt  zuJässig  ist. 
Schreibt  man  nämlich  die  Differentialgleichung  der  ftteu  Ordnung 
in  der  Form  Fy<")  +  Z  =  0,  wo  F  und  X  irgend  Funktionen  von 
z^y  ..«-« y**^^)  sind  9  8*0  bat  man  das  vollständige  Difierentiar: 

Fxy(«)  +  Zx  =  0. 

Dieses  zerfallt  in  die  beiden  Gleichungen: 

Am 

dv     'da   .      da   ,.         -da       ,    ,.     „ 

Aus  der  ersteren  erhäU  man  den  Wertb: 
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3.  '  «=/F%dy(»-»)+4«i,  • 

worin  a^  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  xy  y  •••«.v^**^^  i^ 
Die  hierbei  vorkommende  Integration  lässt  sieb  sogleich  ausfuh- 
ren, da  X  in  Bezug  auf  die  Veränderliche  y»-^)  bestimmt  ist, 
Man  schreibt  f  Ynuly^^"^)  ^=- ai  uud  die  Gleichung  2.  geht  dann 
filier   in :  , 

"Weil  die  Verfinderliche  y(«~i)  in  cr^  nicht  vorkommt^  so  wird 
man  hier  nach  den  verschiedenen  Potenzen  und  den  sonstigen 
Funktionen  von  y**-^)  ordnen ,  um  dann  d^n  gemeinsamen  Faktor 
jeder  einzelnen  Funktion  fiir  sich  verschwinden  zu  lassen.  Die 
Gleichung  4.  zerfallt  auf  diese  Weise  in  mehrere  andere  partielle 
Diflferentialgleichungeuy  welche  zur  Bestimmung  von  o^  und  der 
fibrigen  unbestimmten  Glieder  von  x  zu  benutzen  sind. 

Man  kann  die  Rechnung ,  wodurch  man  zu  dem  ersten  Inte- 
gral a  =  c  gelangt 9  noch  anders  einrichten.  Man  kann  nämlich 
die  Differentialgleichung  der  wten  Ordnung  Fy«)  +  Z='0  sogleich 
als  partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  mit  den 
ft-fl  Veränderlichen  z  y  y' •••>  y^^"^^  auffassen.  Man  eiiminire  aus 
den  beiden  Gleichungen : 

(Ict 

^  da      da   ,      da    ,,  ^         ^       da        ,     ,.        « 

2-      jx + dyy  +  rfyy  +"•• + dn^^)  y'"-'' = ^* 

die  Unbekannte  x,  und  man  gelangt  so  zu  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung : 

(b) 

woraus  die  Funktion  er  versuchsweise  ermittelt  werden  kann. 
Die  n  verschiedenen  Funktionen  a,  welche  dieser  Gleichung  ge- 
nügen,  sind  gleichbedeutend  mit  den  n  ersten  Integralformen  der 
Differentialgleichung  nter  Ordnung  Fy<") -f  2  =^  0. 
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Wenn  liian  veranlasat  ist,  bei  f]er  Integration  einer  Dife- 
reAtiaJgleiehung  der  itten  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen  die 
MMhode  des  integrirenden  Paktors  diesem  anderen.  Verlahren 
Torzoxiehen»  irelches  das  erste  Integral  ohne  die  Hilfe  jenes  Fak- 
tors unmittelbar  darstellt,  so  lässt  sich  nur  dies  dafür  anführen, 
däss  der  integrirende  Faktor  gewöhnlich  durch  eine  einfachere 
Funktion  dargestellt  ist  als  das  erfiüte  Integral  selber;  und  dais 
also  auch  auf  dem  ersteren  Wege  im  Allgemeinen  die  einfachere 
Voraussetzung  zu  demselben  Ziele  führt.  In  der  That  hat  man 
vorhin  gesehen,  dass  die  Annahme  des  integrirenden  Faktors  k 
den  Werth  a=/Yx%(»-*)  +  ofa  zur  Folge  hat,  was  denn  doch 
p^ewuhnlich  ein  weniger  einlacher  Ausdruck  sein  wird,  als  jenes 
%  selbst.  Man  sieht  ein,  dass  das  eine  und  das  andere  Verfab» 
ren  nicht  wesentlich  von  einander  abweichen ,  da  beide  doch  imin^ 
nur  Ton  der  versuchsweisen  Bestimmung  derjenigen  Funktion  a(b- 
hängen,  welche  der  partiellen  Diflferentialgleichung  (b)  Genüge  leisten. ; 

Bis  dahin  also  hat  die  Vergleichung  der  zwei  verschiedenen 
Aufgaben,  aufweiche  die  Integration  eines  Systems  von  Differen- 
tialgleichungen : 

z'^fz^Y,    Z^  =  X,    Z^=W  US.  w.      , 
{Iz  dz  dz 

zurückgeßihrt  werden  kann,  noch  keinen  hinreichenden  Grund  er- 
geben, den  einen  oder  den  anderen  Weg  vorzuziehen.  Doch  liegt 
ein  solcher  Grund  nun  nicht  mehr  fern.  In  dem  ersteren  Falle 
hat  man  nämlich  die  partielle  Differentialgleichung : 

-.  da  .   __  da      _,  da       „^  da  ^ 

deren  Coeffixienten  unmittelbar  gegeben  sind.  In  dem  anderen 
Falle  aber  hat  man  die  partielle  Differentialgleichung: 

(b) 

deren  Coefüzienten  Y  und  Z  durch  weitlauftige  Differentiationen 
und  Eliminationen  zu  entwickeln  sind.  Wenn  die  Funktionen  der 
Gleichung  (b)  vortheilhafter  sich  darstellen  Hessen,  als  die  der 
Gleichung  (a),  so  könnte  dies  schon  Veranlassung  sein,  diejeni- 
gen Rechnungen  durchzufuhren,  wodurch  die  erstere  Gleichung  (b) 
entsteht.  Wenn  man  sich  aber  erinnert,  in  welchem  Zusammen, 
hange  die  Funktionen  der  Gleichung  (b)  zu  denen  der  Gleichung  (ä) 
stehen,  so  siebt  man  ein,  dass  die  crstere  nnr  eine  Transfornia-* 
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tion  <Ier  letzteren  i^(.  Diese  TransforiDBlion  kommt  ilodurch  zu 
Sluriile.  das»  luau  an  die  JSleile  der  Veränderlichen  xw....it — ^l 
andere  Veründerliclie  y'  y"  ....  yl"-')  in  die  Gleichung  (a)  einsetzt, 
von  solcher   ßeschaffeiiheit,    dass  die  (Joeirizienten   der  Uiffer«it- 

tialquotjenten  y,  '7~7""7"i("-»)  '"  ''"  transformirle»  Gleichung 
der  Reihe  tiacb  die  neuen  Veränderlichen  y'y",.,.yf"-^J  selbst 
sind,  uachdem  man  den  Coerüzienten  von  j-  der  Einheit  gleicli 
gesetzt  hat.  Die  hierin  ausgesprochene  Anforderuiig  an  die  Be- 
Bchaffenheit  der  neaen  Veränderlichen  ist  aber  eine  durchaus  g*- 
ivalteaiiic,  da  sie  in  gar  keiner  Ueziehuii};  steht  zu  der  Form  der 
Funktionen  et  ß  y .—,  »eiche  der  ursprünglichen  partiellen  Differen- 
tialgleichung (a)  Genüge  leisten.  Man  darf  desshalb  auch  nicht 
erivarten,  dass  die  n  Punktionen  «i  ß,y,....,  welche  der  »euen 
partiellen  Differentialgleichung  entsprechen,  einfacher  sich  fttu- 
drucken,  ois  die  Funktionen  ttßj....  Mit  demselben  Rechte  dürfte 
man  annehmen ,  dass  dieselben  im  Gegentheil  schwieriger  sidi 
darstellen,  als  die  ursprünglichen  Funktiunen,  Wenn  man  weiter 
in  Erwägung  bringt,  dass,  nachdem  man  die  ersten  Integrale  der 
Differentialgleichung  der  nleu  Ordnung  IjW  +  Z^Ü  dargestellt 
hat,  die  vorhin  erwähnten  Eliminationen  im  unigekehrten  Sinne 
sich  wiederholen,  da  nämlich  an  die  Stelle  der  Differentialquo- 
tienten  y'g"  ....  j(''— ')  jene  m  —  1  Verüuderlichen  x  «!....  wieder 
eingesetzt  werden  sollen,  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass 
man  die  Integration  des  obigen  Systems  von  Differentialgleichun- 
gen vortheilhafter  von  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung 

abhängen  ISast. 

Wenn  »vir  uns  in  diesen  Blättern  nur  auf  solche  Untersuchungen 
einlassen  wollen,  tvelche  dem  eigentlichen  Zwecke  der  Inte- 
gralrechnung litrilerlich  sind,  so  war  es  denn  doch  nicht  über- 
flüssig, auch  die  andere  Methode,  welche  das  System  von  Diffc- 
reutialgleichungcii  der  ersten  Ordnung  auf  eine  Differentialgleichung 
der  Hten  Ordnung  zurückführt,  in  ihren  Einzelnheiten  aus  einan- 
dn  zu  setzen.  Denn  wenn  wir  uns  jetzt  für  den  Gebraneh  der 
Gleichung  (a)  eufschieden  haben,  so  stützt  sich  dieser  Anss{>ruch 
doch  auf  die  Voraussetzung,  dass  man  bei  der  Integralion  der 
Differentialgleichung  «ter  Ordnung  ¥^f-i+Z  =  0  zunächst  ein 
eutes  Integral  bestimmen  müsse.  Es  giebt  aber  eine  Groppe 
von  DifferentiulgleiehuHgen,  Itir  welche  dies  nicht  uofhwendig  ist, 
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da  man  eine  andere  Methode  der  Integration  kennt»  welche  nn^, 
ibittelbar  die  endliche  Gleichnng  mit  ihren  n  willk^hrliched  Be^. 
sündigen  herbeiführt.  Dies  sind  die  linearen  Differ^ntialgleiehlin' 
gen.  Da  man  es  bei  deren  Integration  nicht  mehr  mit  der  Dar^ 
stellang  einer  Funktion  von  n  +  l  Veränderlichen  za  thun  hat. 
Sondern  sogleich  eine  Funktion  mit  nur  sirei  VerSnderlichen  er^ 
büt» '  so  liegt  hier  allerdings  eine  einfachere  Aufgabe  vor^  als 
dies  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  n-fl 
Veränderlichen  ist.  Wenn  also  das  System  der  Differentialglei- 
chungen : 

zg=K.    zf-=X.    zg=»f  «...w. 

durch  die  Elimination  der  abhängigen  Veränderlichen  arco....  auf 
eine  lineare  Differentialgleichung  der  nten  Ordnung  Fy(")-f  ZsO 
führt,  so  künnen  diejenigen  Rechnungen,  welche  zur  Entwicke- 
lung  dieser  Differentialgleichung  erforderlich  sind,  durch  die  Vor^ 
theile  Jener  anderen  Methode  aufgewogen  werden ,  deren  man  sich 
zur  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen  bedient. 

Insofern  man  nun  veranlasst  ist,  die  Differentialgleichung  der 
nten  Ordnung   F^(")  +  Z=^0   der  partiellen  Differentialgleichung 

bei  der  Integration  des  Systems  von  Differentialgleichungen 

vorzuziehen,  wird  man  auch,  wenn  es  sich  qm  die  Bestimmung 
derjenigen  Funktionen  bandelt,  welche  der  partiellen  Differential- 
gleichung (a)  genügen,  vortheilhafter  aus  jenem  System  von  Diffe- 
rentialgleichungen die  Differentialgleichung  der  nten  Ordnung 
T;y^*)  +  Zi=^0  ableiten,  um  dann  jene  n  Funktionen  auf  dem  früher 
angegebenen  Wege  zu  erzielen.  Damit  erhält  man  denn  ein  neues 
Hilfsmittel  für  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 
der  ersten  Ordnung,  welches  nicht  selten  vor  den  in  dem  vori- 
gen Abschnitte  gegebenen  den  Vorzug  hat. 

Wenn  n  DifferentialgleichungeB  der  zweiten  Ordnung: 

1.    -g^^  *".         2.    ^  =  X,         3.    ^  =  Wn.s.w 

vorliegen,  worin  FX  VF....  bestimmte  Funktionen  der  Veranden 
lieben  jyxt».:*  und   der  Differenttalquotienteii   erster   Ordnung 

16* 
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ysjrate«.«..  s\\kAy  und  wenn  «s  sich  darum  handelt ,  die  Gruasen 
yxtio.***  als  Funktionen  von  ;  zu  bestimmen ,  so  kanü  dies  durch 
die  Integration  einer  Differentialgleichuuii;  der  2nten  Ordnung  mit 
nur  zwei  Veränderlichen  geschehen.  Denn  wenn  man  aus  den 
obigen  91  Gleichungen  die  n — 1  Unbekannten  ^t'ti?....  eliminirt,  so 
beliältman  eine  Differentialgleichung  mit  den  beiden  Veränderlichen  jf 
|i|)d  2.  Man  bilde  desshalb  vor  Allem  die  f(»lgenden  Differential- 
gleichungen : 

d»y_dY     dY         dY                 dY        dY 
^-    rfiä  -  rfi"  +  d^  »'  +  5^  •'^'  •"  •••  +  dy.  ^^  dl.^' ^' ' 

d*v_dY,     dY,         dY,  .d^'^Y^^XA-    ~Y 


u.    s.     w. 
und  zuletzt  auch  die  Differentialgleichung: 

(2ai  — 1)' 

<P*y d  F2H-.8  ,  ^I^n-s     ,  rfFan-a      ,       .d  Y^n-n  ^   d  Fan-s  y 

d^'^~dz     ^~dy    ^*"*"""3i~^»+-+     ri^^+   Ar,    "^^  • 

Daraus  lassen  sich  die  277.  —  2  Grossen  a:w.,,,a:zW» eliminiren, 

und  es  entsteht  eine  Differentialgleichung  der  27tten  Ordnung  mit 
den  zwei  Veränderlichen  y  und  z.  Nachdem  man  das  allgemeine 
Integral  dieser  Differentialgleichung  aufgefunden  hat,  wird  man 
dasselbe  (2n  —  1)mal  nach  einander  differentiiren^  um  in  den  so 
entstehenden  Differentialgleichungen  die  aus  den  Gleichungen 
1.,  2'.,  3'. ,  ....  (2w  — 2)'    sich    ergebenden    Differentialquotienten 

d^y    d^u      d^^"^« 

^a'  ^3"*'~ran-i  einzusetzen.  Man  hat  dann  im  Ganzen  2n  Glei- 
chungen, zwischen  den  Veränderlichen  zyxw,,,,  und  den  Diffe-. 
rentialquotienten  der  ersten  Ordnung  yzX%vQ%,.,.  Die  Elimination 
dieser  letzteren  aber  liefert  die  n  endlichen  Gleichungen,  woraus 
die  Unbekannten  yxw.,,,  als  Funktionen  von  z  und  von  2n  will- 
kfihrlichen  Beständigen  sich  entwickeln  lassen.  Zu  demselben 
Resultat  gelangt  man,  wenn  man  anstatt  des  allgemeinen  Integrals 
sammt  den  2n  —  1  daraus  abgeleiteten  Differentialgleichungen  die 
2n  ersten  Integral  formen  jener  Differentialgleichung  der  27zten  Ord- 
nung gebraucht. 

Man    schlage     diesen    Weg     ein,     wenn     die    Differential- 
gleichung der  2Mten   Ordnung  linear  ist.     In   allen   übrigen  Fäl-. 
len  wird  man  auch  hier  wieder  vortheilhafter    die   iiartielle  DIf- 
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ferentiatgleichung  der  ersten  Ordnung  bilden,  woraus  uninittelbalr 
jene  2it  Funktionen  hervorgehen,  welche  aus  den  2n  erateit  Inte- 
gralformen  jener  Differentialgleichung  der  2nten  Ordnung  entstehen^ 

wenn  man  an  die  Stelle  der  Differentialquotienten  -^j    'jtz""'^^i^i 

die  Weithe  aus  den  Gleichungen  1.,  2'.,  3'.,  ....  (2w— 2)'  einsetzt. 
Bezeichnet  man  ir<;end  eine  jener  ersten  Integralformen  durch 
€i  =  a,  so  entsteht  durch  die  Differentiation  nach  z  die  Gleichung: 

(a) 
da      da         da  da  ,   ^rda   ^  ^  da    ^    _,.  da   ,  ^ 

Nachdem  man  die  ^n  Gleichungen: 

a  =  a,     ß'=iüy    y=zc,    u.  s.  w. 

aufgestellt  hat,  «reiche  dieser  partiellen  Differentialgleichung  ge- 
nügen» bedarf  es  nur  der  Elimination  der  Differentialquotientan 
y%XzW%,...,  um  zu  den  n  endlichen  Gleichungen  zwischen  den 
Veränderlichen  zyxw,.,.  und  den  2n  willkührlichen  Beständigen 
a  6  c  ....   zu  gelangen. 

1      Es  seien-    'i^ ^ ^-__?^_. 

j .     E.S  seien .    ^^^  —  ^^^  ^  ^2)i  >     az^  ~  {x^  +  y^)l 

Man  hat  hier  die  Gleichung: 
,  ^     da      da       ^  da        ,  a         ,     da  ^       da .      ^^ 

und  genügt  derselben  vor  Allem  durch  yx% — xy%=:b.  Denkt  man 
sich  nun  die  Qbrigen  Funktionen  von  ;  und  von  den  neuen  Ver- 
änderlichen 

X 

abhängig,  so  geht  die  partielle  Differentialgleichung  über  in: 
da     yy%  +  xxz  da     y%  —  sxz  da      2a  yyz  +xxz  d^_f\ 

Daraus  folgt,    dass  man  durch      y    -f  ~2   TTf^^^     ^^^^    durch 

2a 

t  +  —  =:  c   gelingt.     Um   nun  die  Diffvrentialquotienten  yx  und  x» 

mit  Hilfe  der  beiden  bis  dahin   bekannten  Funktionen  zu  eliroinV- 
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'^n%  Wid  fqgleieb  y  ««d  ^  durch  r  and  e  wa  erseUen»  so  bamerkf 
joan  iUDichst«  dM0 

oder  auch,  wegen  der  verlangten  Transformation: 

{yy%  +  xx%)^  =  er*  —  2flr  —  6* 
Ut.    Man  erhält  dann  die  neue  Differentialgleichung: 

rfo      V^^^2ot^^   da     b(\^s^)  du 

f 

Die  beiden  Funktionen ,   welche  hier  genfigen «    entstehen  durch 
die  Integration  der  Differentialgleichungen : 

,  rdr  d$  —  bdr 

dt  = 


Vcra-2ar— 6«'     H#*      r  V^cr«-2ar-6«' 

und  dies  sind  zugleich  die  beiden  Gleichungen ,    woraus  man  y 
oad  X  als  Funktionen  von  z  zu  bestimmen  hat. 

Wenn  die  vorliegenden  Differentialgleichungen  nicht  alle  von 
der  zweiten  Ordnung  sind,  sondern  wenn  darunter  m  der  ersten 
Ordnung  vorkommen ,  da  nämlich  von  den  m  abhängigen  Verän- 
derlichen  rsi.,»  nur  die  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung 
auftreten,  so  versteht  es  sich,  dass  man  eine  partielle  Differen- 
tialgleichung mit  nur  ^n-{-\--m  Veränderlichen  erhält ,  woraus 
dann  in^^tn  verschiedene  Funktionen  hervorgehen.  Aus  diesen 
2»— -m  Funktionen  bat  man  dann  noch  die  n^-^m  Differentialquo- 
tienten der  ersten  Ordnung  y%XzW%.,..  zu  eliniiniren,  um  zu  den 
n  endlichen  Gleichungen  zu  gelangen,  welche  zwischen  den  Ver- 
änderlichen zyxw,.,,,  rsi.,..  und  ^In  —  rn  willkührlichen  Bestän- 
digen bestehen. 

Wenn  endlich  ein  System  von  n  Differentialgleichungen  vor- 
liegtf  worin  eben  so  viele  abhängige,  aber  nur  eine  unabhängige 
Veränderliche  vorkommen »  welche  aber  der  Reihe  nach  der  mten» 
pten,  9ten  u.  s.  w.  Ordnung  angehören,  so  konnte  man  durch 
die  Elimination  von  irgend  n  —  1  abhängigen  Veränderlichen  zur 
Bestimmung  der  letzten  noch  übrigen  eine  Differentialgleichung 
von  der  (m-i- p-t-q  +  .,,.)ten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen 
herstellen.  Doch  wird  man  auch  hier  wieder  vortheilhafter  die 
partielle  Differentialgleichung  -der  ersten  Ordnung  gebrauchen» 
deren  y/t-f/^-f^-l-*-  •  verschiedene  Funktionen  aßy,,,.  unmittelbar 
das  allgemeine  Integral  des  vorliegenden  Systems  liefern,  wenn 
man  mit  Hilfe  der  Gleichungen  : 
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u^za^    iS=&,    yssc    u.  0.  IV.    . 

die  m-|-/i-|-^-|-....  —  n  Diferentialquotienten  der  versohiedeaen 
abfiSngigen  Veränderlichen  eliminirt. 

Man  hat  jetzt  gesehen »  dass  die  Integration  eineft  Systems 
von  9t  Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung  jecfe^mal  durch 
die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
Qung  zu  Stande  kommt»  wenn  nur  eine  einzige  unabhängige  Vec- 
Snderlicbe  da  ist,  so  dass  also  jede  der  endlichen  Gleichungen 
als  Funktion  von  nur  zwei  Veränderlichen  dargestellt  werden  kann. 
Anders  verhält  es  sich,  wenn  die  Differentialglelcbiingen  mehr 
als  eine  unabhängige  Veränderliche  einschliessen,  tind  desshalb 
auf  endliche  Gleichungen  hindeuten,  worin  jedenfalls  mehr  iab 
zwei  Veränderliche  vorkommen.  Die  partiellen  Differentialglei- 
ehungen,  deren  System  dann  zu  integriren  ist,  müssen  eine  ganft 
eigenthiimliche  Beschaffenheit  haben,  damit  die  Aufgabe  mit  der 
Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ord« 
nung  in  einen  so  einfachen  Zusammenhang  trete.  In  der  Tbat 
ist  eine  solche  Reduktion  nur  für  das  folgende  System  milglich: 

dt      „dt       ^dt  ^ 

^dz^'^dy^'^Ta:^--''^ 

^5i  +  ^a^+^3i+-=^'' 


dz^     dtf         dx 


^:j:+  '^j7.  +  -^:x:  +  --«-  =  '^» 


u.    s.    w., 

worin   übrigens    ZYX.,,.^    TSR.,.,    irgend   Funktionen    aller 
Veränderlichen  iyx....f    ist....  sein  können. 

Denkt  man  sich  da  die  n  endlichen  Gleichuogeit  io  der  Fem 
TssO  und  gleichzeitig  die  n  abhängigen  Veräaderlicben  lir.... 
und  die  m  unabhängigen  Veränderlichen  lyx....  einschliessend, 
so  ergeben  sich  daraus  die  m  Differentialgleichungen : 

dz^  dt  dz^  dsdz^drdz^ "' 

dv      dt  dt  .dt  ds     dr  dr  _-. 

Wy*di^y<3[sdy    drdy'^ 

€lt      dt  dt     dt  ds     (fr  dr  _^ 

7fx      didx    dsdx    drdx^' 

II.    8.     \\. 
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Multiplizirt  man  ^dieselben  bezüglich  mit  Z.F^....  und  addirt 
ahsdapn.  Alles,  eo .findet  sich,  wenn  zugleich  Rficksjlcbt  genomnien 
Wird  auf  das  vorliegende  System,  die  partielle  Differentialgleichung: 

nnrf  es  hnterliegt  keinem  Zweifel,  dass  jede  Punktion,  welche 
hier  an  der  Stelle  von  r  genügt,  zugleich  das  vorliegende  System 
befriedigt  Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (a) 
ist  bekanntlich  eine  willkührliche  Funktion  von  m-f-n  — 1  verschie- 
denen veränderlichen  Grössen,  welche  einzeln  der  Differential- 
gleichung 1.  Genüge  leisten.  Die  n  verschiedenen  endlichen 
Gleidiungen,  welche  dem  vorliegenden  System  von  partiellen 
Differentialgleichungen  entsprechen,  zeigen  sich  desshaib  in  ihrer 
allgemeinsten'  Form  als  eben  so  viele  willkilhrlicbe  Funktionen 
derselben  m-\-n —  I  veränderlichen  Grössen  cc  ßy,,,.  und  sind  durch 
die  Gleichungen: 

^i(a/5y  ....)=0,    i/^iC^/^y  ••••)  =  0,     t/;3(a  ßy  ....)=0  u.  s.  w. 

dargestellt,  worin  die  willkuhrlichen  Funktionen  t|;|  tf/j  '(^s  ....  durch- 
aas unabhängig  von  einander  gedacht  werden  können.  Diese  n 
Gleichungen  werden  übrigens  durch  eben  so  viele  andere  ersetzt, 

in  deren  jeder  von  den  m  +  w  —  1  veränderlichen  Grössen  ccßy , 

gar.,.,  irgend  n — 1  fehlen,  da  sich  diese  letzteren  jedesmal  aus 
den  ursprünglichen  Gleichungen  eliminiren  lassen.  Man  kann 
desshaib  auch  schreiben: 

Q  =  ilfi(€ißy ),     6  =z\if^(a  ß  y,,,,),     rz='il;^{aßy — )  u.  s.  w. 

Demnach  wird  man,  um  das  allgemeine  Integral  des  vorliegenden 
Systems  partieller  Differentialgleichungen  darzustellen,  irgend  n 
von  den  m  +  n — l  Funktionen  der  partiellen  Differentialgleichmi{f 
(a)  willkuhrlichen  Funktionen  der  m  — 1  übrigen  Funktionen  xtßy,.:, 
gleichsetzen. 

2.     Hat  man  z.  B.  die  beiden  Gleichungen: 

dt        dt     ,.         ,       (ts        ds      ,. 

s -» ^;7-=()    und    szj ^:r=^, 

fiy         ciz  ay         az 

so  findet  man  zur  Bestininiung  des  allgemeinen  Integrals  die  ein- 
fache Gleichung: 

dx        dz 
(a)  •'J7y-^7.=«- 
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Man  genfigt  hier  durch   rts*,    tfm    und   a=:y«  + ti,    ii'ni  da»; 
allgemetne  Integral  ist  ausgedröekt  durch  die  beiden  Gleiehungea. 

t='il;i(fft  +  ü)     und     *  =  tf;^  (^<  +  «)• 

Wenn  die  partiellen  Differentialgleichungen,  deren  System  tn 
integriren  ist,    dem  obigen  Schema  nicht  untergeordnet  sind,  so 
bleibt  nichts  übrig,  als  zu  einer  Elimination  von  abhängigen  Ver- 
Snderlichen  zu  schreiten.    Dies   führt  aber  auf  partielle  Differen-' 
tiälgleichnngen    höherer    Ordnung,    die   alsdann  integrirt   werden, 
müssen. 


V«    Integration   der    partiellen   ]iiflrerential8^eiciiunj||,j 
erster  Ordniin§^  von  liölierem  d^rade. 

Wenn  die  Differentialquotienten  Zx  und  Zy  in  einer  Gleichung 
unter  hüheren  Exponenten  stehen,  so  wird  man  vor  Allem  unter- 
suchen, ob  die  linke  Seite  der  Gleichung  fp(zyZx't^ai)ssO  tn  das> 
Produkt  einiger  Faktoren  zerlegbar  ist,  welche  in  Bezug  auf  die- 
Differentialquotienten  nur  von  dem  ersten  Grade  sind.  Denn  vreiifi: 
dies  muglich  ist,  so  wird  die  vorliegende  Aufgabe  dadurch  auf 
die  schon  oben  geloste  zurückgeführt.  Man  setze  nämlich  jeden 
einzelnen  dieser  Faktoren  für  sich  gleich  Null  und  man  hat  dann 
eben  so  viele  Differentialgleichungen  von  der  Form  X2x+  VzyssZ, 
worin  X  Y Z  Funktionen  der  drei  Veränderlichen  or^z, sind.  Das. 
allgemeine  Integral  jeder  dieser  Differentialgleichungen  wird  (är 
sich  die  partielle  Differentialgleichung  '^(zy  Zx  z  y  oc)  =  0  befriedigen.- 

Entwickelt  man  den  Werth  des  einen  Differentialquotienteii- 
zx  aus  der  Gleichung  tlf{zy  ZxZi/ x)=iO,  und  gelangt  man  dadütth' 
zu  mehreren  Werthen  zx  von  der  Form  Yzy  +  Z,  worin  F  und  Z 
Funktionen  der  drei  Veränderlichen  z,  5^  und  x  sind,  so  hat  man 
es  mit  dem  so  eben  erwähnten  Falle  zu  thun,  welcher  also  nichts 
weiter  Bemerkenswerthes  bietet.  Wenn  man  aber  durch  die  Ent-. 
Wickelung  von  z«  nicht  mehr  zu  einem  Werthe  Fz^-f  Z  gelangt,- 
sondern  zu  irgend  einer  anderen  Funktion  des  Differentjalquotien- 
ten  Zy,  so  dass  also  jetzt  eine  Gleichung  zx=^'il>(zyzya:)  vorH^l, 
so  hat  man  eine  Aufgabe,  deren  Lusung  von  eigenthümlichen  Dn- 
tersuchungen  abhängig  ist. 

Das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung' 
Xzx-i-  Yzy-=  Z  hat  jedesmal  die  Form  (p(a  ß):=zO,  wo  g)  eine 
willkührliche  Funktion,  a  und  ß  aber  bestimmte  Funktionen  der 
drei  Veränderlichen  2,  y  und  .r  sind.     Was  nui»  die  partielle  Dif- 
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fwMitiatgleiehung  ii=i^{t^tyx)  angeht,  so  Ut  es,  wie  sich  im 
Laufe  der  Untersuchungen  ergeben  wird,  unmnglich,  das  ailge- 
nieine  Inlegral  als  endliche  Gleichung  zivischeii  den  Veränderlichen 
t,  y  und  X  nufzuslellen  mit  irgend  willliflhrlichen  Funktionen  von 
bestimmten  veränderlichen  Grössen.  Ueher  die  Natur  der  Will- 
kübrlichen  wird  man  erst  durch  die  Intej^rution  selber  Aufschlues 
erhalten.  Die  altgemeine  Integration  kommt  aber  dadurch  ku  Stand«, 
dass  man  diejenige  Gleichunj^  sivischen  den  Veränderlichen  der 
partiellen  Differentialgleichung  und  dem  üifferentialquotienten  Zg 
aufgtellt,  ivelche  auch  durch  die  Differentiation  aus  dem  allgemei- 
nen Integral  abgeleitet  »erden  künnte.  Denn  nenn  Xy  als  Funk- 
tion der  drei  Veränderlichen  i,  if  und  x  bekannt  \nt,  t^o  ergiebt 
sich  auch  tx  als  eine  solche  Funktion  durch  die  partielle  Diffe- 
centialgleiehung  tx^i\i{tyzy  x);  und  das  allgemeine  Integra)  ent- 
steht durch  die  Integration  der  vollständigen  Differentialgleichung: 

dz  =:  Xf,dy  +  iidx. 

Man  iTird  sich  erinnern,  dass  die  beiden  Werthe  i,j  und  ta, 
welche  durch  die  Differentiation  einer  und  derselben  endlichen 
Gleichung  entstehen.  In  der  Weise  von  einander  ubhüngen,  dass 
jederseit  die  Gleichung: 


dl«      .  dig 


dl. 


dl/ 


erffillt  ist 
so  erhSlt  man 


niun  den  Werth  ix='i;i{iyz^x)  hier  einsetzt, 
partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung und  des, erstell  Grades,  durch  deren  Integration  die  ver- 
langte Gleichung  zwischen  den  VerSnderlichen  i,  j/  und  x  und 
dem  Differentialquotienten  i^  erzielt  wird.  Man  erbStt  die  par- 
tielle Differentialgleichung : 


^  ~ 


difr  dzy  dii>       diy 


,dv 


mit  den  vier  Veränderlichen  i„,  i,  y  und  x.  Das  allgemeine  I 
tegral  dieser  Gleichung  hat  desshalb  die  Form  ip(aßy)  =  Q,  wor 
a,  ß  und  y  bestimmte  Funktionen  der  vier  Veränderlichen  sin 
welche  der  Gleichung 


dr       dif!  dl 


an  der  Stelle  v 
Nachdem  r 


/r,  +  ('^- 


f/iji 


if:  ^\d:-»+dyJdz.,~" 


V  geniigen, 
den  Werth 


.HS  der  Gleiihnn^    iplußy)^» 
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berecboet  bat»  bedarf  e«  imr  noch  der  lotegratioD  der  rroUstSii- 
digen  Diferentiaigleicbimg 

(b)  dz  =  zt^y  +  ^{zy  z  y  x)dx, 

nni  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  DifferentialgleiGbung 
Zx':=^'^{tyzy  x)  als  Fanktion  der  drei  VerSnderlicben  2,  y  und  x 
darzustellen.  Da  übrigens  die  Grösse  zy  im  Allgemeinen  gleicb- 
zeitig  in  den  drei  Funktionen  nßy  vorkommt»  so  bann  deren  Wertfa 
aus  der  Gleicbung  9(oj3y)=Q  erst  dann  ermittelt  werden^  nach- 
dem man  der  willkflbrlicben  Funktion  q>  eine  bestimmte  Form  ge- 
gegeben bat;  und  die  Integration  der  Gleicbung  (b)  müsste  desSK- 
balb  für  jedes  einzelne  qt  besonders  vorgenommen  werden.  Nun 
seigt  es  sich  aber»  dass  diese  Integration  durcbgeffibrt  werden 
kann»  noch  ehe  die  Grosse  Zy  mit  Hilfe  der  Gleichung  q>{ctßy)^=3.Q 
eliminirt  worden  ist.  Nachdem  man  das  Integral  der  Gleichung  (b) 
als  Funktion  der  vier  Veränderlichen  Zyzyx  aufgestellt  bat»  dann 
ist  die  Elimination  von  Zy  mit  Hilfe  der  Gleicbung  <p(a  ß  y)=^0 
der  einzige  noch  übrige  Theil  der  Rechnung»  welcher  för  jede 
einzelne  Funktion  tp  besonders  vorzunehmen  ist.  Die  folgenden 
Untersuchungen  werden  aber  auch  das  Ergebniss  liefern»  dass 
man  nicht  nüthig  hat»  aus  der  Gleichung  (a>  die  drei  FiinkthMiitB 
ttßy  abzuleiten»  um  damit  die  Integralform  9(«^y)=0  bersu- 
stellen»  sondern  dass  man  zu  diesem  Zwecke  mit  der  einzigen 
Punktion  a  ausreicht. 

Cm  die  Gleicbung  (b)  in  der  angegebenen  Welse  zu  iittegfi- 
ren»  schicken  wir  die  Integration  für  den  besonderen  FalL  voraus» 
in  welchem  die  Gleicbung  g>(ctßy):=^0  in  die  einfachere  a  =  ai 
übergebt»  worin  a^  als  BestSndige  gedacht  wird.  Man  bestimme 
in  dieser  Absicht  den  Werth  Zy  aus  der  Gleichung  « =  a|  als 
Funktion  der  drei  Veränderlichen  zyx  und  der  Beständigen  a|. 
Nachdem  man  diesen  Werth  Zy  in  die  Gleichung 

(b)  *==2:yifv  +  ^«y*y^)<tj? 

eingesetzt  hat,    lässt  sich  dieselbe  mit  Hilfe  eines  integrirenden 
Faktors  i«  das  vollständige  Differential 


!*+£''»+ f"^=o 


dy 
umwandeln.    Durch  die  Integration  erhält  man: 

f(z  y  X  aO  =^  (pM , 

wo  9(^1)  die  Stelle  der  durch  die  Integration  eiogeföhrteo    will« 
kührlichen  Beständigen  vertritt.    Man  hat  diese  Integralform^  worin 
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die  beideb  wUlkabrllchen  BestHndigen  tti   ond  ^{ai)  Torkommen, 
ein    vollständiges  Differential    der  partiellen   Differentialgleichung 

ZtB^=ziif{tyzy  x)  genannt. 

IVlan  setze  nun  in  dem  vollständigen  Integral  an  die  Stelle  von 
«1  die  Funktion  a  ein  und  differentiire.     Dadurch  entsteht: 

Wenn  man  die  Gleichung   -j-  —  ^'(a)=0  bestehen  lässt  und  zn- 

gleich  mit  -4-  theilt,  so  wird  die  vorliegende  Differentialgleichung 
wieder  umgewandelt  in  die  oliige: 

(b)  ■  dz  =  lydy  +  H>{zy  tyx)  dx. 

i>enD  wenn  in  der  Gleichung  ^=^'^y  welche  durch  die  Ent- 

wiekelung  von  ty  aus  der  Gleichung  tt  =±:  or|  entstanden  ist,  ail 
die  Stelle  von  or|  die  Funktion  a  tritt,  so  hat  man  offenbar  eine 
identische  Gleichung  vor  sich;    und  dasselbe  ereignet  sich  dann 

df  df 
auch  für  die  Gleichung  ^(iyzya:):^ -y-'-^-.      Hieraus    folgt   zu- 

nächst,  dass  man  den  Werth  Zy  aus  der  Gleichung  -f — (p*(a)=0 
tn  bestimmen  hat,  wenn  das  Integral  der  Gleichung  (b)  in  der  Form 

f(2ya:a):=(p(€i) 

iausgedriickt  werden  soll.  Da  nun  aber  jene  frühere  Gleichung 
g>(a  ßy)^=0  den  allgemeinsten  Werth  Zy  liefert,  für  welchen  die 
▼ollständige  Differentialgleichung  (b)  Oberhaupt  eine  endliche  Glei- 
chung  zwischen   den   drei   Veränderlichen  z,  y  und  x   zur  Folge 

hat,  so  muss  jene  Gleichung  -i 9>'(«)  =  0  als  besonderer  Fall 

in  der  Gleichung  9)(aj3y)  =  0  enthalten  sein.  Es  unterliegt  also 
keinem  Zweifel,  dass  die  Gleichung 

f(zyxa)=^(p(a) 

das  Integral  der  Gleichung  (b)  ist,   für  den  Fall,  dass  jene  Glei- 

df 
chung  g)(aßy)^=0  in  die  einfachere   -§ — qp'(a)=0 übergeht.  Doch 

man  steht  nun  auf  dem  Punkte,  einzusehen,  dass  durch  dieselbe 
endliche   Gleichung    das   Integral    der    Vollständigen    Differential- 


erster  und  zuei/er  Ordnung^  ^5 

I 

Weichling  (b)  auch  dann  noch  ausgedrückt  iety  vroDD  der  Wertb 
Zy  aus  der  allgemeinen  Gleichung  qp(aj3}')=Q  gezogen  fvird.  Dena 
setzt  man  abkürzend  f(zi/a:ct)z=zß,  so  lässt  sich  jene  Gleichnng 
ßzz.q)(cc)  auch   in   der  Form:    . 

(p(aß)=0 

anschreiben,  da  man  durch  die  Entwickelung  von  ß  hieraus  wie- 
der die  Gleichung  ßz=:g>(ix)  ableitet.  Wenn  man  aber  die  Glei- 
chung (p(ci  ß)  ^=0  nach  a  differentiirt,  um  durch  dieselbe  Betrach- 
tung wie  vorhin  diejenige  Gleichung  zu  erhalten,  woraus  Zy  bestimmt 
werden  müsste,  damit  g7(a/3)  =  0  das  allgemeine  Integral  der  Glei- 
chung (b)  darstellt,  s«  entsteht: 

da  +  dß  da'^^' 

dß  .   .  . 

Man  bezeichne  die   Punktion   ^  durch  y,    und    es   ist    offenbar^ 

dass  sich  die  vorliegende  Gleichung  als  willkuhrliche  Funktion  ^t 
drei  veränderlichen  Grössen  or,  ß  und  y  auffassen  lässt,  und  also 
identisch  sein  muss  mit  dem  allgemeinen  Integral  tj>(aßy)'=z{S  der 
Gleichung  (a).  Man  hat  somit  die  allgemeine  Gleichung  ^(aß  y)'=^^ 
aus  der  einfacheren  a^ai  unmittelbar  abgeleitet,  und  man  sieht' 
auch  ein,  dass  die  Gleichung: 

in  der  That  als  allgemeines  Integral  der  partiellen  Differentiai« 
gleichung  Zx^'^iiy^y^)  angesehen  werden  darf,  insofern  man. zur 
Elimination  des  Differentialquotienten  Zy,  welcher  dort  noch  eine 
»Stelle  findet,  die  Gleichung 

gebraucht.  Diese  Elimination  kann  übrigens  erst  dann  ausgeführt 
werden,  nachdem  die  willkuhrliche  Funktion  (p  in  eine  bestimmte 
übergegangen  ist.  Da  Zy  nur  in  der  Funktion  a  eine  Stelle  findet, 
so  versteht  es  sich,  dass  die  Elimination  von  Zy  mit  der  von  a 
zusammenfällt.  Man  kann  de.*shalb  auch  sagen,  dass  das  allge*- 
meine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  zx  =  flf(zy zy x) 
aus  den  beiden  Gleichungen: 

.     df        . 

f(zya:cc)  =  (p((x)     und      ^-  =  V(tx) 

durch  die  Elimination  von  or  gewonnen  werde. 

Wenn  es  übrigens  nicht  gerade  darauf  ankommt,   denjenigen 
Werth  der  Veränderlieheri  z  zu  betstimniep»  weteb^r  .zwei#fr.geg6r: 
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liehen  Werthen  der  beiden  anderen  Veränderlichen  y  und  x  ent- 
wicht, sondern  wenn  nur  verlaligt  wird,  dass  man  die  jedesmal 
anaammengehßrigen  Werthe  z,  y  und  x  aufstelle,  so  bedarf  es 
nicht  einmal  der  Elimination  von  er.  Man  denke  sich  dann  die 
GrOsse  a  und  zugleich  irgend  eine  Ton  den  drei  Veränderlichen 
z,  y  und':r,  etwa  x^  als  die  beiden  unabhängigen  Veränderlichen. 
Die  zugeh5rigen  Werthe  der  beiden  anderen  Veränderlichen  %  und 
y  berechnen  sich  dann  aus  den  beiden  Gleichungen: 

df 

f(2yxti)=ztp(a)    und    ^=9'(«). 

Man  sieht  jetzt  ein,  dass  die  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung Zx  =  '^(2yiyx)  auf  die  Bestimmung  eines  toII- 
stiindigen  Integrals  zurückkommt.  Es  ist  aber  nicht  nothwendig, 
dass  das  vollständige  Integral  auf  dem  oben  angegebenen  Wege 
mit  Hilfe  der  Gleichung  (a)  erzielt  werde.  Die  Integration  der 
partiellen  Differentialgleichung  zx  =  ^(xy  zyx)  wird  manchmal  we- 
sentlich abgekürzt,  indem  es  gelingt,  auch  ohne  die  Hilfe  der 
Gleichung  (a)  ein  besonderes  Integral  der  partiellen  Differential-- 
gleichung  anzugeben,  worin  zwei  willkübrllche  Beständige  «|  and 
9(«^)  vorkommen. 

]•    Es  sei  zj;='^(zy). 

Man  findet  hier  ein  vollständiges  Integral  in  der  Form  2=0*^-1- /?.i;-f-/, 
worin  o,  ß  und  y  Beständige  find.  Denn  setzt  man  dies  ein,  so 
bleibt  ß=znp{a),  so  dass  also  a  und  y  willkührlich  bleiben.  Man 
setze  nun  y=9(a),  und  das  allgemeine  Integral  der  obigen  Glei- 
chung ergiebt  sich  durch  die  Elimination  von  er  aus  den  beiden 
Gleichungen : 

1  =  ay  +  X'ilficc) -i- (p(a)     und    0  =  y +  a:i/;'(a)  +  qp'(a). 
2.    Es  sei  nun  2«(l+z,a+2y«)  =  a« 

Zur  Berechnung  von  a  findet  sieb,  da  2x  =  \  -^—Zy^—l 
ist,  die  Gleichung: 

ir«*        l      T^^.     ^V/«*    A^^     a%  dt    . 
(a)         V  ?  -  ^^'  -  '  ^+^^^+(z^- V dz--^  ^0. 

Man  genügt  durch  die  einfachere: 

md  diese  fahrt  auf  das  Tollständige  Differential : 
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a«<fe 

Die  IiiCegration  liefert   « ä  — ==i~r=r    ^   •   ,     Man  liat  al«o 

*y  = 1 »  w»d  die  Gleichung  (b)  zeigt  sich  in  der  Form ; 

(b)  dz  =  — — li-(arf^  +  Vr^^^.cLr). 

Theilt  man  durch  ,  und   nimmt  man  sin«  anstatt  a,  89 

z 

hat  man  das  volistäodige  Differential: 

zdi 

, r  =  sin  a.  d\i  +  cos  « .  dx, 

V  a*  —  2* 

Durch  die  Integration  entsteht: 

Va* — 2*  +  ysina  +  a:co8a  =  qp(a), 

und  das  allgemeine  Integral  ist  ausgedruckt  durch  die  beiden  Glei- 
chungen 

Vfl* — j*+ysina  +  a:cosa  =  9(a)     und      ycos« — J7slna  =  9'(a). 

■ 

3.    Es  sei  noch  ^(s«^  -|~  ^y^)  =  2Zy 

Man  findet,  da  hier  2ar=  V  — — z^  ist,    zur    Bestimmung 
von   o  die  Gleichung: 

(a) 

T    y        2^     dx^^    ^     y'dy^  y    dz^y^^      y^  dzy 

Man   genügt    derselben   durch  « =  — ^.     Daraus    folgt    2y=— ; 
und  die  Gleichung  (b)  ist: 


aydy  .  a/"        a*v*  , 


Vertauscht  man   darin  Vf>i  gegen  o,  se  findet  sich  das  ToIhtäA-' 
dige  Differential: 
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Durch  die  Integration  entsteht: 

V  2*  —  a*y*  =£=  aa:  +  q>{ct). 

Das  allgemeine  Integral  ist  demnach  ausgedrCckt  durch  die  bei- 
den Gleichungen: 

Vi«— «V—  «^  +  9^(«)     ""«^      <^*  +  Vz^—ü^if^.  (x  +  ^'(a))  =  0. 

Es  ist  unmöglich,  eine  endliche  Gleichung  zwischen  den  Verän* 
derlichen  z,  y  und  x  anzugeben  mit  irgend  willkOhrlichen  Funktio- 
nen bestimmter  veränderlicher  Grössen,  so  dass  dieselbe  das  all- 
gemeine Integral  der  partiellen  Differentialgleichung^  2=^ '(/;(%  2^^) 
darstellt.  Denn  das  allgemeine  Integral  hat  hier  zwar  die  Form 
ß=z<p(a)9  wo  ß  eine  bestimmte  Funktion  der  Veränderlichen  zyx 
lind  von  a  ist;  allein  die  Grösse  a  ist  nichteine  bestimmte  Funk- 
tion der  Veränderlichen  z,  y  und  a:,  sondern  von  der  willkfihrli- 
cben  Funktion  <p  selbst  abhängig,  da  dieselbe  aus  der  Gleichung 

dß 

--=-  =  g>'(a)  zu  berechnen   ist.     Die    Methode ,  woriiach    man  die 

partielle  Differentialgleichung  Zx  =  'ip(zy2yx)  integrirt,  ist  übrigens 
allgemein  gältig,  und  muss  desshalb  anch  auf  die  Gleichung 
Xzx-i-  yzy=  Z  anwendbar  sein.  Es  ist  nicht  schwer,  dasjenige, 
was  man  von  dem  allgemeinen  Integral  dieser  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung weiss,  mit  den  so  eben  gemachten  Bemerkungen 
in  Einklang  zu  bringen.  Da  es  nämlich  feststeht,  dass  das  allge- 
meine Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  Xzx  +  Yzy  ;=  Z 
in  der  Form  ß  =  (p(ci)  auftritt,  worin  a  und  ß  bestimmte  Funktio- 
nen der  drei  Veränderlichen  z,  y  und  a:  sind,  so  müssen  sich, 
wenn  es  auf  die  Bestimmung  der  Werthe  Zx  und  Zy  ankommt,  die 
beiden  Differentialgleichungen 


dß     ,dß  /da         da\ 

dz'y-^dy=='^^''\irz'y+d^)' 

iz'^+d^^'p^^^rz'^+d^) 


dß 
dz 

ergeben.  Lässt  man  die  willkührliche  Funktion  cp  in  eine  will- 
kührlicbe  Beständige  c  übergehen,  so  hat  man  offenbar  zwei 
Werthe  Zy  und  Zx  von  derjenigen  Allgemeinheit,  wie  sie  nach  der 
oben  gegebenen  Vorschrift  in  die  vollständige  Differentialglei» 
chung 

(b)  dz  =■  Zydy  -f  Zxdx 

eingesetzt  werden  müssen,  um  daraus  das  allgemeine  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  Xzx  +  Yzy  =  Z  ableiten  zu  können. 
Die  vorliegenden  Werthe  Zy  und  Zg  wandeln  die  Gleichung  (b) 
uro  in: 
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dß  _,     .  dß  ,        dß  ,  /da.       fla  ^     .  da  ^  \ 

und  durch  die  Integration  entsteht  /?  =  ac  -f-  (p(c).  Das  allgemeine 
Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  Xzx+YzyZ=zZ  lässt 
sich  demnach  durch  die  beiden  Gleichungen: 

ß  =  ayi-fp{y),     und     a  +  (p'(y)=zO 

ausdrücken.  Die  Elimination  von  y  zeigt  sich  hier  unabhängig 
von  der  besonderen  Beschaffenheit  der  willkührlichen  Funktion  <p. 
Denn  aus  der  Gleichung  a  +  <p'{y)  =  0  folgt  offenbar  y  =  /(a). 
Wenn  man  dies  in  die  andere  Gleichung  ß  =i  ay  +  <p(y)  einsetzt, 
so  gelangt  man  in  der  That  zu  jener  einfachen  Integralform 
jS=g>(a),  worin  a  und  ß  bestimmte  Funktionen  der  Veränderli- 
chen 2y  y  und  a:  bezeichnen. 

Bei  der  Bestimmung  des  Differentialquotienten  Zy  als  Funktion 
der  drei  Veränderlichen  z,  y  und  x  ist  man  in  dem  Bisherigen 
von  der  Voraussetzung  ausgegangen,  dass  der  Differentialquotient  Zs 
aus  der  vorliegenden  partiellen  Differentialgleichung  t\>(zyZxzyx)=^Q 
sich  entwickeln  lasse.  Wenn  nun  aber  dies  nicht  möglich,  oder 
doch  nur  in  einer  unbequemen  Form  zu  bewerkstelligen  ist,  so 
suche  man  eine  Gleichung  t;=0  auf  als  Funktion  der  Veränder- 
lichen und  der  beiden  Differentialquotienten  Zx  und  Zyy  so  dass 
die  beiden  Gleichungen  if;=0  und  t  =  0  vorliegen,  wenn  es  auf 
die  Bestimmung  der  beiden  Differentialquotienten  ankommt.  Was 
nun  die  Funktion  r  betrifft,  so  ergiebt  sich  diese  wieder  aus  ei- 
ner partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  und  des 
ersten  Grades.  Denn  die  Differentiation  von  r  =  0  liefert  die 
beiden  Gleichungen: 

* 

i^/^^^  I  -^  (dzx\      f  dz\  _  ^ 
dzy\  dy)  ^dzs\dy)^\dy)-^' 

—  f^Ih\  j-  —  (^\  _L  f^'^\  —  n 
dzy  \dx)  '^  dzx  \dx)  ^  \dx)  •"  " ' 

indem    man    abkürzend    ^%,+g=(g),     J^s  +  ^  =  (g 

u.  s.  w.  setzt.  Ebenso  giebt  die  partielle  Differentialgleichung 
if;  =  0  die  beiden: 

dzy\dyj  +  dzxKdyJ  ^\dyj-^' 

dzy\dxj  ^  dz\dxj  +  \dx)  ""  "• 

•rheil  XXXIII.  17 
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Wenn  man  daraus  zunächst  die  Differentialqaetienten  (3^)  nnd 
f -jpj  eliminirt,  so  behält  man  die  Gleichungen: 

(d^  dr^^dfp  dt\/'dzx\      dip/dt \  ^ /d^\  dt  _  ^ 
dXy  dzx"^  dzs  dzy/\  dy)  "*"  dzy\dyj      \dyjdzy  ""    ' 

(*!?  f!?l      ^  rfT\/rf2y\      dHf/dx\  _  /cgi(;\  cgr ^ 
dzidzjf'^' dzy  dzx)\dx)      dz\dx)      \dx)dzx 

MH   RQcksicht    auf  die    Beziehung   (^)  =  (^)    a"^?"^  <^'»*'* 
man  durch  die  Addition: 

di[;  /dx\d'^  fdx \      /di\f\  dt      /dip\  dt ^ 

dzjc  \dxj     dZfi  \dyj      \dxjdzx ""  \dy/d%y         ' 

oder  auch,  indem  man  die  Werthe  (^)(j~)«"'  wiedereinsetzt, 
die  Gleichung: 


d^  dt      d^  dt^      /dif>      ,  rf^    \^ 
^""^  dixdx^dzydy  +te^'  +  5^V€iz 

(d^  rf^\  dt        /di\}  di^\  dt 

^"^'^d^JdTs'^  \d^^^dyjd^ 


=  0. 


Daraus  ergiebt  sich  jene  Gleichung  r  =  0,  welche  in  Verbindung 
mit  der  Gleichung  if;  ==  0  zur  Darstellung  der  beiden  Differential- 
quotienten zx  und  Zy  zu  verwenden  ist.  Man  sieht  auf  der  Stelle, 
dass  man  durch  r  =  i/;  genügt.  Wenn  man  die  Losung  tf;  =  0 
benutzt,  um  den  Differentialquotienten  Zx  zu  eliroiniren,  so  kommt 
man  wieder  auf  die  Gleichung  (a),  der  man  sich  oben  zur  Be- 
stimmung von  Zy  bedient  hat.  Man  braucht  aber  nicht  grade  diese 
Elimination  vorzunehmen,  um  zu  einer  zweiten  Funktion  t  zu  ge- 
langen, welche  der  Gleichung  (c)  genügt  Es  kann  vorkommen, 
dass  diese  Elimination  unausführbar  ist,  oder,  dass  wenigstens 
•ine  zweite  Funktion  t  =  a  vortheilhafter  auf  andere  Weise  aus 
der  Gleichung  (c)  abgeleitet  wird.  Nachdem  man  die  W^erthe 
Zx  und  Zy  aus  den  Gleichungen  tf;  =  0  und  a  =  a^  berechnet  hat, 
erhält  man  durch  die  Integration  der  vollständigen  Differential- 
gleichung: 

(b)  dz  =  Zydy  +  Zxdx 

eine  Gleichung  fizyxKi)'=:ip{(Ui).    Das  allgemeine  Integral  der  par- 
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tieUeu  Differentiaigieichung  t{>^yZj;2;^;r)  =  0  aber  ist  wieder  da« 
Elesuitat  der  EHimliiaition  von  a  zvpischeD  den  beiden  Glelchm^en: 

Aiy^«)  =  9(a)»    und    da"^^'^^^' 
4.    Es  sei  (a?*+y*)(:rxa+2y2)  =  1. 

In  der  Voraussetzung,  dass   die  Funktion   a  von  z  unabhftn- 
.gig  sei,  hat  man  zur  Bestimmung  von  a  die  Gleichung: 

(c) 

I 

Man  genügt  aber  durch  a=i  xzy—yzx-    Daraus  folgt  ix= — • 

Wenn  man  dies  in  die  partielle  Differentialgleichung  eiosetet,  «p 
hat  man  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  Zy,    Man  findet: 

Vertauscht  man  cl  mit  sincf,  so  hat  man  die  vollständige   Diffe- 
rentialgleichung: 

,, ,  ,  ydy  +  xdx  .    ,       apdy — ydx 

(b)  dz  =  cos  ft .  ■       o  ■ — ä — r  sm  cc .  —  «  .    ,,— . 

Daraus  findet  man  a\s  allgemeines  Integral  der  partiellen   Diffe- 
r«ntialgieichui^g  die  beiden  Gleichungen: 

2  =  cos  ct.l'STy^i'X^  +  sin  «.  arc  tg*^  +  q>(a) , 

sin  a .  /  V"y^ + .r*  =  cos  a ,  are  tg  ^  +  9>'(cr)  • 

Man  weiss,  dass  die  IiVtegration  einer  partiellen  Differential- ' 
gleichung  des  ersten  Grades  wesentliche  Erleichterungen  erfährt 
liurch  die  geeigneten  Transformationen  oder  durch  die  Eiiifähmiig 
von  neuen  Veränderlichen,  welche  als  Funktionen  d«r  vorkom- 
menden Veränderlichen  gedacht  werden.  Dies  gilt  also  auch  fiir 
die  Gleichung  (c).  Was  die  Wahl  der  neuen  Veränderlichen 
betrifft,  so  geben  darüber  die  früheren  Untersuchungen  be* 
stimmte  Vorschriften.  Ich  will  noch  ein  anderes  Hilfsmittel  der 
Transformation  angeben,  vras  gerade  hier  einen  besonderen  Vor- 
theil  bietet,    wo  es  schliesslich   jedesmal  darauf  ankommt,   die 
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beiden  Differentialquotienten  ix  und  %y  als  Funktionen  der  Verän- 
derlichen z,  y  und  X  darzustellen.  Man  setze  nämlich  eine  ge- 
wisse Funktion  der  in  der  partiellen  Differentialgleichung  t/;=:0 
vorkommenden  Grössen  einer  neuen  Veränderlichen  s  gleich ;  man 
bilde  also  die  Gleichung  f{zyZxzyx)^=s,  in  der  Weise,  dass  die 
beiden  Differentialquotienten  Zy  und  zx  ohne  Anstand  aus  den 
Gleichungen  i(;==0  und  f{zyZxzyx)  =  s  als  Punktionen  von  zy  x 
und  von  s  entwickelt  werden.  Es  trifft  sich  dann  gewöhnlich, 
dass  jene  Annahme  /=«  auch  der  Integration  der  Gleichung  (c) 
'  forderlich  ist.  Um  diese  Gleichung  darnach  umzubilden,  setze 
man  die  beiden  Werthe  Zy^'tjJiiszyx)  und  2x  = '«/^2(*^^^)  *"  ^'® 
Gleichung: 

dzy         dzy dzx         dzx 

dz   '^dx  ~'  dz  ^^  dy 

ein,  und  es  entseht  zur  Bestimmung  von  s  die  Gleichung: 

dijji  ds^      dijt^  ds      fd'^x  ^^'^^      \  ^ 

ds    dx"^  lii  dy^  \ds  ^^  ""  ds  ^^ )  dz 

Nachdem  man  ein  besonderes  Integral  a  =  a^  aufgefunden  hat, 
erhält  man  das  allgemeine  Integral  aus  der  vollständigen  Diffe- 
rentialgleichung : 

di=z^i{szy  x)dy  +  ijj^is  z  y  x)dx , 

worin  der  aus  der  Glichung  a=^ai  gezogene  Werth  s  einzusetzen  ist. 

5.     Es  sei  u\xn  y^zx*^ — ^^y^xZy'\-{\^y^)zy^  =^  y'^. 

Man  nehme  hier  ;  =  -^*    Dadurch  entstehen  die  beiden  Werthe: 

Zx 

V  -  ys 

Zx.  =  ,  j .  r     und     Zv  =     ,  ■•« 

Vy^-^^xys  +  (1  —y^)s^  ^      \fy^-  2a:y*  +  (1  — 2^^)«* 

In  der  Voraussetzung,   dass   die   Veränderliche  z  in  a  nicht  vor- 
komme, schreibt  man  zur  Bestimmung  von  s  die  Gleichung: 

(c)      y^iy-^s)^  -i^y-  (i-y'W(y  ^  +  *  |)  =  0. 

Man  genügt  derselben  durch  a  =  ~,   oder  »=:^*    Man  gelangt  so 
zu  den  beiden  Werthen: 
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Zx  =    n  ,    und    z»  =  — F-         — i 

qnd  dann  zu  dem  vollständigen  Differential: 

Va«— 2a;r+l— ^2 

Durch  die  Integration  entsteht  2  +  V"a* — ^ax  +  \ — ^•  =  9>(«);  oöd 
das  allgemeine  Integral  ist  ausgedrückt  durch  die  beiden  Glei« 
chungen : 

2  +  V^«^ — 2aa?  + 1  — y^  =  9>(a) , 
und 


a^x  =  9>'(a).  Va^— 2aar  + 1  — y*. 
6.    Es  sei  zzx  =  (yz*  +  0:3;^)  (zy  +  Vzy'^  —  is*). 

Mao  nehme  hier  5  =  — -(-V  T-j  —1.     Daraus    folgt    dann 

—  =  —5 —  ,  und  dies  führt  auf  die  beiden  Werthe ; 
zx  2* 


y  2z 


(s+'^z 


Man  findet  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  von  z  unabhängig 
sei,  zur  Bestimmung  dieser  Funktion  die  Gleichung: 

(c)    ('  — ;'(^d^-'rfi)'+%+«^)(-, 5^-^; =0- 

Man  genügt  derselben  durch  ci=:y  +  8X  oder  s  = ^ ;  und  man 

gelangt  dadurch  zu  den  beiden  Werthen: 

Die  vollständige  Differentialgleichung: 

dz        dy  *'^ydy  2xdx ^ 

führt  auf  die  endliche  Gleichung:  a* — y^  +  ^*  =  9(a)'^{«  — y); 
und  das  allgemeine  Integral  ist  ausgedrückt  durch  die  beiden 
Gleichungen: 
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Wenn  die  Entwickhing^  einer  der  beiden  DIfferentralqnotienten 
aus  der  Gleichung  i|;(z2^  zj;  2  y  o:)  =:  0  nicht  gut  ausgeführt  werden 
kann,  und  wenn  sich  dann  eine  einfachere  Funktion  f  findet, 
welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  man  den  einen  Differential- 
qnotienten  ohne  Austaiid  aus  der  Gleichung  f{zii  z%%yx)^s^f  ent- 
frkkelt,  so  kann  es  vorkonunen,  dass  dadurch  die  partielle  Dif- 
ferentialgleichung die  Form  tf;|(«  zy  j;)  =0  annimmt.  In  diesem 
Falle  wird  man  mit  Vortheil  den  folgenden  Weg  einschlagen. 
Man  entwickle  den  Werth  zz=zi\f{s  y  x)  aus  der  Gleichung  «i^izrO» 
und  bide  daraus  durch  Differentiiren  die  Werthe: 

Man  setze  nun  die  Werthe  z,  Zy  und  Zx  in  die  Gleichung  f=s 
ehu  Dadnrclr  gelangt  man  zu  einer  partiellen  Differentialgleichung 
fi(sySxiyiX!)  =  Q,  welche  nach  den  früheren  Regeln  sieb  inte- 
griren  lässt.  Da  nämlich  der  Werth  Zx  der  Voraussetzung  nach 
ohne  Anstand  aus  der  Gleichung  /'=5  entwickelt  wird,  so  kann 
dasselbe  auch  für  den  Differentialquotienten  Sx  geschehen^  indem 
man  sich  der  Gleichung i  fi(sySx  sy  x)=:Q  bedient  Nachdem  man 
das  allgemeine  Integral  der  letzten  Gleichung  aufgefunden  hat, 
bleibt  nur  noch  übrig,  die  Grösse  s  mittels  t/;|(«  zy  a:)  =  0  zu  eli- 
miniren. 

7.    Eis  sei  2zz=z(s  +  ^ax.+tlf{s),  nachdem  man  abkürzend 


i  = 


Zy^a 
gesetzt  bat. 

Man  bilde  aus  der  vorliegenden  Differenttalgteichung  die  bei- 
den Werthe: 

2zx  =  (0  -  l)c/.r  +  ^'(s))  ^  +  a(s  f  \). 

um  dieselben  in  die  Gleichung  *(zy  +  a)  =  Z;r  —  V^ix*  +  «y* — «• 
ein  zufahren ,  schaffe  man  hier  vorerst  die  Wurzelgrosse  weg. 
Man  erhält: 
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'Hh  +  «)•— 2««*(«sf + a)  =  zy*— a*, 
od«r  auch,  nachdem  man  mit  $(ty  +  a)  getheilt  bat>  die  Gleichung t 

Wenn  mau   nun  aber  die  Werthe  zy  und  Zx  einsetzt,  so    erhält 
man  die  neue  Gleichung: 

2  — —  r*— -)~  =0. 

dx     ^       Vdy 

Das  allgemeine  Integral  zeigt  sich  in  der  Fom: 

Das  allgemeine  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
aber  ist  dargestellt  durch  die  beiden  Gleichungen: 

und 

%  +  (*  -  -^ox  =  q)($). 

Oftmals  ist  es  Tortheilhafter,  sogleich  in  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung flf(zy2xzyx)=:iO  an  die  Stelle  Ton  z,  y  und  :r  an- 
dere Veränderliche  einzusetzen,  indem  man  diese  als  Funktionen 
Ton  Zy  y  und  x  so  zu  bestimmep  sucht,  dass  die  transfonnirte 
Gleichung  den  bis  dahin  gestellten  Anforderungen  entspricht. 

8.    Es  sei  z,— zy=s  V4a«+(zx  +  Zy)a.V(ar— y). 

Man  setze  hier  an  die  Stelle  von  y  und  x  die  neuen  Verän- 
derlichen v=^x+y  und  u  =  x — y.    Dadurch  entsteht: 

Zif^=Z9  —  Xu,      und     Zr:=:Zi>  +  Z». 

Man  ediält  die  neue  Gleichung: 

z«  =  Va«  +  z„«.tf;'(tt). 
Zur  Bestimmung  von  Zv  hat  man  hier  die  Gleichung: 

Va*+1?  dx         dx  ^    ^dx      ^ 
^  '  i\>  {u)       du        dv         dz 

Man  genfigt  durch  tt^=zzvj  und  hat  desshalb  die  vollständige  Dif- 
ferentialgleichung : 
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dz  =  ttdv  +  W  a^^u^ .  H>'(H)du.  ^ 

Das  allgemeine  Integral  ist  ausgedrückt  durch  die  beiden  Glei- 
chungen: 

z  =  ai?  +  Va*  +  cf^.  t/;(?f)  +  cp{u) , 

9.    Es  sei  zx — 2y  =  {zx  +  Z\jf^{xzx — y^y). 

Man  setze  wieder  anstatt  y  und  x  die  neuen  Veränderlichen 
t  =  a:  +  ^  und  u=zx  —  y.     Daraus  folgt: 

Zu  =  22v*(l*Zu  +  MZi;). 

Daraus  entwickle  man  den  Werth 

Zur  Bestimmung  von  zv  erhSlt  man  die  Gleichung: 

(a) 

(l-2t,..«)-^-2i.z.«(3  -2.z.^)  J;-4...3^J+  4.z.»^^  =  0. 

Man    genügt    derselben    durch    (i=.z oder    2»  = ,    und 

Zv  I  ^-  et 

man  findet  so  die  vollständige  Differentialgleichung: 

Das  vollständige   Integral: 

((z— «)2-2i?)(2(z— a)6/2  — 2cft))  — 4M«/tt  =  0 

führt  auf  die  endliche  Gleichung:  {{z  —  a)'^ — 2i?)^  —  4w^  =  ^(«) ; 
Und  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  ist 
dargestellt  durch  die  beiden  Gleichungen : 

((2  —  «)2  —  2t04(2  —  a)  =  g?'(a). 
JO.     Ks  sei 

1  =  Kj  ylxs\  cos»  Y   1  \^l  +  ?*.  ^\  \. i„« -,  z,*. 
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Man  bringe  hier  an  die  Stelle  von  z,  y  und  x  drei  neue  Ver- 
änderliche, indem  man  setzt: 

z  =  rcoS'9',    y  inrsin'd'cosfi,    a:  =  rsin-^sinc. 

lim  die  neuen  Veränderlichen   in  die  Differentialgleichung  einzu- 
fahren, schreibe  man  dieselbe  vor  Allem  in  der  Form: 

dx        dt         dx 


=  cos  n  ^^W^"^ '  V  (©%  (|)'+  (0- 

Da  nun  r  als  Funktion  von  r,  e  und  d-  auftritt,  so  hat  man: 

dx       dx  dr      dx  dt       dx  dd- 
'dz^dirdz'^dedz'^dd^'dz' 

dx       dx  dr      dx  ds       dx  d& 
dy       dr  dy'^  de  dy  '  3^  dy  ' 

dx  dx  dr      dx  de       dx  dd- 

da:        dr  dx      de  dx      dd'  dx' 

Um  hier  die  neuen  Veränderlichen  einzuffihren,  schreibe  man: 

r  =  V  2*+^*+a?*,    tg£  =  — ,    cos^=-- 

Daraus  entsteht  durch  Differentiation: 

dr        1  *       n  .       rf»        2«      1 

-di  =  r'  ^  =  ®'  «'"^Ä"  =  r"ä-r' 

dr       y  1       de  x  •   a^       ^V 

e;^       r       cos's  dy  y*  dy        r^ 

dr  x^        1      fff  _  J, .  .    o,^ tx 

d[x  ""  r '     cos  H  dx      y  *  «fo        r** 

Man  transformire  zunächst  die  linke  Seite  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung, und  bilde  desshalb  die  folgenden  Ausdrücke: 


rfr   .      dr   ^      dr 

=  r. 

de   .      de          de 

=  0, 

rfd  .     rf»  .     d» 
'  dz -^ y  dy-^ " dx 

-0. 
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■ 

Um  auch  die  rechte  Seite  zu  transformiren,  bilde  mäo  weiter: 
/dry .  /*  V  .  /*Y     1  dr  dB  ^  dr  ds      dr  ds      ^ 

\dz)  '^\dyj  +VflGp/  "  r«sin«^*    dz  dz'^^  dy^  dx  dx^^' 

(^ V    f^^^^    Z^?^ V—  1  rff^      ds_d^      *???.—  n 


Man  gelangt  eo  za  der  transformirien  Gleichung: 


dt  4/    «/«'A*     /«^V        i       7*pV 

r^^  =  cos«\  r«(^^;  +^^-;  +-^.(ä^;  • 

Nimmt  man  hier  r  als  die  abbSogige,  t  und  ^  als  die  unabhängi- 
gen VerSnderlichen  ao,  so  hat  man: 


r.« 


r»tg«n=r*«  +  ^j^. 

Um  nun  den  Differentialquotienten  r«  als  Funktion  der  Veränder- 
lichen r»  e  und  ^  darzustellen,  bilde  man^  indem  man  abkür- 
zend tg«n  =  a«  setzt,  den  Werth  r^—y  ah^  —  -^ä^.  Die  Glei- 
chung  zur  Bestimmung  von  Ve  zeigt  sich  dann  in  der  Form: 

(a) 

V"  V ^-  -+  -^^  ^  +  o«r«-+a«iT.— -0 
"^     sin  «»  rfd  +  sin3#  rfe  +  "^  rfr + "^*  rfr,  ~  "' 

■ 

Man  genfigt  derselben  durch  uz=: —  Daraus  folgt  aber  r«  =  «r;' 
und  man  hat  die  vollständige  Differentialgleichung: 


7  =  «^^  +  V«'-slS 


(b)  ^  =  «e/s  +  V  «^--.-T^e/^. 


sin^ 

Nimmt  man  nun,  um  den  irrationalen  Ausdruck  zu  integriren,  vor- 
erst sin^  =  tf9  so  hat  man: 


«'-slH^''*=V-T^ri^-S- 

a^^—^u'^  a'  +  t>* 

Nimmt    man    weiter    -^s 1-  =  r*,  so  hat  man  ?**  =  --^-~ — = . 

Desshalb  ist: 


V 
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Die  Integration  der  vollständigen  Differentialgleichung  giebt  dess- 
halb: 

Ir  =  ctB  +  a.  arctg-— a.arctg  -  +  q>(a). 

Wenn  man  dies  nach  a  differentiirt,  so  entsteht,  weil  auch  v  eine 

a^  +  tj* 
Funktion  von  «,  und  zwar    ^  ,    o  =  sin*^  ist,  die  Gleichung: 

0=fi  — arctg-  +  g)V). 

Man  setze  diesen  Werth  b  in  die  erstere  Gleichung  ein^  und  bringe. 
zugleich   an  die  Stelle  von  v  die  Veränderliche  <^,    indem  man 

f)  = r schreibt,   und   das  alleemeine    Integral  der 

COS-d"  °  ° 

pQrtiellen  Differentialgleichung  ist  ausgedrückt  durch  die  beiden 
Gleicbimgeo: 


und 


^    a.orctf-i — -^^ .+  5P(a)  — a9'(o) 


,    Va«sin«^-a2 

€  =  arc  tg ^^ 9  (a). 

°         acosO  ^  V  / 


Denkt  man  sich  hier  €>  und  a  als  die  unabhängigen  VeränderR- 
eben,  so  ergeben  sich  die  gleichzeitigen  Werthe  r  und  e.  Wenn 
aber  die  zusammengehörigen  Werthe  r,  s  und  €•  bekannt  sind,  so 
findet  man  die  zusammengehörigen  Werthe  der  ursprünglichen 
Veränderlichen  aus  den  Gleichungen: 

z=:rcos^,    ,iy==rsin^cos<>  ar£=:rsin^sin6. 

Nachdem  man  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung if;(zy  Zx  zy  a:)=0  aufgefunden  hat ,  kommt  es  darauf 
an,  alle  möglichen  Funktionen  anzugeben,  wodurch  man  dersel- 
ben genQgt,  wenn  man  die  abhängige  Veränderliche  daraus  eli- 
minirt.  Vor  Allem  vergegenwärtige  man  sich  diejenigen  Rech- 
nungsoperationen,  wodurch  man  die  partielle  Differentialgleichung 
aus  dem  allgemeinen  Integral  wieder  ableitet.  Das  allgemeine 
Integral  ist  hier  ß=:tp(a),  wo  ß  eine  bestimmte  Funktion  der  drei 
Veränderlichen  z,  ^und  x  und  einer  Veränderlichen  a  ist,  weiche 
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dß  '  * 

aus  der  Gleichung    t-  =  g>*(cc)  berechnet  werden  muss.    Man  bilde 

daraus  die  beiden  Gleichungen: 

dß       .dß       /dß         .,  .\fd^        ,da\       ^ 

dß 
welche  aber,  da  ^ 9'(a)  =  0  ist,  übergehen  in  die  einfacheren: 

^'  dz^y^dy^^' 

und 

Durch  die  Elimination  von  a  erhält  man  daraus  die  partielle  Dif- 
ferentialgleichung. Die  Grosse  a  in  dem  allgemeinen  Integral 
ß  :=.  tp{u)  kann  aber  auch  als  Beständige  gedacht  werden,  so  dass 
also  9)(a)  einer  zweiten  willkührlichen  Beständigen  gleichkommt; 
und  es  versteht  sich,  dass   dann  die  vorhin  zur  Berechnung  des 

veränderlichen  a  benutzte  Gleichung  -j-  =  g>'(a)  wegfiillt,  da  we- 
gen da=zO  doch  wieder  die  beiden  Gleichungen  1.  und  2.  ent- 
stehen, woraus  die  partielle  Differentialgleichung  durch  die  Eli- 
mination von  a  gewonnen  wird. 

Aus  dieser  Entstehungsweise  der  partiellen  Differentialglei- 
chung schliesst  man  zunächst,  dass  man  nicht  zu  allen  besonderen 
Integralen  gelangt,  wenn  man  sich  auf  diejenigen  Funktionen  be- 
schränkt,   welche    aus     den   beiden    Gleichungen    j3  =  ^(a)    und 

■j'=zg>'(a)  durch    die   Elimination  von  a  sich  ergeben,  nachdem 

man  die  willkührliche  Funktion  g>  irgend  wie  bestimmt  hat.  Man 
hat  dabei  auch  alle  diejenigen  Funktionen  zu  beachten,  welche 
aus  der  einzigen  Gleichung  ß  =  g)(a)  hervorgehen,  unter  der  An- 
nahme eines  beständigen  a.  Wenn  es  also  darauf  ankommt  das 
Willkührliche  in  dem  allgemeinen  Integral  so  einzurichten,  dass 
dasselbe  eine  vorliegende  Funktion  liefere,  so  hat  man  zweierlei 
zu  untersuchen.  Das  einenial  fragt  es  sich,  ob  die  beiden  Grössen 
a  und  (p(ct)  als  Beständige  sich  so  angeben  lassen,  dass  die  vor> 
liegende   Funktion   der  Gleichung   ß  =  g)(ct)    genüge.     Wenn  dies 
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aber  unmüglich  ist,  so  hat  man  es  mit  der  Bestimmung  der  wjll- 
kiilirlichen  Funktion  cp  zu  thun,  in  der  Art,  dass  man  durch  die 
Elimination   von    a   aus    den  [beiden  Gleichungen    ß^:zq>{ci)    und 

T-  =  g)'(a)  die  vorliegende  Funktion   ableite. 

Wenn  das  allgemeine  Integral  z.  B.  durch  die  beiden  Glei- 
chungen : 

a^z^  +  "lax  =  ^  +  29(a) ,    und     ai^^x=  (p\a) 

ausgedrückt  ist,  und  dann  die  Frage  entsteht,  wie  man  demsel- 
ben durch  2*  =  y*  genüge,  was  auch  die  entsprechende  partielle 
Differentialgleichung  y(2x^-{-Zy^)  =  zzy  befriedigt,  so  findet  man, 
dass  dies  für  a  =  0  und  2q){a)  =  —  1  geschieht.     Man  genügt  der 

partiellen  Differentialgleichung  auch  durch  die  Funktion  2^=    ^t   a*. 

Wenn  diese  aus  dem  allgemeinen  Integral  abgeleitet  werden  soll, 
80  zeigt  sich,  dass  dies  unter  der  Annahme  eines  beständigen  a 
nicht  mehr  geschehen  kann.     Man  setze  desshalb  den  vorliegen- 

den    Werth    2^  ~  __^^_    jjj  j^^^    beiden  Gleichungen  ein,   wo- 

durch  dieselben  übergehen  in: 

und 

Man  eliminire  daraus  die  Veränderliche  y,  und  ordne  zugleich 
nach  Potenzen  von  x.    Man  erhält:^ 

(acp'  -  29)  (a — (p')  +  («« — 2(p)x  =  0 , 

wa«  zu  einer  identischen  Gleichung  wird,  wenn  man  2g)  =  1^ 
setzt.      Unter    dieser    Bedingung    also     genügt    die    Gleichung 

**  ~    24.  2  ^"*^h  dem  allgemeinen  Integral. 

Das  allgemeine  Integtal  der  partiellen  Differentialgleichung 
ilf(2y  Zx  z y  x)  =0  kann  auch  in  der  Form  a=:npi(ß)  angeschrieben 
werden.  In  der  obigen  Form  ß  =  g)(a)  bezeichnet  ß  eine  bei- 
stimmte Funktion  der  Veränderlichen  zyx  und  vou  a.  Man  ent- 
wickle aus  der  Gleichung  ß^f{%yxtt)  den  Werth  «  =  /i(«ya:j8), 
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lind  setee  diesen  in  die  andere  Form  a=g?,(j3)  ein,  so  dass  alMi 
hier  a  als  bestimmte  Fiioktion  der  Veränderlichen  lyx  und  van 
ß  auftritt;  und  man  hat  dann,  um  ß  zu  eliminiren,  diu  Gleichung 

^  =  <p,'(|3).     Durch  die  Üifferentiation  von  «  =  q5,((J)  erhalt  man 

die  beiden  Gleichungen ; 


und  die  Elimination  von  ß  Führt  nieder  auf  die  iiartielle  Differen- 
tialgleichung ii)(,zgZxiyx)  =  Q  zurück.  Irgend  ein  bfsonderes  In- 
tegral der  partiellen  Differentialgleichung  wird  nun  eben  so  wohl 
aus  der  Integralform  flzjf  x  a)  =  qi(tc),  als  auch  aus  der  Integral- 
form fi{xy3:ß)  =  <ji,(ß)  sich  allleiten  lassen.  Doch  giebt  es  hier, 
bei  einen  Ausnalimerall,  welcher  eine  besondere  Betrachtung 
verlangt.  Wenn  nämlich  in  der  letzteren  Form /Kiy  a:  |9)  =  9.1(18) 
die  Grüsse  ß  als  Veränderliche  gedacht  vrird,  so  kann  dennoch 
die  willkührliche  Funktion  qii(ß)  eine  Beständige  sein,  indem  die- 
selbe von  ß  unabhängig  gedacht  »ird.  üebertrügt  man  diesen 
Fall  auf  die  erstere  Form  f{zyxa)^  <p{a) ,  welche  aus  der  ande- 
ren dadurch  hergeleitet  wird,  dass  man  dort  c  an  die  Stelle  van 
^ilß)  und  ^(a)  an  die  Stelle  von  ß  bringt,  und  dann  nach  (p(a) 
entwickelt,  so  sieht  man  ein,  dnss  hier,  damit  die  vorige  Bedeu- 
tung der  Integralform  nicht  verloren  gehe,  die  Grosse  a  als  Be- 
slSndige  zu  nehmen  ist,  wählend  doch  q)(cc)  veränderlich  sein  soll, 
was  uumüglich  ist.  Wenn  also  tpi(ß)  eine  Beständige  ist,  während 
ß  selbst  veränderlich  gedacht  wird,  so  liefert  die  Integral farm 
fi{i  y  X  ß)  ^=  q>,{ß}  gewisse  Funktionen,  welche  der  erster en  Form 
/'(i  y  xa)  =  tp{a)  nicht  mehr  genSgeu.  IVIan  müsste  demnach, 
wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  dieser  Funktionen  handelt, 
auch  die  Form  fii'i  y  x  ß)  ^  tpi(ß)  gebrauchen,  um  darin  die  will- 
kfihrlicbe  Funktion  qu,  einer  willkührlichen  Beständigen  gleichzu- 
setzen. Altein  es  wird  sieb  in  der  Folge  noch  xeigen,  dass  die 
letztere  Integralform  bei  der  Darstellung  der  erwiihnten  besonde- 
ren Integrale  entbehrlich  ist,  da  sich  ein  anderes  Mittel  lindet, 
dieselben  auch  aus  der  ersteren  Form  f(t  yxti)=^  rpla)  abzuleiten. 

Was  nun  die  besonderen  Auflüsungen  der  partiellen  Diffe* 
rentialgleichung  ii'(,ZyZiiy  x)  =  (\  betrifft,  oder  diejenigen  Funktio- 
nen, welche  zwar  der  partiellen  Differ entialgleiehung ,  nicht  aber 
dem  allgemeinen  Integral  Genüge  Idsten,  so  kommt  es,  wenn  die- 
selben aus  der  Integralforni  f{i  y  x  o)  =:  g>(a)  bestimmt  werden 
sollen,  auf  diejenigen  Glieder  von  f{ty  x  ti)  an,  welche  mit  einem 
EwischeD  0  und  I   liegenden  Exponenten    verbundea  sind.     Alle 


J 
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Funktiooen»  welche  unter  eineoä^olchen  Exponenten  stehen^  \fer» 
den  den  beiden  Gleichnngeftr" 

«nd 

genfigen,  mag  nan  a  in  der  Funktion  ß  als  Beständige  oder  als 
Veränderliche  gedacht  werden;  und  man  weiss,  dass  diese  Funk- 
tionen die  bezeichnete  Eigenschaft  auch  für  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung beibehalten  y  welche  durch  die  Elimination  von  « 
aus  den  beiden  Gleichungen  1.  und  2.  abgeleitet  wird.  Nun  ist 
man  aber  veranlasst,  zwischen  den  so  bestimmten  Funktionen 
einen  Unterschied  zu  machen,  da  dieselben  zum  Theil  auch  wie- 
der als  besondere  Integrale  der  partiellen  Differentialgleichung 
angesehen  werden  müssen.  Um  dies  einzusehen,  muss  man  sich 
erinnern,  wie  man  zu  den  besonderen  Auflösungen  einer  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen  ge* 
langt,  wenn  das  allgemeine  Integral  als  beliebige  Funktion  der 
willkührlichen  Beständigen  vorliegt.  Wenn  das  allgemeine  Inte- 
gral in  der  Form  F(zy xß)^=zQ  geschrieben  wird,  wo  entweder 
z  und  y  oder  z  und  x  die  beiden  Veränderlichen  sind,  und  ß  die 
willkuhrliche  Beständige,  so  bildet  man,  in  der  Voraussetcung, 
dass  die  Veränderliche 'z  in  den  besonderen  Auflösungen  vorkomme^ 

JET     :w  fJV 

die  Gleichung  -j-  --t^  +  ^  =  0.    Es  kommt  dann  auf  diejenigen 

Funktionen    an>   welche    dieser    Gleichung    unter    der   Annahme 

ilz 

^  =  0  genügen.    Man  wird    aber  dieselbe  auf  zweierlei  Weise 

dF 

befiriedigen ;  das  einemal,  indem  man  -^=:(X>    setzt,  das  amlere« 

dF* 

mal,  indem  man  -tq  =  0  bestehen  lässt.  Nachdem  man  alle  Funk- 
tionen dargestellt  hat,  welche  dem  einen  oder  dem  anderen  Falle 
entsprechen,  eliminirt  man  daraus  die  willkuhrliche  Beständige 
ß  mit  Hilfe  der  Gleichung  F(xy  x  ß)^Of  und  man  gelangt  «i 
gewissen  Gleichungen,  unter  welchen  alle  besonderen  Auflösun- 
gen der  vorliegenden  Differentialgleichung  vcM'kommen.  Aus  der 
Integralform  f(iyxa)  =  <p(tt)  der  partiellen  Differeotialgleicbupg 
^{zyZxzyx)  =  0  entstehen,  mag  nun  a  beständig  oder  mag  es 
veränderlich  gedacht  werden,  durch  Differentiation: 


\ 

I 

V 
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""^  ^^Nin  o«g>i(/5)  eiD,  6o  dass  ai 

df        df    ^änderlichen  xyx  u»d  vo 
^*  ^^x  ^  dä:^  ""^iminiren,  die  Gleichan^ 

Dm  die  besonderen  Auflösungen  dieser  beiden  lÄ  ^rhäJt  man 
chungen  nach  dem  so  eben  angegebenen  Verfahren  aus  dei'- 
chung  f(z  y  xa)=z  g)(a)  abzuleiten,  muss  man  vor  Allem  beachten, 
dass  die  Grösse  ^(a)  hierbei  die  Stelle  der  willkührlichen  Bestän- 
digen vertritt.  Ausserdem  muss  auch  die  Grösse  a  als  Bestän» 
dSge' gedacht  werden,  selbst  wenn  dieselbe  in  der  besondereD 
Anflusung  nachträglich  veränderliche  Bedeutung  erhalten  sollte. 
Denn  nur  so  kann  die  Gleichung  f(zyxa)  =  g>(a)  als  das  allge- 
meine Integral  der  beiden  Differentialgleichungen  1.  und  2.  be- 
trachtet werden.     Da   dies   Integral  nach  der  willkührlichen  Be- 

ständigen  q){a)  entwickelt  ist,  in  der  Weise,  dass  man  -j-  =  —  1 

erhält,  so  versteht  es  sich,  dass  sich  diesmal  aus  der  Gleichung 

dF 

-i— =  0  keine  besonderen   Auflösungen  ergeben.    Dieselben  wer- 

dF 
den   dann    alle  aus    der   anderen    Gleichung  -«-  =  od  oder  auch 

^  =  00   hervorgehen. 

Man  hat  schon  oben  die  Gleichung  f(z  y  x  a)  =^  g)(a)  auch  in 
der  Form  fi(z y  x  ß)  =  cpiiß)  angeschrieben,  und  diese  aus  der 
vorigen  abgeleitet,  indem  man  dort  cp(a)  mit  ß  und  a  mit  q)i(ß) 
vertauscht,  und  dann  nach  (Pi(ß)  aufgelöst  hat.  Wenn  man  sich 
der  Integralform  fi{z y  x  ß)  =.  tpiiß)  bedient,  um  durch  das  oben 
angedeutete  Verfahren  die  besonderen  Auflösungen  der  Differen- 
tialgleichungen 1.  und  2.  zu  bestimmen,  so  wird  man  jedenfalls 
zu   denselben  Funktionen  gelangen,   welche   man  vorhin  aus  der 

Gleichung  3"  =<^    aufgefunden  hat.     Allein  man   hat,    weil    das 

Integral  fi(z  y  ^  ß)  =  fPi(ß)  ^er  Differentialgleichungen  1.  und  2. 
jetzt  nicht  mehr   nach  der  willkührlichen  Beständigen  ß  aufgelöst 

vorliegt,    gleichzeitig   die   beiden   Differentialgleichungen    --—=0 

df 

-7^^=Q0    anzusetzen,  um    dann  aus    allen   den   so    entstehenden 
dz 

Funktionen  die  willkiihrliche  Beständige  ß  mittels  fi(iyxß)  =  q>i(ß) 
zu  eliminiren.  Nun  sind  aber  diejenigen  Funktionen,  welche  durch 
die  Elimination  von  ß  aus  den  beiden  Gleichungen  fi(zyx  ß)=(Pi(ß) 

und   -^  =  0  hervorgehen,  nichts  anderes  als  besondere  Integrale 
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illen    Differentialgleichung   ^(^ii%-,%yx)  =  Q,    da    deren 
es  lotegral  auch  durch  die  beiden  tileichungen  : 

/i(»ya!ß)  =  <pi(ß)    und    -J^  =  Wiß) 

ausE^edrQcbt  ist;  und  zwar  sind  dies  diejenigen  besonderen  Inte-' 
firale,  welche  der  Annahme  entsprechen,  dass  gi,(j3)  von  ß  unab- 
fifingig  sei.  Schon  oben  ist  von  diesen  besonderen  Integralen  ge- 
leigt  worden,  dass  sie  aus  der  Integrall'orm  f(sya:tt)  =  ip{a)  als 
wiche  nicht  abgeleitet  wetden  künnen,  während  sie  doch  einen 
Bestandtbeil  der  anderen  IntegrairoTin/Ks^x^)^  9^1  (^)  ausmachen. 
Daraus  folgt,  dass  dieselben  nicht  unter  denjenigen  besonderen 
Integralen  sieb  vorfinden,  n-elche  zugleich  mit  di-n  besonderen 
Aoflösvngen  der  Differentialgleichungen  I.  und  2.  durch  die  GM- 

chung  -r  =  CK  dargestellt  werden,  da  die  letzteren  einen  Bestsnd- 

tbeil  der  Integralforro  f{%y xa)^tp{a)  ausmachen.  Man  seh li esst 
weiter,  dass  das  Resultat  der  Elimination  von  ß  znisuben  den  bei- 
den Gleichungen  fi('iyxß)  =  <pi(ß)  u 
denjeni(;en  Funktionen  vorkommen  wird,  welche  man  als  beson- 
dere Aanösungen  der  Differentialgleichungen  1.  und  2.  mit  Hilfe 

df 
der  Gleichung  ^^oo   aufgefunden    hat,    oder    welche  auch  aus 

der  Gleichung  f(_tyxa)  =  q;(it)  unmittelbar  erkannt  werden ,  indem 
miin  auf  diejenigen  Glieder  Rflcksicht  nininit,  welche  mit  einem 
zwischen  0  und  1  liegenden  Exponenten  verbunden  sind.  Somit 
ist  denn  der  oben  ausgesprochene  Satz  nachgewiesen,  dass  diejenU 
gen  Funktionen,  welche  man  als  besondere  Auflosungen  der  Dif- 
f e  reutialgleich  u  ngen 


f-^|=« 


and 


*  £'.+ 


dx  " 


herleitet,  zum  Theil  wieder  als  besondere  Integrale  der  partiellen 
Differentialgleichung  ^(SySiCy;r)=0  zu  betrachten  sräen. 

Dieselben  Bemerkungen  bieten  aber  noch  ein  anderes  Inter- 
esse, wenn  man  sich  erinnert,  dass  es  den  Anschein  hatte,  als 
könnten  diejenigen  besonderen  Integrale  der  partiellen  Differenz 
tialgleichung  ^(%KxS^ j:)  =0,  welche  aus  den  beiden  GIi>i- 
chungen : 

Theil  XXXIIL  18 
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hervorgehen,  wenn  ß  veränderlich,  q>i(ß)  aber  von  ß  unabhängig 
gedacht  wird^  nicht  auch  aus  den  beiden  Gleichungen: 

/(z  y  .2- a)  =  9?(of)     und    ^^  =  9'(a) 

*  « 

abgeleitet  werden.  Es  ist  jetzt  nachgewiesen,  dass  die  ersteren 
Gljeichungen  entbehrlich  sind,  da  die  hier  bezeichneten  beso.nde- 
reo  Integrale  jedesmal  zum  Vorschein  kommen,  wenn  man  alle 
Glieder  der  Gleichung  f(tya:a)  =  (p(a)  gleich  Null  setzt,  welche 
unter  einem  zwischen  0  und  1  liegenden  Exponenten  stehen.  Man 
sieht  zugleich  ein,  dass  eben  diese  Gleichungen  nur  dann  als  beson- 
dere Auflösungen  der  partiellen  Differentialgleichung  sich  heraus- 
stellen können,  wenn  sie  auch  in  der  Integralform  f\{ty  x  ß)=ig>i(ß) 
unter  einem  solchen  Exponenten  stehen.  Wollte  man  die  beson- 
deren Auflösungen  von  den  besonderen  Integralen  trennen',  so 
müsste  man  also  auch  die  andere  Integralform  fi{zya:ß)^q>i(ß) 
untersuchen.  Insofern  es  aber  nur  auf  die  ßestirpmung  derfenl- 
gen  Funktionen  ankommt,  welche  der  partiellen  Differentialglei- 
chung Oberhaupt  genügen,  kann  diese  Untersuchung  als  überfliissig 
betrachtet  werden,  und  man  reicht  aus  mit  der  einzigen  Integral« 
form  f(z  y  X  u)-=  9?(a). 

Das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 

3.  y  (zx^  +  2y2)  =  zzy 

i«t  ausgedrückt  durch  die  beiden  Gleichungen: 

Vz^—a^y^  +  ax  =  (p(a),   und   ay^  =  V^s^—  a^t/^.  (x-^ip'ia)). 

Aus  dem  Vorkommen  der  Wurzelgrösse  schliesst  man,  dass  der 
Werth  z^  =  c^y^,  wo  c  eine  willkührliche  Beständige  ist,  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  genügt.  Doch  ist  die  Gleichung  z^=.cy 
in  dieser  Integralform  nicht  enthalten,  weder  für  ein  beständiges, 
noch  für  ein  veränderliches  a,  wie  man  auch  immer  die  Funktion  q> 
bestimmen  mag.  Vertauscht  man  (p{a)  gegen  /?,  und  a  gegen  g>t(ß)f 
und  löst  man  dann  noch  (pi(ß)  auf,  so  erhält  man  als  allgemeines 
Integral  die  beiden  Gleichungen: 

Vz^{x^+y^)-y'ß^  +  /?a:  ==  (x^  +  y^)  q>(ß) , 


\ 
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tHan  setee  liier  qix{^  einer  BestSndigen  c  ^eicb«  ntid  deershalb 
■^^\(H)^±z{i^  und  man  erhält  darch  die  Elimination  der  vorkommen- 
den Wurzelgrosse  zunächst  ^  =  ex,  um  aber  ß  vollständig  zu 
eliminiren,  setze  man  diesen  Werth  ß  in  die  letztere  Gleichung 
ein ;  und  man  findet  die  Gleichung  2*  =  c^y^  in  der  That  als  be- 
sonderes Integral  der  partiellen  Differentialgleichung. 

Aus  der  in  der  letzteren   Integralforni  vorkommenden  Wur* 
zelgrösse  schliesst  man^    dass   die  partielle  Differentialgleichang 

durch  den   Werth  2^=    2  f    a  befriedigt  wird.    Doch  gelingt  es 

auf  keine  Weise  >  die  Integralform  damit  in  Uebereinstimmung  zu 
bringen.  Setzt  man  aber  in  der  ersteren  Intei^ralform  g)(a)  =  c, 
und  dessbalb  9}'(a)  =  0>  so  entsteht  durch  die  Elimination  der  vor- 

kommenden  Wurzeigrusse  die  Gleichung  a=:    ^       g»    Wenn  man 

•*'    9  y 

diesen  Werth  a  in  eine  der  beiden  Gleichungen  einsetzt,  so  findet 
man  in  der  That  die  Gleichung  2^==  .>  f  »  als  besonderes  lote- 
grai  der  partiellen  Differentialgleichung. 

Als  allgemeines  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 

5.  y^zs^  -  ^xyzszy  +  (1  -^y^)  Zy^=y* 

findet  man  die  beiden  Gleichungen: 

Die  Wurzelgrösse  deutet  daraufhin,  dass  man  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung durch  c*  —  2ca:+,l=y*  genügt,  wenn  c  eine 
willkuhrliche  Beständige  ist.  Auch  findet  sich  hier  ein  veränder* 
liebes  a,  für  welches  die  Funktion  iinter  dem  Wurzelzeichen  ge- 
nügt. Denn  unter  der  Voraussetzung,  dass  a^ — 2aar4~]=y^  sei, 
gebt  die  zweite  Gleichung  über   in   a-=:  x.    Setzt  man  dies  a  in 

die  erstere  Gleichung  ein,  so  entsteht  die  Wurzelgrüsse  V^l— j:*— ^*; 
und  daraus  folgt,  dass  auch  die  Gleichung  a:^-f^^=]  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  genügt.  Doch  lässt  sich  weder  die 
Gleichung  a;*  +  ^*^l,  noch  auch  die  Gleichung  c*  — 2car+l=y* 
mit  der  obigen  Integralform  in  Uebereinstimmung  bringen.  Setzt 
man  aber  (p(a)  =  ß  und  a=zq)i(ß),  und  entwickelt  man  dann  q>i{ß)» 
so  hat  man  als  allgemeines  Integral  die  beiden  Gleichungen: 

/L^Vo:— =  ^^^^  und  %,„^^^j.       ^=y/Q?). 

18* 
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.Seist  man  weiter  9i(/3)=3  2c  und  desshalb  9>i'(i?)=0,  so  gelit  die 

letztere  Gleichung  über  in  z-/3+ar=  V^--J  +a?*  +  y^  Die  Eli- 
mination von  ß  aber  föhrt  auf  die  Gleicbung : 

woraus  man  ersieht,  dass  die  beiden  vorhin  genannten  Funktionen 
in  der  That  besondere  Integrale  der  partiellen  Differentialglei- 
chung sind. 

Wir  gehen  jetzt  über  zu  einer  allgemeineren  Aufgabe.    Wir 
beschäftigen    uns    mit    der    allgemeinen    partiellen    Differential- 
'   glelchung  mit  vier  Veränderlichen: 

i/;(»y  «,  «a, »  y  o:  ir)  =  0, 

lader  Voraussetzung,  dass  die  Zerlegung  in  Faktoren  nicht  auf 
partielle  Differentialgleichungen  des  ersten  Grades  zurückführe. 
Wie  mau  zu  dem  allgemeinen  Integral  gelangen  werde^  dies  lässt 
sieb  aus  den  bisherigen  Untersuchungen  leicht  errathen.  Es 
kommt  hier  darauf  an,  zwei  endliche  Gleichungen  tf  =  0  und 
r  =  0  aufzustellen  zwischen  den  Veränderlichen  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung und  den  Differentialquotienten  %y^  Zx  und  Zw, 
welche  sich  auch  aus  dem  allgemeinen  Integral  durch  Differentiation 
ableiten  Hessen.  Denn  nachdem  man  diese  Differentialquotienten 
aus  den  drei  Gleichungen  t/;  =  0,  0=0  und  t  =  0  als  Funktionen 
der  Veränderlichen  z  y  a:  und  w  berechnet  hat,  gelangt  man  zu 
dem  allgemeinen  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  t^=0 
durch  die  Integration  der  vollständigen  Differentialgleichung: 

dz  =z  Zydy  -f  Zxdx  +  Zwdw. 

Die  eigentliche  Aufgabe,  welche  hier  vorliegt,  ist  also  die  Dar- 
stellung der  beiden  Gleichungen  a==0  und  r=:0.  Man  bemerke, 
dass  zwischen  den  Werthen  Zy,  z.r  und  Zw,  welche  aus  den  Glei- 
chungen '»1^=0,  0  =  0  und  r=0  sich  ergeben,  die  folgenden  Be- 
ziehungen bestehend 

(dzw\  _  fdzx\       fdzw\  __  /^%\       A/2j\  _  /c/2y\ 
d^J-  \dw)'     \dyj  —  \dwj  '     \dy)  -  \dx)' 

wo  man,    um  abzukürzen,     ■^2;x+  -^-  =  f  ^- J  u.  s.  w.  gesetzt 

hat;  und  es  lässt  sich  bald  übersehen,  in  welcher  Weise  die 
bekannten  Hilfsmittel  zu  verwenden  sind,  um  die  vorliegende  Auf- 
gabe zu  lösen.  Man  bilde  zunächst  au^  der  Gleichung  ^^  =  0  die 
folgenden  Differentialgleichungen : 
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di^)  fdzy\      dijf  /dzx\      dUf  /dzto\      /diß\ 
dzy\dyj^  dz,\dy  )^  dzAdyJ^Kdy)        ' 

d^  (dZy\  d^  (^\  +   ^  fdZw\  /^\  Q 

dzy  \dxj    '  dz\dx)      dzv, \dx)^  \dx) "~   * 

^/^A   ,  di^  fdzx\       dil;  /dzu,\      /d^\  __ 
dzy  \dwj  "*"  dzx\dw/      dzu,  \  dw)      \dw) 

Ebenso  bildet  man  aus  der  Gleichung  rr^O  drei  andere  Diffe- 
rentialgleichungen, welche  von  den  vorliegcfnden  darin  abweicheD, 
das«  libei^all  r  an  die  Stelle  von  t^  tritt.    Wenn  man  aus  diesen 

sechs  Differentialgleichungen   die   Grössen     \'T^j>     \di     ^^^ 

/dzw\ 

\'j~~)  eliminirt,  so  behält  man   die  folgenden: 

/cf^  cTt      di\>  dt\  fdzx\ 
\dzx  dzy  *"  dzy  dzx)  \dyj 

(d'ilf  dx      d'tlf  dx\  /dzw\       fd'\\}\  dx      di\f  (dx\^^ 
dzw  dzy  '"  dzy  dzw)  \dy  )       \dyj  dzy      dzy  \^/  ~"    ' 


(: 


di\)   dx      diif  dx  \  fdzy\ 
dzy  dzx     dzx  dzyj  \dx/ 


(U'\\f  dt      dt\f   dx\/dzu,\      /dtlj\  dx       d'^ /dx\ ^ 
dzw  dzx     dzx  dztpj  \dxj      \dx/  dzx     d%x  \dx/ 


(: 


d}\)  dx       dip  dx  \  /d%y\ 
d%y  d%u,     dzw  dzyJ  \  dw) 


/d^    dx       dilf  dx  \  /d%x\      (di\}\  dx       dy\>  fdx\ ^ 

"*^  \d%x  d%w      d%u>  d%x)  \dw )      \dw)  d^buT^  dsby,  \dtb)'^ 

Durch  die  Addition  und  mit  Rücksicht  auf  die  obigen  drei  Be- 
ziehuns;en,  welche  zwischen  den  Differentialquotienten  Zyy  %x  und 
%tD  bestehen,  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

dtp  fdx\      dtp  /dx\      d^  fdx\      /dtp\  dx       fd^\  dx 
diu,  \3wJ      d%x  \dxj      d%u>  \dyj  "^  \dwj  dH^  ""  \dxj  dfBtx 

^(dfKdx^^^ 
\dyj  d%y 

worin,  da  ja  fp  die  gegebene  Funktion  ist,  nnr  die  eine  Unbe» 
kannte  t  eine  Stelle  findet.     Demnach  hat  man   %ur  Bestimmung 
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dieser  Funktion  t  eine  partieHe  DifferentiaigleiebuBg  der  ersten 
Ordnung  and  des  ersten  Grades* 

Die  Gleichung  <T==0  führt  auf  eine  dritte  Gruppe  von  Diffe- 
rentialgleichungen, und  wenn  man  diese  in  derselben  Weise  mit 
der  ersten  Gruppe  verbindet  ^  vrie  man  vorbin  die  zweite  Gruppe 
damit  verbunden  hat,  um  zu  der  Gleichung  (a)  zu  gelangen^  so 
hat  man  zur  Bestimmung  von  tf  die  Gleichung: 

(b) 
S^  KjSÜd)  ^  d%x  KjSxJ  "^  'diy  \dy)  ""  \dw)dSbig'^\dx)  ^ 


\dy)  d%y 


Diese  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  (a)  und  (b)  ent- 
halten die  sieben  unabhängigen  Veränderlichen  %y,%x»  ^w^^ty,  x,  w\ 
and  das  allgemeine  Integral  ist  dargestellt  durch  eine  willkiihr- 
liehe  Funktion  von  sechs  veränderlichen  Grossen.  Eine  von  die- 
sen veränderlichen  Grössen  ist  durch  die  vorliegende  Funktion  tfr 
unmittctlbar  gegeben,  da  man  durch  r  =  t^  und  <T=tf;  genügt.  Da 
die  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  ausserdem  nur  durch 
die  abhängige  Veränderliche  sich  unterscheiden,  so  werden  auch 
die  fünf  übrigen  veränderlichen  Grössen  gemeinschaftlich  sein; 
und  wenn  man  dieselben  durch  a  ß  y  ö  s  bezeichnet,  so  werden 
jene  beiden  Gleichungen,  deren  man  sich  in  Verbindung  mit 
if;  =  0  zur  Bestimmung  der  Differentialquotienten  %y,  ix  und  %w 
zu  bedienen  hat,  in  der  Form: 

(Piici  ß  y  8  s  il))  =  0     und     q)2(€C  ß  y  d  s  '^)z=:0 

sich  darstellen,  worin  9>|^  und  g)^  wiiikührlicbe  Funktionen  sind* 
Wegen  1^  =  0  darf  man  auch  von  den  einfacheren  Formen: 

(Pi(cc  ß  y  8  £)=sO     und     <p^(a  ß  y  d  b)  =2  0 

Gebrauch  machen.  Doch  darf  man  nicht  glauben,  dass  die  bei- 
den Funktionen  cpi  und  tp^  unabhängig  von  einander  seien,  da  sie 
dann  zwar  die  Gleichungen  (a>  und  (b),  nicht  aber  gleichzeitig 
die  drei  Beziehungen : 

(d%u>\  _  /efe:r\       /dzw\  __  fd%y\       (d%x\^  (d%y\ 
dxJ-'Kdw)'     KdyJ-^dwJ'     KdyJ-'KjSj) 

erfüllen  würden.  Damit  diese  gleichzeitig  erfüllt  werden,  müssen  jene 
beiden  Funktionen  q>i  und  q>^  ausser  den  Gleichungen  (a)  und  (b) 
noch  eine  dritte  Gleichung  befriedigen,  welche  man  aus  den  obi* 
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/ 

.  gen  Gruppen  2.  und  3.  ganz  ebenso  ableitet»  wie  man  auch  die 
Gleichungen  (a)  und  (b)  aus  den  Gruppen  1.  und  2.,  1.  und  3. 
abgeleitet  hat.     I\1an  erhält: 


de  fdx 
d%tD 


(c) 

(rfr\       da  /dr\      da  fdx\      fda\  dx       {^^\  ^^ 
dw)  "*'  d%x  \djcj  "*"  dSy  \dtfj """  \dwj  d%w  ""  \dx)  dfx 


-(: 


da\  dx  ^^ 
dyj  d%y "~ 


Wenn  man  die  eine  Funktion  q>i  willkührlich  lässt,  so  folgt  hier- 
aus für  die  zweite  Funktion  cp^,  eine  bestimmte  Form.  Doch  be- 
kOmmern  wir  uns  vorerst  nicht  weiter,  um  die  allgemeinen  Glei- 
chungen <p|=üund  9^2=0,  da  sich  herausstellt,  dass  die  Gleichungen 
(a),  (b),  (c)  entbehrlich  sind  ,  nachdem  man  zwei  bestimmte  Funktio- 
nen a  und  ß  aufgefunden  hat,  welche  denselben  gleichzeitig  Ge- 
nüge leisten.  Man  wird  dann  mit  Hilfe  der  beiden  Gleichungen 
a  =  cf^  und  ßz=^ß^,  worin  «i  und  ß^  willkuhrliche  Beständige 
«ind,  die  allgemeinen  Gleichungen  cp,  =i:0  und  ^^^^  auf  einem 
anderen  Wege  weit  vortheilhafter  darstellen.  Dieselben  Unter- 
suchungen werden  zugleich  das  Ergebniss  liefern»  dass  man  die 
Integration  der  vollständigen  Differentialgleichung 

d%  =:2yd.y  -f  Zxda:  +  Zwdw 

durchzuführen  im  Stande  ist»  noch  ehe  man  die  Differentialquo- 
tienten 2y,  zx  und  Zw  mit  Hilfe  der  Gleichungen  'i/^=0,  (7=0  und 
r=0  als  Funktionen  der  Veränderlichen  ausgedrückt  hat,  so  dass 
also  eben  diese  Gleichungen  erst  nach  vollzogener  Integration  zu 
der  erwähnten  Elimination  verwendet  werden. 

Wie  man  zu  zwei  bestimmten  Funktionen  a  und  ß  gelangt, 
welche  die  Gleichungen  (a),  (b)  und  (c)  an  der  Stelle  von  a  und 
X  gleichzeitig  befriedigen,  dies  soll  späterhin  gezeigt  werden. 
Zunächst  aber  will  ich  annehmen,  dass  zwei  Gleichungen  a  =  ai 
und  ß  =^  ßi  von  der  bezeichneten  Eigenschaft  vorliegen,  so  dass 
also,  nachdem  man' die  Werthe  %,  Zx  und  %w  aus  den  drei  Glei- 
ehungen  if^=^0,  a  =  of|  und  ß=^ßi  als  Funktionen  von  zyxwtii 
und  ßi  berechnet  hat,   die  vollständige  Differentialgleichung 

(d)  d%  =  %ydy  4-  Zxdx  -f  %u>dw 

durch  einen  Faktor  in  das  vollständige  Differential : 
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umgewaDdelt  werden  k^nn..  Die  Integration  liefert  dann  die  Gleichung : 

/(«  y  X  w  «1  ßi)  =  (p(ai  ft), 

wo  f  eine  bestimmte,  <p  aber  eine  willkifhrliche  Funktion  vorstellt. 
Man  erhält  damit  ein  besonderes  .Integral  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung t/;  =  0,  worin  drei  willkü'hrliche  Beständige^  nämlich 
«19  ßi  und  9(a]  ßi)  vorkommen.  Jede  derartige  Integralform  wird 
ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  genannt. 

Das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 
wird  aus  einem  vollständigen  Integral  abgeleitet.  Man  setze  an 
die  Stelle  von  Ug  und  ßi  die  Funktionen  o  und  ß  in  die  obige 
Form  ein,  und  man  hat: 

f{%yxwctß)=itp{aß). 

Durch  die  Differentiation  entsteht: 

Wenn  man  aber  die  beiden  Gleichungen 

^— !^  =  0   und    -^  —  ^=0 

da      da  dß       dß 

gl  f 
bestehen  lässt  und  dann   durch    t-  tbeilt,  so  hat  man  wieder  die 

Gleichung : 

(d)  d%  =  Zydy  +  %xd^  +  %tDilw, 

Denn  wenn  man  die  Werthe  %yy  %x  und  Si^  aus  den  drei  Gleichun- 
gen 1^>^=.Cy  a  =  ai  und  ß=^ßi  entivickelt,  so  zeigt  sich  jed.er 
dieser  Werthe  als  bestimmte  Funktion  von  %ya:wcai  und  ßi» 
Nimmt  man  darin  c  =  0,  so  hat  mfin  die  vorhin  berechneten  Werthe : 

_df  df  _df    df  _df    df 

'^^dif'd%'     ^'"dx'dz'     '^''-'dw'di' 

Bringt  man  aber  an  die  Stelle  von  «i  und  ßi  die  Funktionen 
a  und  ß,  und  ausserdem  an  die  Stelle  von  c-=0  die  Funktion  t^» 
so  hat  man  drei  identische  Gleichungen  vor  sich.  Daraus  folgt 
also»  dass  man  der  partiellen  Differentialgleichung  i|;  =  0  auch  durch: 

/Xnya;waß)  =  (p(aß) 

genügt  9  wenn  man  zur  Bestimmung  von  a  und  ß  die  beiden  Glei- 
.chungeu : 
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^-^    „„^    ^^^ 
da- da     ""**     dß  —  dß 

gebraucht.  Es  rerstebt  sich,  dass  .dies  zuglejch  die  beiden  Glei- 
chnngen  <T  =  0  und  r  =  0  sind,  in  derjenigen  Form,  wie  sie  In 
Verbindung  mit  i^==0  zur  Berechnung  der  Differentialquotienten 
%y,  %x  qnd  %w  sich  gestalten,  wenn  die  vorliegende  Integralform 
aus  der  vbllständigen  Differentialgleichung  (d)  hervorgehen  soll. 
Man  kann  aber  nachweisen,  dass  es  überhaupt  keine  allgemei- 
nere Gleichung  giebt,  durch  deren  Differentiation  die  partielle 
Differentialgleichung  entsteht.  Denn  bezeichnet  man  abkürzend 
f(%yxu)aß)  mit  7,  so  hat  man  anstatt  der  obigen  auch  die  Inte« 
gralform : 

(p(aßy)  =  0. 

Allein  die  beiden  Gleichungen,  welche  zur  Berechnung  von  a  und 
ß  dienen,  zeigen  sich  diesmal  in  der  Form: 

dy  dy 

Aus  der  ersteren  Gleichung  erhält  man   V-,    aus  der  anderen    va 

als  willkührliche  Funktion  von  a,  ß  und  y.  Wenn  nun  auch  diese 
beiden  willkührlichen  Funktionen  in  einer  bestimmten  Abhängig- 
keit zu  einander  stehen,  so  darf  man  doch  anstatt  dieser  beiden 
Gleichungen  zwei  andere: 

gebrauchen,  worin  die  eine  Funktion  9,  ganz  willkuhrlich  gedacht 
wird.     Denn  man  kann  der  zweiten  alsdann  jedesmal  eine  solche 

Bedeutung  beilegen,  dass  mandjurch  die  Entwickelung  von  -r-  und  -X^ 

dieselben  Werthe  erhält,  wie  sie  aus  den  ursprünglichen  Glei- 
chungen hervorgehen.  Nun  hat  man  schon  oben  aus  der  Beschaf- 
fenheit der  Gleichungen  (a),  (b)  und  (c)  geschlossen,  dass  die 
allgemeinsten  Gleichungen,  deren  man  sich  in  Verbindung  mit 
if;  =  0  zur  Bestimmung  der  Differentialquotienten  %y,%g  und  s» 
bedienen  kann,  durch  willkührliche  Funktionen  von  fünf  veränder- 
lichen Grössen  ausgedrückt  sind,  wenn  auch  in  der  Weise,  da^s 
die  beiden  willkührlichen  Funktionen  in  einer  bestimmten  Abhün* 
gigkeit  zu  einander  stehen.  Wir  schliessen  weiter,  dass  die  vor- 
bin aufgefundenen  Gleichungen  identisch  sind  mit  denjenigeo, 
welche  auch  aus  den   Gleichungen  (a),  (b)  und  (c)  hervorgehen. 
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wenn  man  bei  deren  Integration  der  Allgemeinheit  des  Resultats 
nichts  vergiebt.  Durch  die^e  Betrachtungen  fiberzeugt  man  sich, 
dass  man  berechtigt  ist,  die  Gleichung: 

fl9iyxwaß)=<p(aß) 

für  das  allgemeine  Inteizral  der  partiellen  Differentialgleichung 
^  =  0  auszugeben,  sobald  man  zur  Bestimmung  von  a  und  ß  die 
beiden  Gleichungen: 

df </<p  df      dq> 

da'^da     ""^    dß'^dß      . 

bestehen  lässt. 

Man  hat  jetzt  gesehen ,  wie  man  ans  einem  vollständigen  In- 
tegral die  beiden  Gleichungen  cr=^0  und  r  =  0  ableitet,  welche 
in  Verbindung  mit  der  partiellen  Differentialgleichung  11;  =  0  die 
allgemeinen  Werthe  %yf  %x  und  s»  liefern.  Es  bleibt  nur  noch 
Qbrig,  die  beiden  Gleichungen  a  =  ai  und  ß  =z  ßi  darzu^itellen, 
woraus  das  vollständige  Integral  abgeleitet  worden  ist.  Hierbei 
bemerke  man  denn  vor  Allem,  dass  die  eine  der  beiden  Gleichun- 
gen durch  jede  Funktion  a  ausgedruckt  werden  kann,  welche  der 
Gleichung : 

(a) 
diif  /  ^T  \       dijf  fdx  \       fdi^\  dx       fd^  \  dx 


dip  fdx\        dilf  ^dx\       dijf  /dx\       fdi^\  dx       / 
3&  \dw)       dzx  \dxj  ^  dzy  \di/J       \dw/  d%u>      v 


da:Jd%x 


-( 


dt\>\  dx 
dy)  dZy 


an  der  Stelle  von  x  genügt.  Was  die  andere  Gleichung  betrifft, 
so  lässt  sich  leicht  übersehen,  da^s  dieselbe  dann  als  willkuhr- 
liche  Funktion  von  drei  veränderlichen  Grfi.«:sen  sich  darstellt. 
Denn  schreibt  man  das  allgemeine  Integral  in  der  Form : 

q)(a  ßy)  =  0, 

sa  hat  man  zur  Bestimmung  von  a  und  ß  die  beiden  Gleichungen: 

dq>      dcpd^  dq>      dtp  dy 

d^+djda-^    ""^   dß-^S^dß^^' 

Nun  darf  man  aber,  wenn  es  darauf  ankommt,  aus  dem  al%e- 
meinenr  Integral  ein  besonderes  abzuleiten,  die  eine  von  diesen 
beiden  Gleichungen  durch  o=:tti  ersetzen,  während  die  zwetfe 
uiviRerSndert  beibehalten  wird;  Daraus  folgt,  dass  jene  andere 
Gteichung,  welche  neben  a  =  «i  zur  Bestimimung  der  Differential- 
qootienteii  benutzt  werden  kann,  in  ihrer  allgemeinsten  Form  durch 


i  / 


ersier  und  »weiter  Ordnung.  275 

eine  wiUkiihrliche  Funktion  der  drei  veränderlichen  GrISssen  ß,  f 
and    >^  ausgedruckt  ist.  .  Dm  diese  Form  zu  erbalten,  wird  man 

zunächst  die  vier  anderen  Funktionen  ft  yi  Äi  «i  bestimmen,  weiche 
ausser  a  die  Gleichung  (a)  befriedigen.  Denn  auch  die  zweite 
Gleichung  cr=s:U  zeigt  sich  als  eine  Funktion  der  fünf  veränder- 
lichen Grössen  <xAyid|£|.  Diese  Funktion  muss  dann  so  be- 
stimmt werden,    dass  dadurch  auch  die  Gleichung: 

(c) 

da  /dr\      da  fdx\      da^  ^^\  _  f^^\  ^       ^—\  ^^ 
dk^  \dwj      ^  \da:J  '  d%y  \dy)       \dw)  d%n  ~^  \dx/  S^ 


\dy)  d%y 


erfüllt  wird.  Desshalb  führe  man  an  die  Stelle  von  %y%x%wfiy  xw 
die  fünf  neuen  Veränderlichen  «j^tyi^i^i  ein.  Schreibt  man  die 
Gleichung  (c)  abkürzend  durch  (crr)==0  an,  so  entsteht  durch 
diese  Transformation  die  neue  Gleichung: 

(C)       («ft)^+(«n)|^+M.).^+(-.)£=o. 

Man  weiss  im.  Voraus,  dass  die  Coefßzienten  als  Funktionen 
von  aßiyi^ih  ^^^^  darstellen  lassen,  weil  das  allgemeine  Inte- 
gral durch  eine  willkührliche  Funktion  von  drei  veränderlichen 
Grössen  ausgedrückt  ist,  welche  selbst  bestimmte  Funktionen  von 
aß^yi^iZi  sind.  Doch  handelt  es  sich  hier  nur  um  ein  beson- 
deres Integral  der  Gleichung  (c').  Wenn  es  sich  trifft,  dass  jede 
der  drei  verschiedenen  Funktionen,  welche  der  Gleichung  (c')  ge- 
nügen, die  vier  Veränderlichen  j^i  yi  ^i  ^i  einschliesst,  dann  be« 
darf  man  allerdings  aller  dieser  Funktionen,  um  zu  einem  beson« 
deren  Integral  ß  zu  gelangen.  Es  wird  aber  oft  genug  vorkommen, 
dass  eine  Funktion  genügt,  welche  nicht  alle  diese  Veränderliche 
zu  gleicher  Zeit  einschliesst.  In  diesem  Falle  ist  die  Kenntniss 
der  übrigen  Veränderlichen,  die  man  aus  der  Gleichung  (a)  abzu- 
leiten hat,  überflüssig.  Man  bestimme  desshalb  zunächst  nur  die 
eine  Funktion  ß^.  Wenn  dieselbe  nicht  auch  der  Gleichung  (c)  ge- 
nügt, so  bestimme  man  eine  zweite  Funktion  y^.  Wenn  man  aucll 
mit  den  beiden  ßi  und  yi  nicht  ausreicht,  um  die  Gleichung  (c') 
zu  befriedigen,  dann  suche  man  eine  dritte  Funktion  di  a«f,  u-.  Si  m 
In  dieser  Weise  ist  dann  die  Rechnung  möglichst  vortheilbaft 
eingerichtet,  weil  jeder  von  den  so  eben  erwähnten  Versuchen 
einen  Bestandtheil  des  nächstfolgenden  Versuches  ausmacht,  indem 
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jedesmal  die  Bildung  eines  weiteren  Coeffizienten  der  Gleichung  (c') 
▼erlangt  wird,  welche  ohnehin  alle  hergestellt  werden  müssen» 
wenn  die  gesuchte  Funktion  sogleich  von  den  vier  Veränderlichen 
A  y\  ^1  ^1    abhängig  gedacht   wird.   - 

11.  Die  Gleichung  • 

m 

liefert  ein  vollständiges  Integral  in  der  Form  2=a^-f /?^-f-)^-f-^9 
worin  aß  y  und  d  Beständige  sind.  Denn  setzt  man  dies  in  die 
partielle  Differentialgleichung  ein,  so  geht  dieselbe  über  in  y^=^%>{aß), 
wodurch  also  y  als  Funktion  von  a  und-  ß  bestimmt  wird.  Man 
cetze  nun  S=:q>(aß),  und  das  allgemeine  Integral  lässt  sich  dar- 
stellen durch  die  drei  Gleichungen : 

5=  «y  +  ßa:  ^w.^iaß)  +  (p(ccß), 

n         .      d'^       dq> 

t\  .      dilf   ^  dq> 

0=0:  +  «.^+^. 

12.  Es  sei 

2;t2i/  +  22  2m,  =  1. 

Denkt  man  sich  z  als  Funkti(m  von  v=^ay  ■[-ßx-{^w,  wo  et  und  ß 
willkührliche  Beständige  sind,  so  geht  die  partielle  Differential- 
gleichung über  in  : 

«j32i,*  -f  222,;  =  1 . 

Die  Annahme,  dass  es  einen  Werlh  z  von  der  bezeichneten  Eigen- 
schaft gebe,  ist  zulässig,  da  die  neue  Differentialgleichung  in  der 
That  nur  die  beiden  Veränderlichen  v  und  %  einschliesst.  Die 
Bestimmung  des  vollständigen  Integrals  ist  dadurch  aber  auf  die 
Integration  einer  Differentialgleichung  mit  nur  zwei  Veränderlichen 
.zurückgeführt.    Daraus  entwickelt  man  den  Werth 

and  durch  die  Integration  erhält  man  f{z-{-Vz^-iaß)d%=zt\q>(aß), 
Das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  lässt 
sich  demnach  ausdrucken  durch  die  drei  Gleichungen: 
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ß     /?»      'dz  rf^ 

27       ViqFalf"^'^^«^ 


o  '^ 


27     V^T^^-'^'^rf^ 


13.     Es  sei  nun 

&10  Sx  =  a  -|~  ««'•zt^.v* 

Nimmt  man  hjer  an^  %  hahe  die  Form  a^-(-<9  i^'orin  o  eine  vrill- 
kuhrliche  Beständige,  5  aber  eine  Funktion  von  w  und  o:  i$t,  so 
geht  die  partielle  Differentialgleichung  über  in : 

5,1, .  Ä'^  =  a  -f  awx , 

woraus  5  in  der  That  als  eine  Funktion  von  w  und  x  bestimmt 
werden  kann.  Das  vollständige  Integral  lässt  sich  demnach  aus 
einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  nur  drei  Veränderlichen 
ableiten.  Um  eine  zweite  Gleichung  r=:0  zur  Bestimmung  der 
Differentialquotienten  «10  und  Sx  zu  erhalten,  bilde  man  die 
partielle  Differentialgleichung: 

Daraus  folgt  Sx^ — aw^^ß  oder  5:r  =  Vaw^+^.  Auf  diesem  Wegie 
gelangt  man  zu  der  vollständigen  Differentialgleichung: 

ds=zdx\  aw^  +  p-i — ^ =dW' 

Man  schreibt  aber  vortheilhadter  a^  anstatt  a  und  a^ß*  anstatt  ß 
und  man  erhält: 

Durch  die  Integration  findet  man: 

Das  allgemeine  Integrfil  der  partiellen  Differentialgleichung 
sii0 .  Sx  =  a  -f  «r:t%  lässt  sich  demnach  ausdrücken  durch  die  drei 

Gleichungen : 
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0  =  a«i5»ar  —  atr  +  /5 .  Vi^Ml^ .  ^  . 
14.     Es  sei 

Zar  Bestimmung  von  a  und  J3  hat  man  zunächst  die  Gleichung: 

d%         dx  ,      dx^  ,  dx 


(a)  («'H^+»*)(*,5^+».5^  +  ^^+^- 

rfr    .       dx  dx 


=  0. 


—  ^«..a 


Man  genügt  derselben  durch: 

von  denen  die  erste  als  Funktion  a  benutzt  werden  soll.  Man 
findet  eine  vierte  Funktion  ^\'=-'wi%w\- x%x^y%y9  und  wenn  man 
nun  X  als  Funktion  von  a,  ß,  y,  d  voraussetzt^  so  gelangt  man 
zu  der  Gleichung: 

Man  genügt  derselben  durch  ß  =  di  und  auch  durch  /?=j?|^-f  ^i*. 
Behält  man  die  erstere  Gleichung  bei,  so  hat  man  zur  Bestim- 
mung der  Differentialquotienten  Zy,  %x  und  %w  die  drei  Gleichungen : 

(tr^+ar*+^«)(»«,H«2H»y*)  =  l,  ür%y-y%x  =  cc,  w9hü+Mx^y%y—ß. 
Aus  den  beiden  letzteren  erhält  man  zunächst: 

(x^  +  y^)%y  =  y  (/S  —  tc»«,)  +  ax. 

Setzt  man  diese  Werthe  Sy  und  Sx  in  die  erste  Gleichung  ein,  so 
hat  man  zur  Bestimmung  von  s^  die  quadratische  Gleichung: 

Daraus  findet  man  den  Werth : 
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Aus  dem  Obigen  erg.eben  spcb  alsdann  auch  die  beiden  Wertbe: 


»j  = 


x^^y^^  w^^x^+y^     x^\y^  w*  +  a:«+y« 


___     ax  ßy  wy       V(l^ä^-^/gaj  {xHy^)  -  ^^^ 

'^^^x^+y^^  w^+x^+y^^x^i^y^'  w^  +  x^  +  y^ 

Man  gelangt  zu  einfacheren   Ausdrucken,    wenn    man  die  neuen 
Veränderlichen 

I 

gebraucht.     Denn  dadurch  entstehen  die  Gleichungen: 

«_  dt      ßdr      V^l-jS^-^q^CiTf^  ^ 

^^l+t^dy^r  dy'^  l  +  s«  dy* 

cc      dt\  ßdr   ^   Vl^ß^—a^jl+s^)   ds 

*''-]+i:^dx^rdx^  l  +  s^  dx* 


-  <?  dr      ^f\^f^^üi^i^•\^^)  ds 

**~  r  dw^  1+*«  dtß' 

•und  durch  die  Integration   erhält  man   das^*  vollständige  Integral : 


o 
15.    Es  sei  noch 

Zur  Bestimmung  von  a  und  ß  hat  man  zunächst  die  Gleichang: 

dt  ,     ^     dv  ^     Stf      dt  ^  ,  ^  ^    ^dx 
(a)  *»di^  +  ^»»'rfi  +  s-fc  J^  +  (»'+^«)^, 

.  r        .  »w^cosw^   dt   ,  ,  ^  .     ^  dt   '         dt     ^ 

Die  Annahme,  dass  man  durch  eine  Funktion  genüge,  worin  die 
Veränderlichen  x,  %  und  %x  fehlen,  ffihrt  auf  die  beiden  GMchnngeii  f 

dt         %^    dt     %y'^co»to  dt_ ^  dt  dt  _^ 
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Au8  der  letzteren  folgt  T  =  9)(«ti^y),  worin  «= — ist.  Die  an- 
dere  Gleichung  wird  dadurch  umgewandelt  In: 

dr  1      dt       costo  dt 

dw      8in%^  dy  "*"  sin'to  3« 

Daraus  6ndet  man  die  Funktion  a|  =  5^-f  .  «  .  Der  Gleichung  (a) 
genügt  man  auch  durch  eine  Funktion  ^  worin  nur  die  heiden  Vsr- 
änderlichen  v  =  —  und  %x  vorkommen.  Denn  unter  dieser  Vor- 
aussetzung  behält  man  die  Gleichung: 

(«,_«._1)*+(„._«,_1)^=0. 

Nimmt  man  noch  n:=S;r-^f  anstatt  %x$  so  entsteht  die  einfachere 
Gleichung : 

]        2r 
Daraus  ergiebt  sich  die  Funktion  /7|=-^ * 

• 

Man  reicht  aber  schon  mit  den  beiden  bis  dahin  aufgefunde- 
nen Funktionen  aus.  Denn  gebraucht  man  die  erstere  an  der 
Stelle  von  o,  so  hat  man  die  Gleichung: 

%w  dt      «M,*  dt       cosw  dr ^ 

(^^  «j^^Äö^^S^"*"  sin^weSir""    ' 

der  man  offenbar  durch   t  =  /?|   genügt,    weil  die  Veränderlichen 
Wy  y  und  Zw  in  dieser  Funktion  fehlen.    Zur  Bestimmung  der  Dif- 
ferentialquotienten %y^  %x  und  %w  hat  man  demnach  die  drei  Glei-  ^ 
chungen : 

»V*  1 

Man  wird  mit  Vortheil  anstatt  %  die  Veränderliche  &  =  —  gebrau- 

chen.  Dann  ist  %w^=ocvwy  fSy^xvyy  %x=a:t)x-{-v  und  u=^%x—f>=^xvs» 
Man  hat  dessbalb  zur  ßestimniung  der  Differentialquotienten  %» 
Vs  und  Vi0  die  folgenden  Gleichungen: 

»•*  =  («  —  -TZ«- )  Vy^ ,      «P?/*  +  a?*»«*  +  ^XCVx  =  1 ,      XVx = 


«int«,/-.-/  »    -«^.v  ^-  -  -r^^..x~*,    ...x--^^^-—. 
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AvM  der  letzten  Gleiehnog  ergiebt  sich  der  Werth  «s.    Aas  der 
zweiten  Gleichung  findet  man: 

Wenn    man    nun    ^- gegen  a^  vertauscht»  und  desshalb  a  gegen 

Ä  — 1 

-        »   so  hat  man  die  beiden  Werthe: 


a« 


Vyzszaxvx    und    Vw^xvx^^  ^"~^"~sin^* 

Das  vollständige  Integral  der  vorliegenden  partiellen  Differential- 
gleichuDg  ergiebt  sich  demnach  aus  der  vollständigen  Differen- 
tialgleichung : 

. dT  ▲  r         «2 

Die  Integrationsmethode ^  welche  in  dem  Bisherigen  für  die 
partielle  Differentialgleichung  mit  drei  und  vier  Veränderlichen 
aufgestellt  worden  ist,  lässt  sich  ohne  Weiteres  auch  auf  eine 
partielle  Differentialgleichung  i^=0  mit  beliebig  vielen  Veränder- 
lichen tibertragen.  £s  kommt  hierbei  immer  nur  auf  die  Be- 
stimmung eines  vollständigen  Integrals  an,  oder  auf  die  Bestimmung 
eines  besonderen  Integrals,  in  welchem  eben  so  viele  willktihr«-. 
liehe  Beständige  abc,,.,k  vorkommen,  als  die  partielle  Differen- 
tialgleichung unabhängige  Veränderliche  hat.  Denn  schreibt  man 
das  vollständige  Integral  in  der  Form: 

so  hat  man^  um  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Diflereo- 
tialgleichung  daraus  abzuleiten,  nichts  weiter  zu  thun,  als  die 
willktihrlichen  Beständigen  aßc...  durch  die  veränderlichen  Grös- 
sen aßy.,..  und  die  Beständige  k  durch  eine  willkuhrliche  Funk- 
tion dieser  Veränderlichen  zu  ersetzen.    Die  Gleichung 

f{%ya:w,.,.  aßy.,..)=:q>(aßy,,,,) 

Ist  dann  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichmg 
t^  s=  Oy  sobald  man  zur  Bestimmung  der  Veränderlichen  aßy,„. 
die  folgenden  Gleichungen: 

df      dq>       df       d(p      df      dtp 
da       da*     dß       dß*     dy       dy 

bestehen  lässt« 

ilieüXXXIlI.  1» 
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Da»  vollständige  integral  erglebt  sich  durch  die  Integration 
der  vollständigen  Differentialgleichung  : 

d%  =  %ydy  4-  %xdx-\-%wdw  -f  %vd^  -f  . . . . 

Um  aber  die  n  Differentlalqaotienten  s^SjrSwSv....  als  Funktionen 
der  Veränderlichen  %y xwv..,*  angeben  zu  können,  sind  ausser 
^  =  0  noch  n  —  1  andere  Gleichungen: 

a  =  a,    ß  =  b»    ]f  =  c  u.  8.  w. 

erforderlich,  worin  aßy,.,.  bestimmte  Funktionen  der  Veränder- 
lichen und  der  gesuchten  Differentialquotienten,  ab  c,..>  aber  will- 
kOhrliche  Beständige  sind.  Die  Darstellung  dieser  n  —  1  Glei- 
chungen macht  den  eigentlichen  Gegenstand  der  Untersuchung 
aas.  Doch  lässt  sich  d je  Regel,  wornach  dies  geschieht,  jetzt 
leicht  übersehen.  Man  nehme,  um  bei  dieser  Untersuchung  sich 
kürzer  fassen  zu  können,  beispielweise  vier  unabhängige  Verän- 
derliche 5^0?  tu  v,  und  bezeichne  vor  Allem  den  Ausdruck: 

dilf  (dx\      dip  fdx\      d^  /tfr\      difß  fdx\ 
7l%^\dvJ  ^  d%w  \dw)      d^x  \dxj  ^  d%y\dyj 

(dijiSßx       /rftf/N   dx       fd^\  dx      /d^\  dx 
dv)  dfbv      \dw/  3%^"^  \da:)  dzx      \dyj  d%y 

abkürzend  durch  ('^r)  =  0.  Man  hat  dann  zur  Bestimmung  der 
Funktionen  aßy  zunächst  die  drei  Gleichungen: 

(a)  (*«)  =  0,    (tf;/5)=0,    (i|/y)  =  0. 

welche  sich  nur  durch  die  Unbekannte  von  einander  unterschei- 
den. Ausser  t/;  giebt  es  noch  sieben  andere  Funktionen 
^1  ßi  Yi  ^1  ^1  &  Vi  9  ^'6lche  diesen  Gleichungen  an  der  Stelle  der 
Unbekannten  genügen ;  aber  man  kann  sich  irgend  einer  davon 
bedienen,  um  die  Gleichung  a  =  a  darzustellen.  Auch  die  beiden 
Unbekannten  ß  und  y  sind  Funktionen  von  «1  /?i  ••  ••  171,  bleiben 
aber  vorerst  noch  unbestimmt,  weil  sie  ausser  den  Gleichuhgeo 
(a)  noch  anderen  Anforderungen  entsprechen  sollen.  Es  bestehen 
nämlich  zunächst  noch  die  beiden  Gleichungen: 

(b)  («iS)  =  0    und    (ay)=0. 

Um  die  Unbekannten  ß  und  y  hiernach  zu  bestimmen,  bringe  man 
an  die  Stelle  der  Veränderlichen  ZyZx^wZvty  ^Ktov  die  Grossen 
^ßiYi'"*Vi'    ^^^  schreibe  den  Ausdruck: 
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abkOrzend  durch  das  Zeichen  ((ar))  und  man  hat  dann  die  beiden 
transformirten   Gleichungen: 

(b')  ((«j5))  =  0    und    ((«y))  =  0, 

die  sich  auch  wieder  nur  durch  die  Unbekannten  ß  und  y  von 
einander  unterscheiden.  Ausserdem  lassen  sich  da  die  neun  ar- 
sprünglichen  Veränderlichen  jedenfalls  durch  a  und  die  sechs 
> neuen  Veränderlichen  ßi  yi  ..••i/i  eüminiren;  und  man  findet  fünf 
verschiedene  Funktionen  ßi^  y^  d^  b^  ti*  welche  diesen  Gleichungen 
an  der  Stelle  der  Unbekannten  genügen.  Irgend  eine  dieser  fünf 
Funktionen  kann  benutzt  werden ,  um  die  Gleichung  /?=:6  her- 
zustellen. Die  Unbekannte  y  ist  dann  zwar  auch  eine  Fupktion 
voo  ß^  y^  ^%Ht%»  allein  vorerst  noch  unbestimmt,  weil  sie  ausser 
den  Gleichungen  (b')  noch  die  Gleichung 

(c)  (W  =  0 

zu  erfüllen  hat.  Man  setze  an  die  Stelle  der  Veränderlichen 
ZyZxiw^v  zy xwv  die  Grössen  ai  ßy^^^iB^i/^  ein;  und  man  gelangt 
dadurch  zu  der  neuen  Gleichung: 

(C)  (^)'^^+(W^,+(iSe,)g  +('»J^^=0- 

Die   Coeffizienten   lassen    sich   als   Funktionen  von   aß  und  der 
vier  neuen  Veränderlichen  y^  d^  c^  £b  darstellen ;    es  giebt  dessbalb 
drei  verschiedene  Funktionen  t,    welche  genügen.     Doch  bedarf 
.  man  nur  einer  einzigen,  um  die  Gleichung  y=c  herzustellen. 

Auf  dem  hier  vorgeschriebenen  Wege  gelangt  man  also  jeden- 
falls zur  Kenntniss  eines  vollständigen  Integrals,  indem  man  die 
sieben  verschiedenen  Funktionen  der  Gleichung  (a)  in  der  ange- 
'gebenen  Weise  benutzt.  Sehr  oft  wird  man  aber  schon  mit  weni- 
ger als  sieben  Funktionen  ausreichen,  und  es  kann  sogar  vor- 
kommen, dass  schon  drei  von  diesen  Funktionen  zu  dem  gewünschten 
Ziele  führen.  Wenn  aber  auch  die  sieben  verschiedenen  Funktio- 
nen der  Gleichung  (a)  und  dann  wieder  die  fünf  verschiedenen 
Funktionen  der  Gleichung  (b')  nuthig  wären,  um  endlich  zu  einer 
einzigen  Funktion  der  Gleichung  (c')  zu  gelangen,  so  darf  man 
doch  nicht  glauben,  dass  man  dessbalb  alle  jene  Funktionen  als 
Integrale  der  genannten  Differentialgleichungen  aufzusuchen  hätte. 
Man  braucht  vielmehr  für  jede  der  beiden  Differentialgleichungen 
(a)  und  (b')  in  der  Regel  nur  zwei  solcher  Integrale  darzustellen, 
da  sich  die  übrigen  Funktionen  durch  Differentiation  aus  irgend 
zweien  darstellen  lassen.  Die  Funktionen  a^  |3|  yi  d|  «i  £^  i^j  der 
Gleichung  (a)  besitzen  nämlich,   was  schon  oben  hervorgehoben 

19» 
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ivorden  ist,  die  Eigenschaft,  dass  man  jedesmal  eine  Funltlion 
davon  erhält,  nenn  man  irgend  zwei  von  den  GriisBen  ("ift). 
(«i7.).  («i''i).--  ißt7i)'  (ßA),--  (yA)  2"  ';'nem  Quolienter. 
mit  einander  verdindet,  Üies  kuiin  aber  nur  in  der  Welse  zu 
Stande  kommen,  dase  jede  von  diesen  (in'tssen  für  sieb  in  eine 
Funktion  ron  b,  |9,  y,  ....  überseht.  Wenn  alno  irgend  zwei  Funk- 
tionen «,  undfii  ItekaoTit  sind,  so  hat  man  auch  eige  drilte  Fnnkti.m 
yi  =  {a,ßi),  und  dies  Ifihrt  wieder  auf  zwei  weitere  Funktionen 
(Kij'i)  und  (ßiYi)  u.  8.  w.  Nur  fiir  den  Fall,  dass«  der  Ausdruck 
("ißi)  in  «i"«  Punktion  von  «j  nnd  |3,  aHein  Ülterj^ehl,  wären  diese 
beiden  FunktiDiien  nicht  ausreichend,  um  darau»  durch  Differen- 
tiation noch  andere  abzuleiten,  Man  wiire  d.inn  geriüthii>t,  zunüchst 
noch  eine  dritte  Funktion  y,  als  besonderem  Integral  der  (ilei- 
chung  {a)  aul'zusueheii.  Ganz  ebenso  ertifilt  man  auch,  wenn  irgend 
zwei  Funktionen  ^g  und  y^  der  Gleichung  (b')  bekannt  sind,  eine 
dritte  Funktion  ä^  durch  den  Ausdruck  (ßt,y^)  und  alsdann  wieder 
noch  andere  in  der  Fnrm  {ß^S^)  und  (y^d^). 


VI.     InteKration  der  pnrtiellen   Dlfferenllalcleichnns 
der  Kwelten   Ordnnng  nnd  der  eraten  Stufe. 

Das  allgemeine  Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung 
der  zweiten  Ordnung  wird  uls  eine  endliche  Gleichung  gedacbt, 
worin  zwei  von  einander  unabhängige  nillkührliche  Funktionen 
vorkommen.  Wenn  die  partielle  Differeulinlgleiihung  nur  drei 
Veränderliche  hat,  so  ist  jede  dieser  beiden  Funktionen  will- 
kührlich  nach  einer  einzigen  veränderliche»  Grösse;  wenn  aber 
n-|;l  Veränderliche  da  sind,  so  hat  man  es  mit  willkührlichen 
Funktionen  von  n  — J  veränderlichen  Grössen  zu  (huii.  Eine  end- 
liche Gleichung,  welche  die  liezeichnettt  Kigenseliaft  besitzt,  wird 
jedesmal  als  das  allgemeine  Integral  der  puitiellen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  angesehen;  und  wenn  es  aueh  vnr- 
kommt,  dass  sich  gleichzeitig  verschiedene  endliche  Gleichungen 
der  Art  vorfinden,  so  glaubt  man  doch  annehmen  zu  dürfen,  dass 
die  Verschiedenheit  eine  nur  scheinbare  sei  und  dass  jede  davon 
auf  irgend  eine  der  übrigen  sich  zurückführen  lasse. 

Ueber  die  Art  und  Weise,  wie  die  beiden  willkührlicben 
Funktionen  in  dem  allgemeinen  Integral  auftreten,  ISsst  sich  vrenig 
sagen,  was  allgemein  Gültigkeit  hätte.  INur  dies  mag  zan9cbart 
bemerkt  worden,  dasa  nicht  jede  endliche  Gleichung,  worin  ewei 
willkührlicfae  Funktionen  von  der  bezeichneten  Eigenschaft  vor- 
kommen,  als  das  allgemeine  Integral  einer  partiellen  Differenftal- 
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gleidbuDg  der  zweiten  Ordimrig  betrachtet  werden  dürfte.  Denn 
wenn  z.  B.  das  allgemeine  Integral  einer  partiellen  Differential- 
gleichung der  zweiten  Ordnung  mit  den  drei  Veränderlichen  zy  x 
in  der  Form  r-=0  vorliegt,  so  hat  man,  um  daraus  die  partielle 
Differentialgleichung  wieder  abzuleiten,  vor  Allem  die  folgenden 
fvinf  Gleichungen : 

(S)=».  (©=»^  (S)=«.  C^,)'».  (0)=" 

herzustellen.  Durch  d,ie  Elimination  der  willkuhrlichen  Grössen 
zwischen  diesen  Differentialgleichungen  und  der  endhchen  Glei- 
chung T=:0  ergiebt  sich  die  partielle  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung.  Denkt  man  sich  nun  t  als  eine  bestimmte 
Funktion  der  drei  Veränderlichen  zyx  und  der  beiden  willkuhr- 
lichen Funktionen  €p(ci)  und  tf;(/3),  so  finden  sich  in  jenen  sechs  Glei- 

dq>    d^w         d'üf    d^ip 
chungen  die  sechs  willkuhrlichen  Grossen  g),  t-  »  ^'2*  '^9  "Iß*  "Jm 

vor.  Man  kann  aber  aus  sechs  verschiedenen  Gleichun«;en  nur 
fiinf  von  einander  unabhängige  Grössen  eliniiniren ;  und  daraus 
folgt,  dass  jene  Gleichung  r=0  nur  dann  als  das  allgemeine  In- 
tegral einer  partiellen  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
mit  drei  V^eränderlichen  angesehen  werden  könnte,  wenn  die  bei- 
den willkfihrlichen  Funktionen  in  der  Weise  auftreten ,  dass  durch 
die  Elimination  von  irgend  fiinf  jener  willkuhrlichen  Grössen  zu- 
gleich die  sechste  hin  wegfällt.  Man  kann  auch  sagen,  das  Vor« 
kommen  der  beiden  willkuhrlichen  Funktionen  müsse  von  der  Art 
sein,  dass  in  jenen  sechs  Gleichungen,  welche  bei  der  Elimina- 
tion des  Willkuhrlichen  zu  verwenden  sind,  nur  fOnf  verschiedene» 
von  einander  unabhängige  Grössen  sich  vorfinden,  welche  allein 
das  WillkCihrliche  einschliessen.  Denn  nur  so  ist  es  möglich,  das 
Willkührliche  zu  eliminiren. 

Nun  giebt  es  aber  einen  Fall ,  welcher  vor  Allem  bemerkens- 
werth  ist.  Wenn  nämlich  das  allgemeine  Integral  t  =  0  von  sol- 
cher Beschaffenheit  ist,  dass  die  eine  der  beiden  willkuhrlichen 
Funktionen  <p  und  if;  schon  nach  den  ersten  Differentiationen  eli- 
minirt  werden  kann,  so  dass  also  durch  diese  Elimination  eine 
partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  6=0  entsteht, 
worin  nur  noch  dii^  andere  willkährliehe  Funktion  vorkommt,  so. 
ist  leicht  nachzuweisen,  dass  diese  partielle  Differentialgleichung- 
der  ersten  Ordnung  0  3=0  allein  ausreicht,  um  daraus  die  zuge- 
hörige partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  aluu'^- 
leiten.  Denkt  man  sich  z.  B.  die  Gleichung  r=:0  wieder  als  das 
allgemeine  lutegra\  einer  partieHeii  Differentialgleichung  der  anei- 
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len  Ordnung  mit  dei 
ilera^emlis^  an ,    Aasi 


I  drei  Verfinderlichen  ii/x,    i 
I  aus  den  drei  Gleichungen: 


eine  partielle  Differenlialgleichung  der  ersten  Ordnung  0=0  sieb 
herstellen  lässt,  worin  nur  noch  die  eine  nillkiihrÜche  Funktion 
71  vorkommt,  so  lassen  sich  jene  sechs  Gleichungen,  welche 
überhaupt  zur  Elimination  der  heiden  tvillkilhrlichen  Funktionen 
71  und  ^  gegeben  sind,   auch  durch  die  folgenden  seL-lis  ersetzen: 


1. 


Mit  demselben  Rechte  kDniite  man  sich  auch  der  <jleichungeii: 


(S)=» 


bediel 


Die  drei  Gleichungen  1.  sind  nach  der  Annahme  frei 
von  9),  während  diese  Grösse  in  den  Gleichungen  2.  und  3.  noch 
eine  ijtelle  fmdet  Wollte  man  nun  annehmen,  dass  die  Glei- 
chungen 1.  zur  Elimination  der  andern  »illkührlicbeo  Funktion  ^ 
unzureichend  seien,  dass  also  hierbei  noch  die  drei  übrigen  Glei- 
chungen zu  Hilfe  genommen  werden  müssten,  so  ivürde  dies  vor- 
aussetzen, dass  man  die  Grösse  qi,  welche  in  den  Gleichungen  1. 
fehlt,  aus  den  Gleichungen  2.  und  auch  aus  den  Gleichungen  3. 
eltminiren  könne,  da  es  nur  so  möglich  nSre,  eine  weitere  Glei- 
chung zu  gewinnen,  worin  die  M'illkahrliche  Funktion  i/i  allein 
vorkommt.  Nun  kann  man  aber  aus  den  Gleichungen  2.  nichts 
weiter  als  blosse  Funktionen  von  x  eliminiren;  und  ebenso  lassen 
sich  aus  den  Gleichungen  >1  nur  Funktionen  von  y  eliminiren. 
Aus  diesen  beiden  Gruppen  von  Gleichungen  kann  also  nichts 
Gemeinschaftliches,  was  zugleich  von  Veränderlichen  abhängig 
wäre,  eliminirt  werden;  und  hieraus  folgt  denn,  dass  die  drei 
Gleichungen  1.  zur  Elimination  der  in  0^0  vorkommenden  will- 
kührlichen  Funktion  ^  jedenfalls  ausreichen,  wenn  die  Gleichung 
T^O  überhaupt  das  allgemeine  Integral  einer  partiellen  Differen- 
tialgleichung der  zweiten  Ordnung  darstellt.  Damit  ist  aber  auch 
der  Beweis  geliefert,  dass  die  partielle  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung  jedesmal  von  einer  partiellen  Differentialgleichung 
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der  ersten  Ordnung  abgeleitet  werden  kann,  welche  dann  selbst 
das  allgemeine  Integral  t  =  0  der  ersteren  Gleichung  liefert ,  wenn 
dieses  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  eine  der  beiden  willkShr- 
liehen  Funktionen  schon  nach  den  ersten  Differentiationen  zum 
Verschwinden  gebracht  werden  kann.  Wenn  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung der  zweiten  Ordnung  auf  eine  partielle  Differen- 
tialgleichung der  ersten  Ordnung  zurückgeführt  werden  kann, 
welche  dann  selbst  das  allgemeine  Integral  der  ersteren  Gleichung 
liefert ,  so  sagt  man ,  dieselbe  besitze  ein  erstes  Integral.  Es  mag 
mir  gestattet  sein,  um  mich  kürzer  ausdrücken  zu  können,  in  die- 
sem Falle  die  Differentialgleichung  eine  der  ersten  Stufe  zu  nennen. 

Die  Bestimmung  des  ersten  Integrals  ist  keinen  besonderen 
Schwierigkeiten  unterworfen.  Unter  den  partiellen  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnung  mit  drei  Veränderlichen  betrach- 
ten wir  zunächst  die  Gleichung: 

worin  X  V  Y  Z  bestimmte  Funktionen  der  drei  Veränderlichen 
zy  X  und  der  Differentialquotienten  Xy  und  ix  sind.  Als  erstes 
Integral  hat  man  hier  jedesmal  die  Gleichung  j3  =  9>(a),  wo  9 
eine  willkübrliche  Funktion,  a  und  ß  aber  bestimmte  Funktionen 
der  fünf  Grössen  ZyZxzyx  sind.  Depn  es  lässt  sich  keine  Dif- 
ferentialgleichung der  ersten  Ordnung  angeben,  worin  eine  will- 
kübrliche Funktion  in  anderer  Weise  aufträte,  und  welche  zugleich 
eine  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  von  der 
angegebenen  Form  zur  Folge  hätte.  Um  die  beiden  Funktionen 
a  und  j3  zu  bestimmen,  schreibe  man  das  erste  Integral  ß — q>{u)7sXi 
abkürzend  in  der  Form  t  =  0.  Daraus  entstehen  die  beiden  Dif- 
ferentialgleichungen : 

dx  d^z      dx     d^z       dt        ^_n 
^-  dzy  dv« ■•' dzs  dxdy  +  dz^^ "*■%"""' 

9  i^T    d^z        dx  d!^z      dx         dx ^ 

dzy  dxdy  ^  dzx  dx^     dz^'     dx 

Wenn  nun  aber  die  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten 
Ordnung : 

dx^  "*"       dxdy         dy^ 

in  der  That  durch  die  Elimination  von  tp  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen abgeleitet  werden  kann,  so  gelangt  man  zn  einer  iden- 
tischen Gleichung,    sobald  man  irgend  zwei  von  den  drei  Diffe- 
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reDtialqaotienten  der  zweiten  Ordfluo^  ans  den  Gleichungen  1.  nnd 
2.  entfrickelt^  und  deren  Werthe  in  die  partielle  Differentiaiglei- 
cbnng  einsetzt.    Eliminirt  man   die   beiden  DifferentialquotieBten 

dsi^  mid   "STÄt   so  gelangt  man  zu  der  folgenden  Gleichung: 

Da    nun    der  Differentiaiquotient   zweiter    Ordnung     ,    ,     weder 

in  den  CoeiBzienten  der  partiellen  Differentialgleichung^  noch  auch 
in  der  Funktion  x  vorkommt,  so  kann  diese  Gleichung  nur  dadurch 
zu  einer  identischen  werden,    dass  sowohl  der  gemeinsame  Fak- 

tor  Ton  i  w  9  als  auch  der  Rest  der  Gleichung  für  sich  ver- 
schwindet. Zur  Bestimmung  von  r  hat  man  demnach  die  beiden 
Gleichungen : 

\azy/  diy  dzx  ■        \dzx/ 

Y  dx  /dt        dv\  dt  (dt         dt\         dt  dt      ^ 

Daraus  bildet  man  aber  leicht  zwei  andere  Gleichungen,  welche 
in  Bezug  auf  die  Differentialquotienten  der  gesuchten  Funktion  % 
von  dem  ersten  Grade  sind.  Denn  die  erstere  schreibt  sich  auch 
in  der  Form : 

(a)  ^^-(^±VT^^^ÄP)J^=0 

oder  als  Differentialgleichung  mit  nur  zwei  Veränderlichen: 

Xdix\(y±  S^V^-JiY)  dzy  =  0. 

Man  eliniinire  damit  die  Grösse  ^,  und  so  geht  dann  die  andere 
Gleichung  über  in: 

Bringt  man  nun  aber  an  die  Stelle  von  t  die  obige  Form 
ß  —  q>{(i)f  so  zeigt  es  sich,  dass  jede  der  beiden  Funktionen  u 
und  ß  den  Differentialgleichuneeu  ^a)  und  (b)  an  der  Stelle  von 
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X  geAügen  muss.  Darin  ist  denn  sugleich  die  Bedingung  ausge- 
sprocbeoy  unter  tielcher  die  vorliegende  partielle  Differentialglei- 
chung der  «weiten  Ordnung  ein  erstes  Integral  besitzt.  Wenn 
es  nicht  £wei  verschiedene  Funktionen  von  der  bezeichneten 
Eigenschaft  giebt,  dann  giebt  es  auch  kein  erstes  Integral. 

Für  den  Fall  JIl=0  bedürfen  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  einer 
Verwandlung  9  damit  dieselben  gleichbedeutend  seien  mit  den  ur- 
sprünglichen Differentialgleichungen,  welche  in  Bezug  auf  die 
Differentialquotienten  von  r  quadratisch  sind.    In   dieser  Absicht 

multiplizire  man  dieselben  mit  V4z\f  V^  —  XY  und  es  entstehen 
die  neuen  Gleichungen : 

deren  man  sich  in  dem  angegebenen  Falle  zu  bedienen  hat,  wäh- 
rend für  den  Fall   F=0  nur  die  vorigen  Formen  brauchbar  sind. 

Wenn  gleichzeitig  Ä=0  und  F=0  ist,  so  erhält  man  die 
Gleichungen : 


=...a2F(|„  +  §)^Z^=0 


oder 


*=Oo...F(J^+|)  +  z^.=a 


Das  zweite  Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung  kann  so  beschaffen  sein,  dass  nach  den  ersten 
Differentiationen  sowohl  die  eine,  als  die  andere  der  beiden  will- 
kührlichen  Funktionen  sich  eliminiren  lässt.  Es  versteht  sich, 
dass  man  in  diesem  Falle  zwei  verschiedene  erste  Integral  formen 
auffindet.  Man  gelangt  zu  diesen  beiden  Integralformen,  indem 
man  entweder  die  in  den  Gleichungen  (a)  und  (b)  vorkommende 
Wurzelgrüsse  das  eine  Mal  mit  dem  positiven,  das  andere  Mal 
mit  dem  negativen  Vorzeichen  gebraucht;  oder,  wenn  nur  eine 
Form  der  beiden  Differentialgleichungen  (a)  und  (b)  benutzt  wird, 
indem  man  dann  drei  verschiedene  Funktionen  a,  ß  und  y  darsteih, 
welche  denselben  gleichzeitig  Genüge  leisten. 

Um  das  zweite  Integral  mit  seinen  beiden  willkfihrlicheu 
Funktionen  zu  erhalten,  wird  man  das  erste  Integral  der  Integra- 
tion unterwerfen.  Wenn  zwei  verschiedene  Integralformen  der 
Art  vorliegen,  so  kann  man  auch,  anstatt  eines  davon  in  der  an- 
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gefi^ebenen  Weise  zu  benotzen,  von  den  beiden  Formen  gleich- 
zeitig Gebrauch  machen.  Man  berechne  daraas  die=  beiden  Werthe 
Xy  nnd  ix,  und  die  Bestimmung  des  zweiten  Integrals  ist  dann 
zurOckgefiCihrt  auf  die  Integration  der  vollständigen  Differential- 
gleichung : 

dz  =  Zydy  •{-  Zxdx, 

Es  ist  schon  vorhin  erwähnt  worden,  dass  die  Rechnung,  wo- 
durch man  zu  den  beiden  ersten  Integralformen  gelangt,  insofern 
solche  überhaupt  bestehen,  sich  zweifach  gestaltet.  Wenn  man 
den  letzteren  Weg  einzuschlagen  hat,  wo  es  drei  verschiedene 
Funktionen  giebt,  welche  einer  und  derselben  Form  der  beiden 
Differentialgleichungen  (a)  und  (b)  Genüge  leisten,  so  stellen  die 
beiden  ersten  Integralformen  ein  und  dieselbe  Funktion  von  Zy 
und  Zs  vor,  da  diese  jedesmal  aus  derselben  Gleichung  (a)  gewon- 
nen wird.  In  diesem  Falle  erhält  man  das  zweite  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  durch  die  Elimi- 
nation eben  dieser  Funktion  zwischen  den  beiden  ersten  Integral- 
formen. 

d^z  d^z 

1.  Es  sei  nun  S^^^^£~i=^^'    Man  hat  hier: 

(a)  dzx  J:  adzy  rr  0, 

wo  jedes  der  beiden  Vorzeichen  benutzt  werden  darf.  Das  eine 
Mal  entsteht  zx  —  azyzziai.    Man  findet  dann  weiter: 

^dr      dv  .     dv      ^ 

(b)  ("  +  «*»)rfz  +  ^  +  ''^=^- 

Da  nun  r  eine  Function  von  a^zy x  sein  soll ,  so  erhält  man, 
wenn  cti  an  die  Stelle  von  zx  gebracht  wird,  die  neue  Gleichung: 

Man  genügt  durch  a=ai  und  ß  =  y  —  ax»  Das  erste  Integral 
zeigt  sich  demnach  in  der  Form: 

zx—azy  =  (piy—  ax). 

Das  andere  Mal  findet  man  das  erste  Integral: 

zx  +  azy  =  ijfiy  +  ax). 

Durch  die  zweite  Integration  entsteht  jedesmal  die  endliche  Gleichung : 

z=z(p(y'ax)  +  'iltiy  +  ax). 

2.  Ffir  die  Gleichung  t.v«^-,-2i„i.^^^  +  t,«^,  =  0  hat 
man: 

(a)  Zydzx  —  zxdzy  =  0. 
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2;- 
Daraus  folgt  aj  =  —  •     Man  bat  weiter : 

*y 

oder  auch,   wenn  man  z^c  mittels  «^  eliminirt, 

rfr  rfr ^ 

Daraus  erhält  man    a  =  ai,    j?=z    und    yrs^-f-ora^.     Man  hat 
also  die  beiden  ersten  Integrale : 

ai:=iq)(z)    und    y  +  JJ^i  =  if;(2). 
Durch  die  Elimination  von  Ui  gelaugt  man  zu  dem  zweiten  Integral : 

d^z       d^z         dzx 
3.    Es  sei    T-2  —  T^  +      ,     =0.  Man  findet  die  Gleichung : 

(a)  dzx  +  dzy  =  0. 

Doch  nur  das  untere  Vorzeichen  fuhrt  hier  zum  Ziel.    Man  hat 
Zx — zy  =  cciy    und  man  erhält  dann  weiter: 

,     .     .dr      dt   .    dz         Azx     dr       ^ 

Da  r  als  Funktion  von  oti,  Zy  y  und  or  sich  heraasstellt,  so  geht 
diese  Gleichung,  wenn  man  zugleich  z^  mittels  ui  eliminirti  über  in: 

/o  dr      dx      dz        izs    dt  ^ 

Diese  zerfällt  nun  aber  in  die  beiden: 

dr         rfr      ^  cir      rfr      dr     ^ 

(^+3^)5,-2^  =  0    und    «,^^----=0. 

Die  erstere  liefert  ß=i(x+y)ai+2z  und  die  andere  wird  dadurch 
umgewandelt  in  die  einfachere: 

dt       dt 
—--  4-  -—  =0 
dx       dy        ' 

Man  genügt  hier   durch  a  =  or  —  y   und  jS  =  ft  =  (ar  +  3^)  «i  -f  2i. 
Das  erste  Integral  hat  demnach  die  Form: 

(^  +  y)(«*— «y)  +  2j;  =  9(a?— y). 

d*i  i/*z  dz* 

4.    Esseinunzz,^,-(zy  +  zi,)^^^^  +  z,^=0.    Man  hat 

hier  die  beiden  Gleichungen: 

(a)  Zydxx  —  zxdzy  =:  0    und    idzx — dzy  :==  0. 
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(b)  ^:jz''-»  X.  =  0. 


Die  letztere  giebt  szx  — Zy  =  a|.    Alan  bat  weiter: 

dx  dz 

dx      *  dy 

Daraus  folgt  aber  a=a|    und  ß  =  i\    und  das  erste  Integral: 

5.  Es  sei  («Hixi,+2y^^+(zv*-i.«)^-(aHt.iy+x.*)^=0. 

Man  findet  hier  die  beiden  Gleichungen: 

(a) 

Die  Integration  der  ersteren  giebt: 

(z^-zj,)«-"'- 
Nun  hat  man  aber  weiter  die  Gleichung: 

(b)  (''  +  *»)rfz  +  5^  +  %  =  Ö- 

Man  genfigt  dieser  Gleichung  durch  a=3iX|    und  ß=.x  —  t/;    und 
das  erste  Integral  zeigt  sich  dann  in  der  Form : 

a^  +  ^ZxZy  =  {zx  —  Zy)^  q>(x — y). 

6.    Es  sei  noch 


2* 


Man  hat  hier  die  Werthe : 
X=zs+azy^l,    2F=(zx+azy)(l+A)-(l+c),     F=fe+iK,)6-<c; 
und  dies  ffihrt  auf  die  beiden  Gleichungen: 

(zx  +  azy  —  l)dzx  +  ((zx+azy)b  —  c)dzy    und     dzx+  </zy=0. 
Aus  der  ersteren  findet  man  durch  die  Integration: 

Man  findet  weiter  die  Gleichung: 

^dx  ^  dx      dt       - 
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Man  frenfif^t  dieser  durch  as=«|  und  j^ssjr — jf,  und  man  bat  daa 
allgemeine  Integral: 

Aach  die  allgemeinere  partielle  Differentialgleicbung 

^Kdx'^df     \dxdy)  J'^'^dx^^  ^^  dxdy'^  ^  dy^-^^ 

fährt  auf  ein  erstes  Integral  ß  =  q>(a),  viorin  a  und  ß  eben  so 
wie  die  Coeffizienten  der  Differentialgleichung  bestimmte  Funktio- 
nen der  drei  Veränderlichen  zyx  und  der  Differentialquotienten 
2y  und  2x  sind.     Denn  wenn  man  aus  den  beiden  Gleichungen 

dv  d^z       dx^    d^z       dx      .dr 

'•  dl^dJI^^  dzx  dxdy^  liz^^^'^  dy"^' 

€lx    d^z        dv  d^z      dx      ,«^i?__^ 
^-  dTyd^^ihxdx^^dz^^'^dx"^' 

worin  abkürzend  r=j3  —  q>(tL)  gesetzt  worden,  die  willkClbrlicbe 
Funktion  q>  eliminirt,  so  findet  man  eine  partielle  Differential- 
gleichung der  zweiten  Ordnung  von  der  vorliegenden  Form. 

r 

Dm  diejenigen  Gleichungen  zu  erhalten,   mit  deren  Hilfe  die 

Funktionen  a  und  ß   hier  sich   bestimmen  lassen,    vorausgesetat, 

<lass  ein  erstes  Integral  möglich  ist,  so  eliminire  man  wieder  die 

dH  dH 

beiden    Differentialquotienten  -j-^  und  ^2  ^"^  ^^^  Gleichungen 

1.  und  2.  und  aus  der  partiellen  Differentialgleichung.  IMan  gelangt 
so  zu  der  Gleichung: 


t 


.fdx        dx\  dx        (dx        dx\  dx       ^fdx\         dx  dx 

^Kdz^^^Tyjeb^y^^KJz^^^dijWx^         +^^&;3^ 

\dixj  ^  dxdy 
.  wif^'^     •  ^'^\/^^     ,  rf^\      v/dt      ,  dt\  dt 

\d2  '^  ■"  dyj  dzx  ""     dzs  dzy       ' 

d^z 
Nun  muss  aber  der  gemeinsame  Faktor  von  JZSZ  ^^^  ^'^^^  ftuch 
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der  Rest  der  Gleichung  för  sich  yerschiFlnden.  Man  erhfilt  dess- 
halb  zur  Bentimniuiig  von  r  zwei  partielle  Differentialgleichungen 
der  ersten  Ordnung,  welche  leicht  wieder  in  solche  des  ersten 
Grades  umgewandelt  werden  können.  Denn  schreibt  man  diesel- 
ben in  der  Form: 

■ 

r 

SO  ergiebt  sich  durch  die  Elimination  von  '^l  ^  **  +  J~  )  ""  ^5~ 
zunächst : 

+ a»'+  f Z)  (s)'=*- 

Durch  die  Auflosung  dieser  quadratischen  Gleichung  entsteht 
die  partielle  Differentialgleichung  des  ersten  Grades: 

(-)     <är^+S-^^,+(^±V  F«-(J[F+UZ))^^=0. 

Indem  man  diese  mit  der  zweiten  der  ursprünglichen  verbindet» 
so  erhält  man  noch  eine  andere  partielle  Differentialgleichung  des 
ersten  Grades»   nämlich: 

Es  kommt  also  darauf  an,  zwei  verschiedene  Funktionen  a  und 
ß  anzugeben,  von  denen  jede  die  beiden  Differentialgleichungen 
(a)  und  (b)  an  der  Stelle  von  r  erfüllt,  nachdem  man  der  darin 
vorkommenden  Wurzelgrosse  entweder  das  obere  oder  das  untere 
Vorzeichen  gegeben  hat. 

Wenn  zwei  verschiedene  partielle  Differentialgleichungen  der 
ersten  Ordnung  mit  den  drei  Veränderlichen  zyx  aus  ein  und 
derselben  endlichen  Gleichung  ihren  Ursprung  nehmen ,  und  zuerst 
nach  z  und  y,  sodann  nach  z  und  x  differentiirt  werden,  so  erge- 


erster  und  zweiier  Ordnung,  205 

beo  sich  vier  verschiedene  •  partielle!  DiffereDtialgleichungen  der 
zivelten  Ordnung/  woraus  eine  dritte  partielle  DifferentialgleichuDg 
der  ersten  Ordnung  abgeieitef  wird,    indem  man  dfe  drei  Diffe- 

£if2;j  i/a;j         ifi^ 

rentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  gj-^»    j^  ■   »  ^-2  eliminirt. 

Da  auch  diese  auf  jene  endliche  Gleichung  hindeutet,  so  setze 
man  die  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  ly  und  Zx^  wie 
sie  aus  den  beiden  ursprunglichen  Gleichungen  als  Funktionen 
von  lyx  sich  entwickeln,  hier  ein,  und  man  wird  so  entweder 
der  neuen  Gleichung  identisch  genügen  oder  jene  endliche  Glei- 
chung selbst  erhalten.  Wenn  der  CoefGzient  (7  der  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

fdH  d^z      (  d^z  Y\         ^^i  ^^x  «^» 

verschwindet,  so  ist,  wie  man  ,oben  gesehen  hat,  durch  die  bei- 
den Grossen  a  und  ß  des  ersten  Integrals  ß  =  g>(a)  nur  eine  ein- 
zige Funktion  von  Zy  und  zx  gegeben,  da  dann  die  Verschieden- 
heit der  beiden  Grossen  a  und  ß  immer  nur  in  dem  Vorkommen 
der  drei  übrigen  Veränderlichen  zyx  ihren  Grund  hat.  Weno 
aber  V  nicht  verschwindet,  so  sind  die  beiden  Grossen  a  und  ß 
des  ersten  Integrals  ß  =  q)(a)  jedesmal  durch  verschiedene  Funk« 
tionen  von  Zy  und  zx  ausgedrückt.  Man  hat  es  diesem  Dmstande 
zu  verdanken ,  dass  für  den  zuletzt  erwähnten  Fall ,  wo  ü  nieht 
verschwindet,  aus  den  beiden  ersten  Integralformen  > 

1.  /3  =  q){a)    und     d  =  '^(y) 

der  vorliegenden  partiellen  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord- 
nung, deren  zweites  Integral  jedesmal  durch  die  so  eben  ange- 
deutete Rechnung  dargestellt  wird. 

Diese  Rechnung  gestattet  aber  ganz  bemerkenswerthe  Ver- 
einfachungen. Gebraucht  man  nämlich  anstatt  des  ersten  Integrals 
ßz=zg)(ju)  die  einfachere  Gleichung  ß=:q)(a),  wo  a  eine  willkühr- 
liche  Beständige  ist,  um  aus  den  beiden  Gleichungen 

2.  jS  =  y(a)    und    d=zip(y) 

die  Differentialquotienten  Zy  und  Xx  als  Funktionen  von  xyas  dar- 
zustellen, 80  ist  einleuchtend,  dass  die  Integration  der  vollstän- 
digen Differentialgleichung 

dz  =:  Zydy  -\-  zsdx 

auf  eine  Integralform  f(zy  a: ä)=:0  führt,  welche  auch  durch  die 
Elimination  von  Zy  und  Zx  aus  den  drei  Gleichungen 

3.  as=a,    ßz=:(p(a)   und  dss^(y) 
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ersielt  wird.  Durpb  die  Uiffereotiatioii  von  f(zgapa)=sO  erhfilt 
man  wieder  die  Gleichungen  2.9  welche  dann  aber  in  der  Form 

«ich  zeigen.  Setzt  man  in  der  Gleichung  f{zyxa)^SiQ  an  die 
Stelle  von  a  die  Veränderliche  a  ein,  so  ergeben  sich  durch  die 
Differentiation  die  beiden  Gleichungen: 

5. 

df        df     df(du  dH       da    dH       da      .da\^ 
di^y^dy  +  da\dzy  dy^  +  dz»  dxdy  7  dz'^^  dyj—^' 

df        df      df/da     dH        da  d'h.    du      .du\_t^ 
dz^'^3i^da\a^dxdy^dzsda^^dz''^da:J'^^' 

Da  nun  aber  die  Gleichungen  4.,  nachdem  man  an  die  Stelle  von 

a  die  Veränderliche  cc  eingesetzt  hat,  mit  den  beiden  ersten  Inte- 

gralformen  L  gleichbedeutend  sind,  so  hat  man  anstatt  der  beiden 

df     ^ 
Gleichungen  5.  die  einzige  -i-=0,   worin  die  Differential quotien- 

ten  der  zweiten  Ordnung  nicht  mehr  vorkommen,  und  welche 
desshalb  nichts  anderes  sein  kann,  als  jene  dritte  partielle  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Ordnung,  welche  in  Verbindung  mit 
den  beiden  ersten  Integralfornien  l.  durch  die  Elimination  von  Zy 
und  Zx  das  zweite  Inteii^ral  liefert.  Die  Gleichung  f(zyxct)  =  0 
ist  übrigens  durch  die  Elimination  von  Zx  aus  den  Gleichungen  1. 
abgeleitet,  nachdem  dort  die  Grosse  a  an  die  Stelle  des  andern 
Differentialquotienten  Zy  eingeführt  worden.  Demnach  ergiebt  sich 
denn  das  zweite  Integral  auch  durch  die  Elimination  von  a  aus  den 
beiden  Gleichungen: 


df 
f(zyxa)z=zO    und    ^  =  0- 


7.    Es  sei 


d^z  rf*r 
dx^ 


dh_       (  dH  Y_^ 
c^«  -  \dxdy)  -"• 


Man  hat  die  beiden  Gleichungen 

dx        dx  dx         dft 

und  man  genügt  denselben  durch  jede  Funktion  t,  worin  nur  Zy 
und  Zx  vorkommen.  Man  kann  desshalb  a  =  Zy  und  ß^=^Zx  setzen. 
Man  genügt  aber  auch  durch  y  =  z^yzy  --  xzx.  Es  bestehen  dem- 
nach die  beiden  ersten  Integrale: 
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zx  =  g>(zy)    und    z  =  y ly + at»  +  if(zy). 

Man  setze  nun  z^  =  a  und  eliminire  i«.  Man  erhält  so  das  zweite 
Integral  durch  die  beiden  Gleichungen: 

2  =ya  +  a:g>ia)  +  t|;(a) , 

8.    Es  sei 

ar  +  y  /«^«z  rf«^       /  d^z  y\  d^z  d^z  rf«z  _ 

a     \dx^  dy^  ""  \dxdy)  )  ""^dx^  +(«*+^y)  rfa^rf^^""  ^'  rfy«  — "' 

Man  hat  hier  F+  V  F^  —  -^  1^-  P^  =  i(s*+2y)  +  4fe-«y).  Wenn 
man  das  untere  Vorzeichen  gebraucht ,  so  entstehen  die  beiden 
Gleichungen: 

x+y  ^dr         dr\  .      /rfr   .   c^tN     ^ 

Durch  die  Elimination  von   -r-  entsteht  die  einfachere: 

dt         dv      ^ 

der  man  genügt^  wenn  r  irgend  eine  Funktion  von  cciz^yzy  +  xzs, 
X,  Zx  und  Zy  ist.  Die  Gleichungen  (a)  und  (b)  zeigen  sich  dann 
aber  in  der  Form: 

Man  findet  die  beiden  Funktionen  a=:(a-fl)z  —  a^  "^^  /3=<dr—Zy» 
und  das  erste  Integral  zeigt  sich  demnach  in  der  Form: 

9((«+  1)2  — y:ry-  a^z*,  Zx—'Zy)=zO. 

Wenn  man  das  obere  Zeichen  vor  der  Wurzelgrosse 

gebraucht,  so  hat  man  die  Gleichungen: 

x+y/dr      .  dr\  .       dt   ,       dt      ^ 

xiv  x  +  y/dt      ,  dt\   .       rfr  .       dt      ^ 

(•»)  «  U  ^' + .W  +  ^*^ + ''5i;=o- 

'Iheil  XXXIII.  20 
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Durch  die  »Subtraktion  erhält  man  die  einfachere: 

dt     dx      dt      ^ 

Man  genügt  durch  eine  beliebige  Funktion  von  ai=.x+y,  zs  und 
Zy.     Die  Gleichungen  (a)  und  (b)   gehen  dadurch  über  in: 

a  dai       ^  diy       "dzx 
Daraus  folgt  aber  a=-^  und  /3  =  ~,   und  das    erste  Integral   in 

Zy  Zy 

der  Form: 


Man  setze  nun  Zx — Zy  =^ay  und  die  beiden  ersten  Integrale  gehen, 
wenn  z«  eliminirt  wird,  über  in: 

V       Zy  ^/ 

Man  schreibe  dieselben  einfacher: 

Endlich  vertausche  man  noch  a  gegen  ,  und  die  Elimination 

von  Zy  ffihrl  auf  die  Gleichung : 

az  =  x  +  (a;  +  y)  i/;(a(a:  +  y)«)  +  qp(a). 

Um  das  zweite  Integral  zu  erhalten,   vrird  man  a  eliminiren   mit- 
tels der  Gleichung   z  =  (ar  +  ^)"+^ .  '»/''(«(^+y)")  +  <p'(cc), 

9»    Es  sei  noch 
dz^  dH       f  dH  \      ,,-  .     ^^  d'^z      ^         d^z       „        „  rfz« 


Y 15 =v. 


a  a^ 


Man  hat  hier  F*  —  A'F —  ÜZ=:0  und  die  beiden  Gleichungen : 
dx      ^  dx     ,^,        ^^  r7r  dx  ^  V^I+z?+z^     ,, 
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Man  multlpüzire  die  «rstere  mit  zy,  die  andere  Gleichung  mit  Xx, 
und  man  erhält  durch  die  Addition  : 

/   ft  •     «N*^*  L      dx         dx  dx  dx    (1  +ix«  +  iy*)«      ^ 


wird,    über  in: 


Daraus  folgt  ixi  =  — ,    und  die  (Gleichung  geht»    wenn  i^  elimiiiirt 

Zx 


Man  genügt  derselben  durch  die  drei  einfacheren  Gleichungen: 

^'"(l  +  (l  +  «i«)zx«)8-"' 

**»-(i+(i-t«,«)i,«)j-"' 

'^       (l +  (l  +  «,4)  !,«){- "• 

Die  Integratioii  liefert  die  drei  Funktionen: 

Man  genügt  dadurch  aber  auch  den   beiden  Gleichungen  (a)  und 
(b),  und  man  hat  somit  die  beiden  ersten  Integralformen : 

nzy         .       q        


a 


Man  setze  nun  s-l-    ^ ■      .=«*    Die  Elimination  von  i»  und 

2x  fiEIhrt  dann  auf  die  Gleichung: 


SOG    Wiilir:    fniepraüCH  der  purUeiien  DiferemHalgieickumfem 

Vm  das  ztreite  lutegral  za  erhalten ,  wird  mao  a  eliminiren  mit 
Hilfe  der  Gleichung 

»-«+  (y-g>(«))g>'(«)  +  (:r-v(«))*'(«)=0. 

Das  obi^e  Verfahren,  «wodurch  man  das  erste  Integral  einer 
partiellen  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  mit  drei  Ver- 
änderlichen darstellt,  lässt  sich  ohne  Weiteres  auf  partielle  Dif- 
ferentialgleichungen mit  mehr  als  drei  Veränderlichen  übertragen» 
Wenn  z.  B.  die  vier  Veränderlichen  z^  y,  x  und  w  vorkommen, 
schreibt  man  das  erste  Integral  in  der  Form  y=.q)(aß),  wo  o, 
ß  und  /  bestimmte  Funktionen  dieser  Veränderlichen  und  der  drei 
Differentialquotienten  erster  Ordnung  Zy,  zx  und  zy  bezeichnen. 
Denn  wenn  man  die  Form  y  =.  q>(ciß)  nach  einander  in  Bezug  aaf 
2  und  y,  2  und  a:,  z  und  w  differentiirt,  so  entstehen  drei  Diffe- 
rentialgleichungen, welche  durch  die  Elimination  der  beiden  will- 

köhrlicben  Funktionen  j,—  und  ^  eine  bestimmte  partielle  Diffe- 
rentialgleichung der  zweiten  Ordnung  herbeiführen. 
Um  nun  das  erste  Integral  für  die  Gleichung 

i|.5[!L  .  2S--- +  27'-^  +  Jf— +2 F-^+ F— =  Z 

dw'^  dwdx  dwdy  "^     daß^  dxdy         dy^ 

zu  bestimmen ,  worin  W  S,,..Z  Funktionen  von  ZyZxZwzyxw 
sind,  schreibe  man  dasselbe  vorerst  wieder  abkürzend  in  der 
Form  r  =  0.  Die  drei  Differentialgleichungen,  welche  durch  die 
Elimination  des  VVilikührlichen  die  vorliegende  partielle  Differen- 
tialgleichung herbeiführen,   zeigen  sich  dann  in  der  Form: 

dr  dH   ,    dx    d?z     ,   dx     d^z        dx         dx      ^ 
dzy  dy'^      dzx  dxdy      dzw  dwdy      dz  ^      dy        ' 

dx    d^z     ,    dx    d^z       dx     dH        dx  dx      ^ 

dzy  dxdy      dzx  dx^      dzw  dwdx      dz     ^  dx        ' 

dx    d^z        dx    d^z         dx    dz       dx         dx       . 
dzy  dwdy  '  dzx  dwdx      dzn  dw^     dz  ^^  dw  "" 

Wenn  man  damit  von  den  sechs  Differentialquotienten  der  zwei- 
ten Ordnun<>  irgend  drei  aus  der  vorliegenden  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung  eliminirt,    so   gelangt  man    zu    einer   identischen 

dP'z     d^z  d-z 

Gleichung.   Durch  die  Elimination  von  -r-s»  j-a  und  -r—o  entsteht: 
°  dy^    dx^  dw^ 
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\dzxj  dzx  dzw         \d2w/     dzy  dwdx 

ydzyj       "    dzy  dzw         \dzwj     dzx  dtody 

^      \dzyj  dzy  dzx  \dzxj     dzw  dxdy 

^dx  dx fdz      ,^\  ,  Y^^  dx fdx      ,^\ 
dzx  dzy\dz  ^  '■  dwj  "     dzw  dzy\dz  *      Ja:/ 

yrf£  dx^/dx  dx\  (ix    dx     rfr    _  ^ 

dr.p  ilzx\dz   "^     dwJ  diw  dzx    dzy 

Doch  kann  man  dieser  Gleichung  nur  dadurch  genügen ,  dass  man 

d^z  d^z  d^z 

die  Faktoren  von    -j—^-»    j—j-   und     .    ,     und  auch  den  Rest 
^  awax      dway  dxdy 

der  Gleichung   einzeln    genommen  verschwinden   lässt.     Man  bat 

demnach  zur  Bestimmung  von  x  die  vier  Gleichungen: 


\dzxj  dzx  dzw  \dzw/  ' 

\dzyj  dzy  dzw  \dzwj   ""    ' 

^^  dx  dx  /dx       idx\  dx  dx /dx      .dx\ 

dzx dzy\dz   ^     dwJ  ^     dzw  dz\dz  *'      rfär/ 


-.dx  dx^/dx      .dx\         dx_^dx  dx ^ 

dzw  dzx\dz  ^      dyj        dzw  dzx  dzy 

Daraus  ergeben  sich  aber  vier  andere  Gleichungen,  vrelche  in 
Bezug  auf  die  Differentialquotienten  von  x  vom  ersten  Grade  sind. 
Denn  aus  den  Gleichungen  1.,  2.  und  3.  bestimmen  sich  zunSchst 

die  beiden  Quotienten    j-  r-y—rr*  und  ^— :-|— =^    Mao  hat: 

dzx   dzw  dzy   dzw 

1.  Ws^'-^Ss  +  X  =0, 

2.  W(^-2Tt+  Y  =0, 

3.  ^f*-2F<i+F*2=0. 
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Nachdeip  in^ii  einen  von  den  beiden  Quotienten  j  und  t  aus  den 
quadratischen  Gleie(iungeo  1.  und  2.  bestimmt  hat,  hat  man 
sur  Berechnung  des  andern  eine  Gleichung  des  ersten,  Grades. 
Dann  multiplizirt  man  die  Gleichung  1.  mit  t^,  die  Gleichung  2. 
mit  s^,  und  zieht  dann  von  deren  Summe  die  Gleichung  3.  ab, 
60  entsteht: 

0 

Damit  die  so  berechneten  Werthe  Ws  =  Si  und  Wt  =  7i  die 
Gleichungen  1.,  2.,  3.  gleichzeitig  erfüllen,  muss  zwischen  den 
Coeffizienten  dieser  Gleichungen  eine  Bedingungsgleichung  bestehen. 
Man  schreibe  dieselben  in  der  Form: 

1.  .     (PF*-Ä)a=Ä2— TFJT, 

2.  (  m—  T)«=:  T«-  Wl\ 

3'.  (^Wi-'S){Wt—T)  =  ST—Wr. 

Daraus  folgt  dann  auf  der  Stelle  die  Bedingungsgleichung: 

(Ä«—  WXUT^^  WY)  =  (Sr-  WV)^, 
oder  auch  die  mehr  symmetrische: 

Wenn  diese  Bedingungsgleichung  erfüllt  ist,  hat  man  zur  Be- 
stimmung von  r  die  drei  Gleichungen : 


(c) 

dz\    .    ,^  /c/r      .  dt\  .  ^  /rfr      .  €lr\  dz 

dy)  ^     dzu> 


'^(£'-+a)  +  ^(l-4:)+''.(s'.+5;)  +z^  =0, 


WX  WY 

worin    abkürzend    — ^ —  =  S^  und     rp    =  T^   gesetzt  worden    ist. 

Äi  ix 

Wenn  es  drei  verschiedene  Funktionen  a,  ß  und  y  giebt,  von  denen 

jede  gleichzeitig  diese   drei  partiellen  Differentialgleichungen   an 

der  Stelle  von  r  erfüllt,  so  besteht  auch  ein  erstes  Integral,  und 

dieses  hat  dann  die  Form   y  =  qi{a  ß). 
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10.    Es  sei  nun 

Man  hat  hier  die  Gleichungen: 

(a)  wdt^  +  xdzf  =  0, 

(b)  u;<fzio  f  yc^Jy  =  0. 

Die  ersteregiebt  tozw -f  a?Z:r  =  ^i ;  die  andere  aber  geht,  wenn  man 
2v  mittels  c^i  eliminirt,  über  in  dai  ^ydxy^izO,  Darausfolgt  aber 
ai-\-yiy^=:%D2w-\-xzx-{-yzy  =3  a^\  und  das  erste  Integral  ist  demnach' 
eine  Funktion  von  v^,  z,  y,  x  und  w.  Nun  hat  man  weiter  die 
Gleichung: 

^       .dt  ^      dr  ^    dz  ^    dr      ^ 

(c)  («^^«+^'x  +  y*i/)5^+fi^^+:r^+y3^=0. 

Man    eliminire   einen    der  Differentialquotienten   mittels    0^2,    nnd 
es  ist: 

dr  ^      dr  ^     dt   ^     dt       _ 

Man  genügt  durch  «=— ,  iS  =  — ,  7=0»;  und   das  erste  Integral 
zeigt  sich  desshalb  in  der  Form: 


wzu,  +  arz.+y^j,  =z(p^^^y 


Wenn  die  Anzahl  der  Veränderlichen  zunimmt,  so  mehren  sich 
rasch  auch  diejenigen  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung  und  des  ersten  Grades,  welche  alle  durch  das  erste  In- 
tegral der  partiellen  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
befriedigt  werden.  Wenn  n-|-l  Veränderliche  vorkommen,  so 
schreibt  .sich  das  erste  Integral  in  der  Form:  q){aßy.,,.)^^0, 
was  eine  willkührliche  Funktion  von  n  bestimmten  veränderlichen 
Grossen  ist.  Durch  die  Differentiation  ergeben  sich  daraus  n 
verschiedene  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung,  mit  deren 

Hilfe  man  die  n  Differentialquotienten  Tr-g,   'J~2'  X^'""     *'*' 

miniren  kann.  Nach  vollzogener  Elimination  bleiben  noch  — i~cP~ 
Differentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  in  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung zurück.      Diese    fällt    desshalb    in   -W-«      + 1 
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verschiedene  Gleichungen  aus  einander,  welche  fi^ieder  alle  als  par- 
tielle Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten 
Grades  dargestellt  werden  können.  Jede  von  den  n  verschiede- 
nen Funktionen  aber»  welche  in  dem  allgemeinen  Integral 
^(ajSy....)  =0  Platz  nehmen,  muss  allen  diesen  Differentialglei- 
chungen Genüge  leisten. 

Es  hat  nun  auch  keine  Schwierigkeit,  die  partielle  Differen- 
tialgleichung der  ersten  Ordnung  zu  bestimmen »  von  der  man 
weiss  9  dass  sie  mehreren  partiellen  Differentialgleichungen  der 
zweiten  Ordnung  gleichzeitig  Genüge  leistet.  Es  kommt  dann 
nur  darauf  ,an^  die  allgemeinste  Funktion  zwischen  den  vorkom- 
menden Veränderlichen  und  den  Differentialquotienten  der  ersten 
Ordnung  anzugeben,  welche  gleichzeitig  alle  diejenigen  partiellen 
Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Gra- 
den erfüllt,  welche  jede  der  vorliegenden  partiellen  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnung  nach  den  jetzt  bekannten  Re- 
geln für  sich  zur  Folge  hat. 

Hat  man  z.  ß.  die  beiden  Gleichungen : 

F-^    .    Y—  =  Z 
dxdy  dy'^ 

und 

^^dx'^^  ^^dxdy^^^' 

wo  V  y...,Zi  bestimmte  Funktionen  der  drei  Veränderlichen 
zyx  und  der  Differentialquotienten  erster  Ordnung  Zx  und  Zy  sind, 
80  kommt  es  auf  die  Bestimmung  derjenigen  Funktion  r  an, 
welche  gleichzeitig  den  folgenden  vier  Gleichungen  Genüge  leistet: 

^    '  dzy  äzx 


«  ^.(s=-+£)+^.£=«- 


Die  Gleichungen  (a)  und  (a')  verlangen  die  Bedingung  FFi  =  A'|  F, 
und  sind,  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  identisch. 

]\]an  darf  nicht  glauben,  dass  die  partielle  Differentialgleichung 
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\ 


der  zweiten  Ordnung  mit  drei  Veränderlichen  immer  nur  den  vor- 
hin betrachteten  Formen  angehöre,  wenn  sie  ein  erstes  Inte«:ral 
besitzt.  Man  bat  dort  das  erste  Integral  jedesmal  durch  die  Glei- 
chung ß=iq>(ci)  ausgedruckt,  worin  «und  ß  bestimmte  Funktionen 
der  drei  Veränderlichen  zyx  und  der  Differentialquotienten  erster 
Ordnung  Zy  und  Zx  sind.  Es  lässt  sich  aber  eine  viel  allgemei- 
nere partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  anschrei- 
ben, woraus  durch  die  Elimination  einer  willkrihrlichen  Funktion 
eine  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  hervor- 
geht.    Nimmt  man  nämlich  die  Gleichung: 

ßz=z(p(a), 

wo  nun  ß  eine  bestimmte  Funktion  von  Zy,  Zx,  z,  y,  x  und  a  ist, 
a  aber  eine  veränderliche  Grösse,  zu  deren  Bestimmung  die  Glei-' 
chung : 

5^  =  9»  («) 

gegeben  ist,  so  entstehen  durch  die  Differentiation  die  beiden 
Gleichungen: 

dß  dH      dß     d'^z       dß         dß__ 
dzy  dy^  +  dzx  dxdy  ^dz^^^d^"^' 

dß  _^.dßdH_dß      ,dß_ 
^'  dzy  dxdy^  dzx  dx^^  d%^'^  dx-^^' 

und  die  Elimination  von  a  liefert  eine  partielle  Differentialgleichung 
der  zweiten  Ordnung,  worin  nichts  Willkührliches  mehr  vorkommt, 
welche  aber  nicht  immer  den  schon  oben  angegebenen  Formen 
angehört,  sondern  eine  viel  allgemeinere  Funktion  der  Differential- 
quotienten der  zweiten  Ordnung  darstellt. 

Wenn  eine  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord- 
nung af;  =  0  integrirt  werden  soll,  welche  auf  die  soeben  ange- 
gebene Weise  entstanden  ist,  so  wird  man  zunächst  jene  beiden 
Gleichungen  1.  und  2.  herstellen,  deren  gemeinsames  Integral 
die  Gleichung  ß  =  q){a)  ist.  Es  versteht  sich,  dass  man,  nachdem 
die  eine  von  diesen  beiden  Gleichuns^en  aufgefunden  worden,  mit 
Hilfe  der  vorliegenden  Differentialgleichung  i/;  =  0  dann  leicht 
auch  die   andere  erhält.     Denn  wenn  z.  B.   die  Gleichung  1.  be- 

d^z 
kannt  ist,  so   hat  man  den  Differentialquotienten  -r-^    daraus    zu 

entwickeln,  und  in  die  Gleichung  ij;  =  0  einzusetzen,  um  die  Glei- 
chung 2.  darzustellen.  Um  nun  aber  die  eine  dieser  beiden  Glei- 
chungen,   oder  auch  irgend  eine  andere  daraus  abgeleitete  Glei- 
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chung  so  erhalten 9  schreibe  man  dieeelbe  abkürteud  io  der  Form 
r=:0.  Dtfferentiirt  man  die  beiden  Gleichungen  r=0  und  tf;=0 
nach  X  und  dann  auch  nach  y^  so  ergeben  sieh  vier  Differential- 
gleichuDgen  der  dritten  Ordnung.  Man  rnuss  aber  beachten»  dass 
dadurch  nur  drei  wesentlich  verschiedene  Gleichungen  gegeben 
sind,  da  jene  vier  Gleichungen  alte  durch  zweimaliges  Differen- 
tiiren  aus  einer  einzigen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 
entspringen.    Man  eliniinire  irgend  drei  von  den  vier  Differential- 

quotienten  der  dritten  Ordnung  ^,.5^,.    iJ^^>   5^s>  »"«» 

man  erhält  dann  jedenfalls  eine  identische  Gleichung,  so  dass 
also  der  Faktor  des  zurückgebliebenen  Differentialquotienten  der 
dritten  Ordnung  und  auch  der  Rest  dieser  Gleichung  ffir  sich 
verschwindet  Auf  diesem  Wege  gelangt  man  zu  zwei  verschie- 
denen- partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  und 
des  ersten  Grades,  woraus  diese  Unbekannte  r  als  Funktion  der 
drei  Veränderlichen  z,  y,  x  und  der  Differentialquotienten  erster 
und  zweiter  Ordnung  hervorgeht. 

Um  diese  Rechnung  möglichst  zu  vereinfachen,   nehme  man 
an,   dass  die  Gleichung  t=0  von  den  Differentialquotienten  der 

zweiten  Ordnung  nur  die  beiden  ^-^  und  ^ — r-  einschliesse,  so 
dass  also  durch  die  Differentiation  von  r =0  die  beiden  Gleichungen: 


dr   d^z        dr      dh 

T 


dt      d^z  dx     dH 


dzyy  dxdy^     dzsy  dx^dy 


(I) = «• 


d^z  (J/^z 

entstehen,  worin  abkürzend  -T-^=^iyy  und  -p-T-  =  Zxi/ gesetzt  wor- 
den ist,  und  ausserdem  die  Abkürzungen : 

dzy  dy^      dzx  dxdy      dz  ^     dy      KjAyJ ' 

dt     d^z        dt^  d^      dt         i^  _  /^  \ 
dzy  dxdy      dzx  dx^      dz  ^     dx       \dxj 

aufgenommen  sind.  Um  von  den  vier  Differentialquotienten  der 
dritten  Ordnung  drei  zu  eiiminiren,  bedarf  man  hier  nur  noch 
der  Gleichung: 

d^    dH  d^     dh  d^  (fiz      fdtp\  _  ^ 

dzxx  dx^dy  "^  dzxjt  dxdy^  ^  dz^j  dy^  ^  \dy )  ~ 
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da  in  den  drei  nun  vorliegenden  DifferentialgleichuDgen  der  Dif« 
fereotialquotient   -7—3  nicht  vorkommt.    Wenn  man  nun  die  beiden 

dH  d^z  .  *       .         / 

Differentialquotienten    ^-3  und    ,  2/    eüminirt,   und  zugleich  die 

dH  • 
mit  dem  Differentialquotienten     ,    ,  ^  verbundenen  Glieder  zusam- 

menfasst,  so  entsteht  die  Gleichung: 

/  di\>  /  dx  y  _  rfip    dx    dt       d^  /  dx  VX     dH 

\dlxiS  \dZyyJ  dZxy  dZyy  dZxy         dZyy  \dzxy/    )    dxdjf^ 


d'ip    dx  fdx\ 


)d't\>   dx   fdx  \      (d'^\  dx     dx  ^  ^ 
■''  di^y  dzxy  \dy)  '^KdyJ  dzxy  dzyy  "" 


f*'ZxX  ^Zyy  \ÜXj 

Diese  zerfallt  aber  in  die  beiden  folgenden: 

d^  f  dx\^       dtp    dx     dx         dt\>  f  dx  V  _/^ 

dZxX  \j^Zyy/  dZxy  dZyy    dZxy  dZyy  \(iZxy/ 

dilj    dx   /dx  \       rfi^    dx   /dx  \      /dt\)\   dx     dx ^ 

dzxx  dzyy  \dx/      dzyy  dzxy  \dyj      \dy  )  dzgy  dzyy       * 

welche  leicht  in  zwei  andere  umgewandelt  werden ,  worin  die 
Differentialquotienten  der  unbekannten  Funktion  x  nur  auf  dem 
ersten  Grade  vorkommen.  Denn  die  erstere  schreibt  sich  auch 
in  der  Form: 

dtjf     dx       Y d'tjf        AT/dfi/^Y         d'ilf    dtjj\dx^ 
dZxx  dzyy      '  \dzxy         ^    \dzxyj  dzxx  dzyyj  dZxy         ' 

dx 
und  die  andere  Gleichung  geht,   wenn  t — eliminirt  wird,  über  in: 

(b) 


dzxx\dx)     \dzxy      y   \dzxy)         dzxx  dzyy)\dy)      \dy)dzxy 

=  0. 

Wenn  man  nun  zxx  mittels  a/;=0  eliminirt,  so  hat  man  in  der 
That  zwei  partielle  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  ood 
des  ersten  Grades,  woraus  die  Unbekannte  x  als  Funktion  der 
beiden  Differentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  hervergeht. 
Wenn  die  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  ^=0 
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ein  erstes  Integral  besitzt,  so  wird  sieb  eine  Gleicbung  a^=ia  flndeii, 
worin  a  eine  Funiction  der  Veränderliehen  z  y  x  und  der  Differeu- 
tialqnotienten  erster  und  zweiter  Ordnung,  a  aber  eine  willkühr- 
liehe  Beständige  ist,  und  welche  die  beiden  Differentialgleichungen 
(a)  und  (b)  an  der  Stelle  von  r  gleichzeitig  befriedigt.  Mit  Hilfe 
der  Gleichungen  a=za  und  t;;=0  stelle  man  jene  beiden  Diffe- 
rentialgleichungen 1.  und  ±  her.  Diese  besitzen  ein  gemeinsames 
erstes  Integral.  Durch  die  Integration  gelangt  man  zu  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  ß:=^b,  wo  6  eine 
zweite  willkuhrliche  Beständige  bezeichnet.  Die  erstere  a  ver- 
tausche man  gegen  die  Veränderliche  «,  die  letztere  b  aber  gegen 
die  willkuhrliche  Funktion  (p(a)\  und  das  allgemeine  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  if;  =  0  ist  dann  ausgedruckt  durch 
die  beiden  Gleichungen: 

ß=zq>(a)    und     5^  =  9'(«)- 


TU.    Integ^ration  der  partiellen  Differentiali^leicliang^ 
der  flBweiten  Ordnuni^  und  der  zweiten  Stufe. 

In  dem  vorigen  Abschnitte  ist  gezeigt  worden,  dass  eine  par- 
tielle Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  jedesmal  ein 
erstes  Integral  besitzt,  wenn  das  zweite  Integral  eine  solche  Be- 
schaffenheit hat,  dass  schon  nach  den  ersten  Differentiationen 
die  eine  der  beiden  willkührlichen  Funktionen  sich  eliminiren  lässt, 
60  dass  also  eine  partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung hergestellt  werden  kann,  worin  nur  noch  die  eine  von  den 
beiden  willkührlichen  Funktionen  Platz  nimmt.  Diese  partielle 
Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  ist  dünn  zugleich  das 
erste  Integral.  Wenn  nun  aber  das  zweite  Integral  von  der  Art 
ist,  dass  man  auf  keine  Weise  eine  partielle  Differentialgleichung 
der  ersten  Ordnung  daraus  ableiten  kann,  worin  nur  noch  die 
eine  der  beiden  willkührlichen  Funktionen  vorkommt,  so  versteht 
es  sich,  dass  die  zugehörige  partielle  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung  kein  erstes  Integ'ral  besitzt.  Denn  es  ist  un- 
möglich, aus  einer  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung, welche  zwei  verschiedene  willkuhrliche  Funktionen  einschliesst, 
eine  pjirtielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  abzulei- 
ten, worin  nichts  Willkührliches  mehr  vorkommt.  Wenn  die  drei 
Veränderlichen  zyac  vorkommen,  so  ist  in  dem  zuletzt  genannten 
Falle  die  Elimination  der  beiden  willkührlichen  Funktionen,  welche 
einen  nothwendigon  Bestandtheil  des  ersten  Integrals  r  =  0  aus- 
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machen»  nur  dadurch  za  bevverkstelligen,  dass  man  gleichzeitig 
die  fünf  Differentialgleichungen: 

(!)=«•  a)=o-  (?.)=•..  (s,)=»-($)=» 

verwendet.  Die  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordr 
nung  soll  hier,  wenn  sie  kein  erstes  Integral  besitzt,  eine  der 
zweiten  Stufe  heissen. 

Die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  der  zwei- 
ten Stufe  hat  grössere  Schwierigkeiten;  und  diese  Schwierigkei- 
ten haben  gerade  darin  ihren  Grund,  dass  man  genöthigt  ist,  sogleich 
das  zweite  Integral  r  =  0  aufzusuchen.  Beschränkt  man  sich  zu* 
nächst  auf  die  partielle  Differentialgleichung  mit  drei  Veränder- 
lichen, so  hat  man  als  zweites  Integral  eine  endliche  Gleichung 
anzugeben,  worin  zwei  willkührliche  Funktionen  g)(a)  und  ^(ß) 
vorkommen,  und  a  und  ß  selbst  von  den  Veränderlichen  abhängig 
sind.  Es  ist  aber  unmöglich,  das  Vorkommen  dieser  beiden  will- 
kührlichen  Funktionen  in  der  Weise  festzustellen,  dass  das  zweite 
Integral  allgemein  für  jede  partielle  Differentialgleichung  der  zwei- 
ten Ordnung  Geltung  erhielte.  Jede  Form,  welche  man  auch  dem 
zweiten  Integral  in  Bezug  auf  das  Vorkommen  der  beiden  will- 
kührlichen  Funktionen  geben  mag,  gilt  immer  nur  für  eine  be- 
stimmte Klasse  von  partiellen  Differentialgleichungen  der  zweiten 
Ordnung.     Für  die  lineare  Differentialgleichung 

worin  XV..,.  Z  bestimmte  Funktionen  der  beiden  anabhängigen 
Veränderlichen  sind,  hat  man  das  zweite  Integral  in  der  Form: 

2  =  /         Ä  9(«)  ^«  +  /        ß*2,'^{ct)dcc , 


Ol 


worin  ßi  und  ß^  bestimmte  Funktionen  von  y  und  x  und  einer 
willkührüchen  Beständigen  a  sind,  welche  beide  der  vorliegenden 
Differentialgleichung  an  der  Stelle  von  z  Genüge  leisten,  wo  fer- 
ner oTi  und  a^  bestimmte  Funktionen  der  beiden  Veränderlichen  y 
und  X  sind,  während  die  andern  Integrationsgrenzen  Oj  und  a^ 
von  den  Veränderlichen  unabhängig  gedacht  werden. 

Es  scheint  aber  nicht,  dass  man  mit  ähnlichem  Erfolge  noch 
andere  Klassen  partieller  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ord- 
nung bezeichnen  kann,  deren  zweites  Integral  in  Bezug  auf  die 
willkührüchen  Funktionen  feststeht.     Desshalb  werden  wir  uns  in 
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deu  folgenden  Untersuchungen  darauf  beschränken  >  das  zweite 
Integral  in  der  allgemeinen  Form  a  =  0  vorauszusetzen^  wo  u 
eben  eine  noch  unbekannte  Funktion  der  Veränderlichen  ist,  so 
dass  also  das  Vorkommen  der  beiden  willkührlichen  Funktionen 
vorerst  wenigstens  *  ausser  Acht  bleibt.  Die  Bestimmung  von  a 
lässt  sich  dann,  wie  sich  bald  zeigen  wird,  auf  die  Integration 
einer  anderen  nach  bestimmten  Regeln  aus  der  vorliegenden  ab- 
zuleitenden partiellen  Differentialgleichui\g  der  zweiten  Ordnung 
zurückführen,  so  dass  also  der  Erfolg  der  Rechnung  jedesmal 
davon  abhängt,  ob  es  gelingt,  die  neue  partielle  Differentialgleichung 
der  zweiten  Ordnung  durch  die  schon  bekannten  Hilfsmittel  zu 
integriren. 

Wenn  die  Werthe  der  beiden  Differentialquotienten  erster 
Ordnung  Zy  und  z»  so  gegeben  sind,  wie  sie  auch  aus  dem  all- 
gemeinen Integral  durch  Differentiation  abgeleitet  werden  könnten, 
so  findet  man  das  allgemeine  Integral  durch  die  Integration  der 
vollständigen  Differentialgleichung : 

dz  =  Zydy  -f  zsdx^ 

Es  soll  zunächst  gezeigt  werden,  wie  die  Bestimmung  der 
Differentialquotienten  Zy  und  zx»  welche  der  partiellen  Differential- 
gleichung der  zweiten  Stufe: 

^\dx^  dy^^Kd^dy)  J^^da:^^'^^3^^     dy^-^ 

entsprechen ,  wenn  C7,  X,.,,Z  bestimmte  Funktionen  von  zyZ^zyx 
sind,  auf  die  Integration  einer  anderen  partiellen  Differentialglei- 
chung der  zweiten  Ordnung  zurückkommt.  Dabei  wird  sich  dann 
auch  herausstellen,  dass  die  neue  Differentialgleichung  oftmals 
die  bisherigen  Integrationsmethoden  zulässt,  während  doch  die 
ursprüngliche  Differentialgleichung  für  dieselben,  unzugänglich  ist. 

Man  bezeichne  zwei  partielle  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung,  welche  aus  dem  allgemeinen  Integral  azrO  entspringen, 
durch  die  Gleichungen  tf  =  0  und  r=::0.  Durch  Differentiiren  bil- 
det man  daraus: 

d^  d^,^    ^^^z    lfda\   ^     ^    da    d^z      da  d^z    /da\    ^ 
^'  dzy  dy^^dzs  dxdy^KdyJ'^^'     "'  diy  dxdy'^dz^  dx^^\dx)''^' 

dx  d^z     dt     d^z      ^dr\  .     dt    dH      dt  d^    f^^\-i\ 

^'  diy  dy'^^dzx  dxdy'^ydyj"^'    ^    dzy  dxdy^dz^  dx^^Kdx)'^' 
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de        da     /dö\  ,         rk 

worin    abkfirzend    T"*y  +  ^  =  iT"J  "•  «•  ^'«  gesetzt  irorden.    üa 

die  beiden  Gleichungen  6=.0  und  r  =  0  auf  ein  und  dieselbe  end- 
liche Gleichung  a  =  0  hindeuten«  da  auch  die  partielle  Differen- 
tialgleichung mit  diesen  einerlei  Ursprung  bat,  so  ergeben  sieh 
aus  den  vorliegenden  fünf  Gleichungen  durch  die  Elimination  der 
drei  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  zwei  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen der  ersten  Ordnung,  woraus  die  Grössen  6  und 
r  als  Funktionen  von  ZyZxzyx  hervorgehen.  Um  diese  Elimina- 
tion auszuföbren^  bilde  man  zunächst  aus  den  Gleichungen  1.,  2.» 
3.  >  4.  die  folgenden  : 

/dö  rfr       rftf   dt\^z    .(d(5\dx       de  fdt\_^ 
\dzy  dzx      dzx  dzy)  dy^      \dy/dzx     'dzx\dyj~^  * 

A  /^fl^  dt      da  dt\  d^z      /da\dr'^  da/dt\_^ 

\dzx  dzy ""  dzy  dzxjdxdy     \dy/dzy      dz^dy/       * 

/dti  dr  _  da  dt\   d!h   •/da\dr      da/dt\ 
\dzydzx     dzx  dzyj  dxdy    \dx) dzx     dz^Xaä:/       * 

/da  dx      da  dx\  dH       /da \ dx      da/dx\_^ 
\dzx  dzy     dzy  dzxj  dx^      \dxjdzy     dzy\dx/ 

d^z 
Durch  die  Elimination  von     ,    ,     entsteht: 

dxdy 

/da\  dx      da  /dx  \      /da\dx      da /dx\ 
^^         \dxjdzx      dz\dx)^\dy)dzy      dz\dyj 

und  dies  ist  die  eine  von  den  beiden  Gleichungen,  woraus  die 
Unbekannten  a  und  r  zu  bestimmen  sind.  Um  auch  die  andere 
Gleichung  zu  erhalten,  setze  man  die  Werthe  der  Differential- 
quotienten zweiter  Ordnung  aus  den  Gleichungen  5.,  6.,  7.,  8.  in 
die  vorliegende  partielle  Differentialgleichung  ein.  Die  hierzu  er- 
forderliche Rechnung  erfahrt  eine  ganz  besondere  Erleichterung, 
wenn  man  den  Coeffizienten  2F  gegen  Fi -f  F2  vertauscht,  wo 
F|  und   F2  die  Wurzel i#  Fi  der  quadratischen  Gleichung: 


Fi2-2FFi  +  AF+  17Z  =  0 


bezeichnen,  um  dann  den  einen  oder  den  andern  der  beiden  Werthe 
cf2z 
-T-^-  zu  gebrauchen,  je  nachdem  dieser  Differentialquotient  mit 

Fl   oder  mit    V^  multiplizirt  ist.     Wenn  man  dann  zugleich  be- 
merkt ^  dass 
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\dzx  dzy      dzy  dzx)    \dx^  dy^      \dxdyj  ) 

a^  V^!;  _^? /^i^'^  W/'^'^  ^  _j^ /^^'\'\ 
da:)  ilzx      dz  \darJJ  \\dtfj  dzy      dzy  \dy)) 

\\da:/  dzy      dzy  \dx))  \\dy/  dzx      dzx  \dyJJ 

V\^^/  \dy/       \dy/  \ilx/J  \dzx  dzy      dzy  dzxj 

ist,  so  erhält  man  die  zweite  der  verlangten  Gleichungen  in  der 
Form: 

9 

\\dxj  V  dy)      \dyj  \dxJJ  \\dx/  dzy      dzy  \dxJJ 

+  ^^\\dx) dzx'' dz\dx))  +  ^\dzy\dy)  "  \dy) dzy 


v(— 1^—\  -^  ^~\  — ^  X  7  ^—  —     —  ^^  \  — n 

\dzx  \dy)  "^  \dyj  dzx)         \dzy  dzx"  dzg  dz«) "" 


1  , 

Darin  sind  aber  bemerkenswerthe  Vereinfachungen  zulässig.    Mao 
ordne  nach  den   Differentialquotienten  von  r,   und  es  entsteht: 

-<''.0*»-(|)+^£)E=»- 

Gebraucht  man  die  abkürzenden  Bezeichnungen: 

■v(£)o-.Q+zi^=.., 
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80  hat  man,  weil   F,  Fa=JirF-f  ÜZ  ist,  die  beiden  Beziehungen: 

10.  PÄ4=FiSa+  FSi. 

Man  setze  diese  Werthe  ^$3  und  S^  in  die  obige  Gleichung  ein. 
Dadurch  geht  dieselbe  über  in : 

oder  auch,  mit  Rücksicht  auf  die  obigen  Werthe  Si  und  S^,  in: 

(b) 


<|)-'S  +  ''.s    <rp-^^+''. 


Die  Gleichungen  (a)  und  (b)  dienen   zur  Bestimmung   der  Funk 
tionen   ^  und  r.     Ganz  ebenso  wie  man   die   Gleichung  (b)   ent- 
wickelt hat,  gelangt  man  zu  einer  anderen  Gleichung,  welche  auch 
aus  der  Gleichung  (b)  abgeleitet  werden  kann,  indem  man   darin 
die  Grössen  Fj  und  V^  gegen  einander  vertauscht.  Man  hat  nämlich 

(c) 
y^da;^  '  dzy         dzx \dcjcy        *  dzy         dix 


und  man  könnte  also  auch  diese  Gleichung  (c)  gebrauchen  anstatt 
der  Gleichung  (a).  Für  den  Fall  Fi=  F^  sind  übrigens  die  bei- 
den Gleichungen  (b)  und  (c)  unter  sich  identisch,  und  es  versteht 
sich,    dass  man  dann  die  Gleichung  (a)  beibehalten  muss. 

Die  obige  Elimination  von  «$3  und  1$^  ist  unausführbar,  wenn 
rZ  =  0,  und  desshalb  sind  denn  auch  für  diesen  Fall  die  beiden 
Gleichungen  (b)  und  (c)  in  der  vorhin  angegebenen  Form  unbrauch- 
bar. Dieselben  lassen  sich  aber  durch  andere  Formen  ersetzen, 
welche  für  (7  =  0  ihre  Brauchbarkeit  nicht  verlieren,  und  wozu 
man  gelangt,  indem  man  mit  Hilfe  der  beiden  Beziehungen: 

9.  t7S3=*A'Äa+  FaSi, 

10.  VS^^ViS^+YSi 

ebenso  wie  vorhin  S^  und  S^  von  den  vier  Grössen  iS|,  S^  S^,  S^ 
aus  der  ursprünglichen   Gleichung  irgend   9wei  andere  eliminirt. 

I'heil  XXXIII,  21 
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Es  erhellet,  dass  sich  kn  Ganzen  se  sechs  verschiedene  Formen 
ergeben.  Bezeichnet  man  abkürzend  durch  Ti,  T^,  T^,  T^  diejeni- 
gen Ausdrucke,  welche  aus  den  obigen  5|,  S29  S^,  S^  durch  die 
Vertauschung  von  a  gegen  r  entstehen,  so  erhalt  man  die  Glei* 
cbung  (h)  in  den  sechs  verschiedenen  Formen : 

S^ ^a      ^ £3       ^4  ___^  X4 

s,  —  y, '   «1  - 1\ '   s,  —  T.  • 

S^ Tj       A4 Jj      S^  ^^  T\ 

S  '■2         *^a         *2        ^  *8 

von  denen  irgend  eine  hinreichend  ist,  um  die  fünf  übrigen  mit 
Hilfe  der  Gleichungen  9.  und  10.  und  der  weiteren  Gleichungen: 

11.  l7r,  =  AT,+  F^Ti, 

12.  VT^=  F1T2+  F7\ 

daraus  aJbzuleiten.  Man  vertausche  die  Grössen  F2  und  Vi  gegen' 
einander,  und  es  ergeben  sich  ebenso  viele  Formen  für  die  Glei- 
chung (c).  Man  übersieht  bald,  dass  von  den  sechs  Coeffizienten 
(7,  JT,  F|9  F^,  F9  Z  immer  nur  ein  einziger  sowohl  in  dem  Zähler, 
^Is  anch  in  dem  Nenner  dieser  Gleichungen  vorkommt,  und,  wenn 
irgend  einer  ^von  diesen  Coeffizienten  verschwindet,  dass  dann 
jedesmal  diejenige  Form  der  Gleichungen  (b)  und  (c)  aus  dem 
schon  oben  angegebenen  Grunde  unbrauchbar  ist,  in  deren  Zäh- 
ler und  Nenner  jener  Coeffizient  gleichzeitig  vorkommt. 

Es  kommt  nun  daranf  an,  die  eine  Unbekannte  6  zu  elimini- 
ren,  um   die  andere  Unbekannte  r  bestimmen   zu   können.     Doch 
gelaugt  man  dazu  nicht  immer  durch  die  Integration  einer  partiel- 
len Differentialgleichung   der   zweiten  Ordnung.    Denn  die  Elimi- 
nation von  c  ist  nicht  immer  schon  nach  der  einmaligen  Differen- 
tiation der  vorliegenden  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung  ausführbar.     Man  müsste,   um  diese  Elimination  allge- 
mein durchzuführen,    zu  noch  weiteren  Differentiationen  der  Glei- 
chungen (a)  und  (b)  schreiten.  Uebrigens  lassen  sich  leicht  diejenigen 
Fälle  übersehen,    in   welchen   sich  r  aus   einer    partiellen  Diffe- 
rentialgleichung der  zweiten  Ordnung   bestimmt.    Dies  ist  immer 
dann  der  Fall,  wenn  die  CoefGzienten  der  Gleichung  (b)  von  den 
fönf  Veränderlichen  Zy  ix  z  y  x  nur  irgend  drei  einschliessen.  Denn 
nimmt  man  dann  zwei  von  diesen  drei  Veränderlichen  als  die  un- 
abhängigen,   die  dritte  aber,    und  ausserdem  noch  eine  von  den 
beiden   in   den    Coeffizienten   fehlenden   Veränderlichen  als    zwei 
abhltngige,   so  lässt  sich   eine  partielle  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung  herstellen,  worin  nur  noch  die  erstere  von  den 
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erwähnteo  abhängigen  Veränderlichen-  yorkammt.  Man  differeii' 
tiire  die  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b)  nach  der  eitlen  und  nack 
der  anderen  unabhängigen  Veränderlichen,  und -man  hat  dann  im 
Ganzen  sechs  verschiedene  Gleichungen.  Die  Elimination  der 
fünf  Differentialquotienten  erster  und  zweiter  Ordnung  der  zuletzt 
erwähnten  abhängigen  Veränderlichen  liefert  eine  Gleichung  von 
der  genannten  Eigenschaft»  da  die  zu  eliminirende  Veränderliche 
nach  der  Voraussetzung  in  den  Coeffizienten  der  vorliegenden 
sechs  Gleichungen  keine  Stelle  findet. 

Wenn  man  durch  die  Elimination  der  Funktion  6  auch  ta 
solchen  Fällen  zu  einer  partiellen  Differentialgleichung  der  zwei- 
ten Ordnung  gelangt,  wo  die  Coeffizienten  der  Gieiehung  (b)  mehr 
als  drei  von  den  fünf  Veränderlichen  ZyZxzyx  einschliessen»  so 
kommt  dies  doch  immer  nur  dadurch  zu  Stande,  dass  es  gelingt,  an 
die  Stelle  jener  fünf  Veränderlichen  vier  neue  Veränderliche  von 
solcher  Beschaffenheit  in  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  einzufuhren, 
dass  die  Coeffizienten  der  transformirten  Gleichungen  von  den- 
vier  neuen  Veränderlichen  wieder  nur  irgend  drei  einschÜessen. 

Wenn  es  auch  vielleicht  schwer  ist,  nachzuweisen,  dass  man 
aus  einer  endlichen  Gleichung,  welche  durch  die  Elimination  zweier 
willkührlichen  Funktionen  in  eine  partielle  Differentialgleichung 
d«r  zweiten  Ordnung  mit  drei  Veränderlichen  umgewandelt  wird], 
nach  den  früher  gegebenen  Vorschriften  aHes  dasjenige  abzulei- 
ten im  Stande  ist,  was  dieser  Differentialgleichung  überhaupt 
Genüge  leistet,  so  lässt  sich  doch  leicht  übersehen,  dass  alle 
endlichen  Gleichungen,  welche  irgend  einer  partiellen  Differen- 
tialgleichung der  zweiten  Ordnung  und  der  zweiten  Stufe  genü- 
gen, zugleich  jene  neue  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten^ 
Ordnung  befriedigen  werden,  wozu  man  durch  die  vorhin  ange- 
deuteten Rechnungen  gelangt.  Wenn  nämlich  das  zweite  Integral 
a  =  0  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  vorläge,  so  würde 
man  dasselbe  vorerst  nach  z  und  y,  sodann  nach  z  und  x  diffe- 
rentiif en,  um  drei  verschiedene  Gleichungen  zwischen  den  drei" 
Veränderlichen  2y  x  und  den  Differentialquotienten  erster  Ord- 
nung zy  und  zj  zu  erhalten.  Wenn  es  nun  darauf  ankommt,  irgend 
eine  Gleichung  r=0  zwischen  den  fünf  Veränderlichen  tyxzyi^ 
aufzustellen,  so  kann  man  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit 
verlangen,  dass  darin  von  diesen  ftinf  Veränderlichen  nur  irgend 
drei  eine  Stelle  finden,  da  man  dann  gerade  diejenige  Gleichung 
erhält,  welche  durch  die  Elimination  der  beiden  andern  Verän- 
derlichen aus  den  vorhin  erwähnten  drei  Glieichungen  c^  =  0^ 
O2,=:0>  a:B  =  Q  sich  ergiebt.  Es  ist  also  jedenfalls  ausreichend, 
das  allgemeine  Integral  derjenigen  Differentialgleichungen  aufzu- 

21* 
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stellen  >  welche  zwischen  Irgend  dreien  von  den  fünf  Veränder- 
lichen  zy xtyZx  bestehen. 

1.    Es  sei  nun 

Betrachtet  man  hier  Zy  und  Zx  als  die  unabhängigen^  y  und  sc  als 
die  abhängigen  Veränderlichen ,  nimmt  man  femer  an,  dass  die 
Funktion  o  von  den  beiden  abhängigen  Veränderlichen  nur  y  und 
die  Funktion  t  nur  x  enthalte ,  so  hat  man  die  Gleichungen: 

Zur  Bestimmung  von   Vi  und    V^  hat  man  die  Gleichung: 
und  daraus  folgt: 

Fl  =  -  (ZxZy  +  V"-l  — 2,2- V)- 

Um  die  Gleichungen  (b)  und  (c)  zu  vereinfachen,  gebrauche 
man  anstatt  der  unabhängigen  Veränderlichen  Zy  und  Zx  diejeni- 
gen Funktionen,  welche  sich  durch  die  Integration  der  beiden 
Gleichungen : 

(1  +  Zy^)  dzx  -  (2x23,  ±  V"— l-2;r*  — 22,2)  dzy  =  0 

ergeben.  Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichungen  zeigt  sich 
in  der  Form : 

Zx  V^  J:  V-  l-^Zx^^Zy^  _ 
l-ZySf^T 

WO  c  die  willkührliche  Beständige  ist.  Bezeichnet  man  nun  die 
beiden  Funktionen  von  Zy  und  zx»  welche  hierdurch  ausgedruckt 
sind,  durch  tt  und  ß,  indem  man  das  eine  Mal  c^a,  das  andere 
Mal  czn:  ß  setzt,   so  findet  man : 

4(«-^=-5   und    l(ß-l)  =  ^i 

uud  die  beiden  Gleichungen  (b)  und  (c)  werden  desshalb  durch  die 
Elimination  von  Zy  und  z«  umgevrandelt  in  die  einfacheren: 

^"^     rf«  -     2«     da*  ^^'^     dß  —     2ß     dß' 
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Man  eliminire  nun  y,  und  es  entsteht  .  *^  =  0.  Die  Integra- 
tion giebt: 

1.  X  =  g>(a)  +  ipiß) , 

wo  g>  und  tf;  wiilkübrlicbe  Funktionen  sind.  Dies  also  ist  die 
Gleichung  t  =  0.  Um  auch  die  Gleichung  tf  =  0  darzustellen, 
bilde  man  aus  den  Gleichungen  (b)  und  (c)  die  vollständige  Dif- 
ferentialgleichung : 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  1.  erhält  man  durch  die  Inte- 
gration : 

Nun  ist  es  zwar  unmöglich ,  noch  vbr  der  Bestimmung  der  Funk- 
tionen g>  und  1/;  aus  den  beiden  Gleichungen  1.  und  2.  die  Werthe 
Zy  und  zx  zu  entwickeln,  um  dann  durch  die  Integration  von 

dz  =  Zydy  +  Zxdx 

das  allgemeine  Integral  der  vorliegenden  partiellen  Differential- 
gleichung als  Funktion  der  drei  Veränderlichen  z,  y  und  x  dar- 
zustellen. Allein  die  Integration  der  vollständigen  Differential- 
gleichung kann  auch  schon  vor  der  erwähnten  Elimination 
vorgenommen  werden,  indem  man  z  als  Funktion  vou  a  und  ß  be- 
stimmt. Man  hat  dann: 
* 

,       ,    dx  ,      dy^  ,     ,  ,    dx  ,      dy^._ 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  1.  und  2.: 

Wenn  man  Zy  und  Zx  mittels  a  und  ß  eliminirt  und  dann  integrirt,. 
so  erhält  man: 

Um  das  allgemeine  Integral  als  Funktion  der  drei  Veränderlichen 
8,  y  und  X  darzustellen,  müsste  man  also  die  Grossen  «  und  ß 
aus  den  Gleichungen  1.,^2.,  3.  eliminiren.  Man  kann  sich  übri- 
gens auch  der  folgenden  drei  Gleichungen  bedienen : 
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2  V^  \-y  =  faq>(a)  da  +  fßijjiß)  dß , 
zyr~\-y=f\<p{a)da^rfp{ß)dß. 

Die  Aufgabe,  deren  Losung  die  Integration  der  Differential- 
gleichungen bezweckt,  verlangt  nicht  allein  das  allgemeine  Inte- 
gral einer  beliebigen  partiellen  Differentialgleichung,  sondern  hat 
auch  die  Bestimmung  derjenigen  Funktion  zum  Gegenstand  der 
Untersuchung,  welcbe  gleichzeitig  verschiedenen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen Genüge  leistet.  Um  das  letztere  Ziel  zu  errei- 
chen, hat  man  in  dem  Bisherigen  vor  Allem  jedesmal  das  allge- 
meine Integral  irgend  einer  der  partiellen  Differentialgleichungen 
hergestellt.  Alsdann  aber  roussten  die  darin  vorkommenden  wili- 
kührlichen  Grc^ssen  nach  und  nach  so  bestimmt  vrerden,  dass 
dadurch  auch  allen  übrigen  partiellen  Differentialgleichungen  Ge- 
nfige geschah.  Jetzt  aber,  wo  partielle  Differentialgleichungen 
der  zweiten  Ordnung  vorliegen,  welche  kein  erstes  Integral  be- 
sitzen, wird  man  einen  andern  Weg  einschlagen.  Denn  die  eigen- 
thümlichen  Schwierigkeiten,  welche  bei  der  Integration  einer  solchen 
partiellen  Differentialgleichung  entstehen,  haben  darin  ihren  Grund, 
dasB  diese  Aufgabe  nicht  mehr  unmittelbar  auf  die  Integration 
einer  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  zurück- 
geführt werden  kann.  Wenn  nun  aber  diejenige  Funktion  gesucht 
wird^  welche  gleichzeitig  mehreren  solcher  partiellen  Differen- 
tialgleichungen der  zweiten  Ordnung  Genüge  leistet,  so  lassen 
sich  diese  Schwierigkeiten  dadurch  beseitigen,  dass  man  nicht 
mehr  eine  dieser  Gleichungen  unabhängig  von  den  übrigen  inte- 
grirt,  sondern  bei  der  Bestimmung  der  gesuchten  Funktion  so- 
gleich auf  die  verschiedenen  Differentialgleichungen  Rücksicht 
nimmt,  welche  gleichzeitig  besteben  sollen..  Es  wird  sich  zeigen, 
dass  man  so  die  vorliegende  Aufgabe  wieder  auf  die  Integration 
einher  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  und  des 
ersten  Grades  zurückführt. 

Wenn  zwei  verschiedene  partielle  Differentialgleichungen  der 
ersten  Ordnung  vorliegen,  welche  beide  einer  und  derselben  end- 
lichen Gleichung  zwischen  den  drei  Veränderlichen  %,  y  und  x 
entsprechen,  von  denen  %  die  abhängige  sein  mag,  so  bildet  man 
daraus  drei  verschiedene  partielle  Differentialgleichungen  der  zwei- 

d^z       d^z 
ten  Ordnung,    wodurch  die  drei  Differentialquotienten  -j-^f     ,    , 

und  --j—ij,   einzeln   genommen   als    Funktionen    der   Veränderlichen 
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und  der  Differentialquotienten  %y  irad  s«  «ich  bestimmeo.  Man 
sieht  ein,  wenn  gewisse  Grössen  in  diesen  Funktionen  fehlen, 
welche  in  den  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  eine 
Stelle  finden,  dass  dies  nur  zwei  willkuhrliche  Beständige  sein 
können,  die  man  übrigens  jederzeit  mit  Hilfe  der  beiden  Diffe- 
rentialgleichungen der  ersten  Ordnung  eliminiren  kann.  Wenn 
nun  verlangt  wird,  dass  mau  die  endliche  Gleichung  zwischen  den 
drei  Veränderlichen  aufstelle,  welche  gleichzeitig  den  drei  Diffe- 
rentialgleichungen : 

entspricht,  worin  F,  F,  X  bestimmte  Funktionen  von  »yt^Xf^ffffic 
sind,  so  suche  man  vor  Allem  jene  beiden  Differentialgleichun« 
gen  der  ersten  Ordnung  auf,  woraus  die  vorliegenden  Differen- 
tialgleichungen der  zweiten  Ordnung  sich  ableiten  lassen.  Stellt 
man  dieselben  durch  a  =  a  und  ßzzib  vor,  wo  a  und  ß  bestimmte 
Funktionen  von  ^y,  ^x,  ^t  y,  ^l  a  und  6  aber  willkuhrliche  Bestän- 
dige sind,  so  ergeben  sich  aus  der  ersteren  die  beiden  Differen- 
tialgleichungen det  zweiten  Ordnung: 

da  dH       da^ .  dH       da  rf«  _^ 

3«^  rfy*     rf«*  da^dy'^dz^^'^dy'^* 

da     d^        da^  d^%      da     ^da  ^^^ 
d%l  dxdy  "*"  d^s  dx^  "*"  Ss*'"*"  55  "" 

dP^        ePs  d/^% 

Man  setze  die  Werthe    -r-g»    dxdÄi  ^^^  ^^GiUynnAmdiXieThäii 

mydtt   ,   „da  ^  da         da      . 


da       ^  da  .  da      .  da 


0)  ''S;+^£+äf"+s=«- 


Man  sieht  ein,  dass  es  zwei  verschiedene  Funktionen  geben 
muss,  welche  diese  beiden  Differentialgleichungen  gleichzeitig  be- 
friedigen, da  dieselben  ganz  ebenso  für  die  Funktion  ß  gelten. 
Nur  unter  dieser  Bedingung  besteht  eine  endliche  Gleichung 
zwischen  den  Veränderlichen  2,  y  und  x,  woraus  die  vorliegen- 
den drei  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  gleichzeitig 
sich  ableiten  lassen.  Nachdem  man  aber  die  beiden  Gleichungen 
assa  und  j3  =  6  hergestellt  hat,  enti^ickle  man  daraus  die  Werthe 
»y  und  %f  Diese  zeigen  sich  als  Funktionen  der  Veränderlichen 
*f  y,  X  und  der  beiden  willkuhrlichen  Beständigen  a  und  b.   Die 
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gesuchte  endliche  Gleichung  aher,  welche  durch  die  Integration 
der  vollstfindigen  Differentialgleichung 

d^  =  ^ydy  +  ^xdx 

gewonnen  wird,  schliesst  drei  willkuhriiche  Beständige  ein.  Nun 
ist  es  aber  einleuchtend,  dassman  aus  dieser  endlichen  Gleichung 
und  den  beiden  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  a^=ia 
und  /3=6  von  den  drei  willkQhrlichen  Beständigen  je  zwei  elinii- 
niren  kann,  so  dass  man  zu  drei  verschiedenen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen der  ersten  Ordnung  gelangt,  in  denen  jedesmal 
nur  eine  einzige  willkuhriiche  Beständige  auftritt.  Daraus  schliesst 
man,  dass  die  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b),  %\oraus  die  Glei- 
chungen az=za  und  j3=6  hervorgehen,  noch  eine  dritte  Gleichung 
y=:c  liefern  werden;  und  dass  man  die  endliche  Gleichung  mit 
ihren  drei  wÜlköhrlichen  Beständigen,  welche  aus  der  oben  an- 
gegebenen vollständigen  Differentialgleichung  gewonnen  wird,  auch 
aus  diesen  drei  Gleichungen: 

ableitet,  indem  man  die  beiden  Differentialquotienten  »y  und  s« 
eliminirt. 

Wenn  diejenige  Funktion  zu  bestimmen  Ist,   welche  den  drei 
Differentialgleichungen 

^^-V        ^1-^V        ^-Y 

gleichzeitig  genügt,  so  findet  diese  Aufgabe  ihren  analytischen 
Ausdruck  auch  in  der  einzigen  Differentialgleichung: 

d^z  =  Ydiß  +  2  Vdydx  +  Xdx'^. 

Denn  wenn  man  die  vollständige  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung 

d^  =  ^ydy  +  Zxdx , 

worin  man  sich  an  der  Stelle  von  Zy  und  %x  die  aus  den  beiden 
Gleichungen  a^=^a  und  /3  =  6  berechneten  Werthe  zu  denken  hat, 
gleichzeitig  nach  den  drei  Veränderlichen  s,  y,  x  differentiirt,  so 
entsteht  die  vollständige  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung: 

Wenn  man  aber  die  für  die  Differentialquotienten  der  zweiten 
Ordnung  gegebenen  Werthe  einsetzt,  so  hat  man  in  der  That 
die   Gleichung: 
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««H  =  Tdy*+2  Vdydx-i-  Xdx^. 
2.    Es  sei  nun 

(«— c)€««a  +  (l  +  »j,^rfy«+2a;,»yd^d5ar  +  (I+«,*)<«a?*  =  0. 

Dies  führt  auf  die  drei  Gleichungen : 

d!^z  d^% 

Zur  Bestimntung  der  drei  Funktionen  a,  /?,  y  aber  hat  man: 
,  .  „  .     «v  «^a  .  da      ,         ^  /da      .  da\ ^ 

Man  genügt  der  ersteren  durch  die  beiden  Gleichungen: 

»*C?«+  («  — C)€;«;r  =0,       (1  +  V)^+  {^  —  C)%yd'ay  =  0. 

Daraus  findet  man  durch  die  Integration: 

(2— c)z,  =  ai    und    (2-c)«(l+22,a)  =  ft. 

Man  eliminire  damit  die  Veränderlichen  z  und  Zx,    und  die  Glei- 
chung (a)  geht  über  in  die  einfachere: 


Die  Integration  liefert: 

ZyVß: 


=i,-^y-i^—c)ht-\ry-yi' 


Da  nun  a  Funktion  von  «i,  ßi,  yi  und  or  ist»    so  geht  die  Glei- 
chung (b)  über  in: 

•     da^      ^     da^      da ^ 

dui  *  dßi  "*"  dx 

Daraus  folgt  aber»    dass   man    den  Gleichungen  (a)  und  (b)   ge^ 
nügt  durch: 

oder  auch  durch  die  drei  Gleichungen: 
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Die  EHimination  von  x^  und  zm  aber  liefert  die  endliche  GLeichong: 

(z  —  c)*  +  (y — ^)*  +  (x—c)'^  =  e. 

E^   hat  keinen  Anstand,  nun  auch  die  vollständige  Differen- 
tialgleichung 

rf«z=  Ydy^  \1Vdydx\Xdx^\1Tdydw\2Sdxdw  \  IFrfw«  +  .... 

mit  n  \-\  Veränderlichen  zu  integriren.  Denn  wenn  diese  in  der 
That  auf  eine  endliche  Gleichung  zwischen  n-f  1  Veränderlichen 
hinweist,  so  lassen  sich  n  partielle  Differentialgleichungen  der 
ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades  anschreiben ,  denen  man 
gleichzeitig  durch  ein  und  dieselbe  Funktion  genügt.  Es  werden 
sich  aber  n-f  1  solcher  Funktionen  vorfinden,  und  man  erhält  da- 
durch eben  so  viele  partielle  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung : 

ci;=:a,    ß  =  b,    y  =  c,    d  =  d  u.  s.  w. 

Irgend  eine  davon  ist  entbehrlich,  da  man  mit  Hilfe  der  n  übri- 
gen die  vollständige  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung: 

d2=^zydy+Zxda:-{-2wdw  +  ..,, 

zu  bestimmen  im  Stande  ist,  woraus  die  gesuchte  endliche  Glei- 
chung mit  ihren  n-f  I  willkiihrlichen  Beständigen  durch  die  Inte- 
gration erzielt  wird.  Doch  gelangt  man  dazu  vortheilhafter,  indem 
man  dien  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  Zy  r^  lo» . . . . 
aus  jenen  n  -f  1  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ord- 
nung eliminirt. 

Wenn  nur  zwei  partielle  Differentialgleichungen  der  zweiten 
Ordnung  mit  drei  Veränderlichen  gegeben  sind,  so  fähren  dies.el- 
ben  müglicher  Weise  auf  eine  einzige  Differentialgleichung  der 
ersten  Ordnung.  Wie  man  dazu  gelangt,  dies  ist  eben  gezeigt 
worden.  Diejenige  Grösse,  welche  in  dieser  Differentialgleichung 
der  ersten  Ordnung  eine  Stelle  findet,  während  sie  den  beiden 
Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  fehlt,  kann  nichts  an- 
ders sein  als  eine  willkiihrliche  Beständige.  Indem  man  das  erste 
Integral  der  Integration  unterwirft,  gelangt  man  zu  der  allge- 
meinsten endlichen  Gleichung,  welche  den  beiden  vorliegenden 
Differentialgleichungen  Genüge  leistet ;  und  es  ist  offenbar, 
dass  dieselbe  ausser  jener  willkührlichen  Beständigen  noch  eine 
willkührliche  Funktion  einschliesst.  Anders  beschaffen  ist  die 
endliche  Gleichung,  welche  den  partiellen  Differentialgleichun- 
gen der  zweiten  Ordnung  entspricht,  wenn  diese  nicht  mehr 
von  einer  einzigen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  ihren 
Ursprung  ableiten.     Wie  man  in  diesem  Falle  die  endliche  Glei- 
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chuDg  zQ  bestimmeo  hat,  dies  sei  der  Gegenstand  der  folgenden 
Untersuchung. 

Wir  nehmen  9  um  diese  Aufgabe  sogleich  in  ihrer  Ailgeinein- 
heit  aufzufassen,  die  beiden  Gleichungen  9^  =  0  und  i/;  =  0  an, 
wo  q>  und  1/;  bestimmte  Funktionen  von  lyy  Zxy  t^xx  ^y  ^x  ^  y  x  sind; 
und  gelangen  dann  zu  deren  Losung,  indem  wir  eine  dritte  Glei- 
chung r  =  0  aufstellen  zwischen  den  genannten  acht  verändern^ 
eben  Grossen.  Denn  wenn  drei  Gleichungen  bekannt  sind,  woraus 
die  Werthe  der  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  als  Funk- 
tionen von  ZyZxzyx  sich  entwickeln  lassen,  so  ist  die  Aufgabe 
auf  die  vorhin  geloste  zurückgeführt.  Um  aber  die  Gleichung 
r  =  0  zu  erhalten,  so  bifde  man  die  beiden  Differentialgleichungen : 

-  d^  dH       d^l;      d^z         di\)      d^z        (d'^\  __  ^ 

dzyy  dy^      dzxy  dxdy^      dzxx  dx^dy      \  dy) "~"    ' 

d^      dH         d^     dh         d^  dh      /rf^\  ___  ^ 
dzyy  dxdy^     dixy  dx'^dy     dzxx  dx^      \dxj  ~"    ' 

indem  man  die  Abkürzungen: 

d'^  dft/;         .  dt\)         d^       ^d'^\ 

dry'y^+drx''y+di'y+~d^  =  \d^)  "•  «•  ^- 

gebraucht.  Zwei  andere  Differentialgleichungen  3.  und  4.  ergeben 
sich  ebenso  aus  der  Gleichung  97  =  0.  Gebt  man  nun  von  der 
Voraussetzung  aus ,  dass  in  der  fraglichen  Gleichung  t  =  0  von 
den  drei  Differentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  nur  einer 
vorkomme,  so  hat  man,  wenn  dieser  mit  «  bezeichnet  wird,  ausser 
den  obigen  vier  Differentialgleichungen  noch  die  beiden: 

dt  ds       dt  dt        t  dt      .  dt 

^.  ^  dr  ds  ,  dt        ,  dt        ,  dt      ,  dt       . 

Da  diese  sechs  Differentialgleichungen  der  dritten  Ordnung  aas 
einer  einzigen  endlichen  Gleichung  entspringen,  so  können  dies 
im  Ganzen  nur  vier  unter  seh  verschiedene  Gleichungen  sein,  nnd 
die  Elimination  der  vier  Differentialquotienten  dritter  Ordnung 
wird  desshalb  auf  zwei  identische  Gleichungen  führen.  Aus  den 
Gleichungen  ].,  2.,  3  ,  4.  berechnet  man  diese  vier  Differential- 
quotienten   als   bestimmte   Funktionen    von   ZyyZxyZxxZyix  ^y  x. 

Man  setze  die  Werthe  ^  und  t-  in  die  Gleichungen  (a)  und 
<b)  ein,  und  man  hat  dann  zwei   partielle  Differentialgleicbangen 
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der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades,  woraus  die  Grösse 
t  als  Funktion  von  styZxtyx  hervorgeht,  nachdem  man  die  bei- 
den andern  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  mittels  9  =  0 
und  ^  =  0  eiiminirt  hat 

Nachdem  man  eine  Funktion  a  aufgefunden  hat,  worin  die 
Grosse  s  vorkommt,  und  welche  zugleich  die  beiden  Gleichungen 
(a)  und  (b)  an  der  Stelle  von  r  befriedigt,  ersetze  man  die 
Grosse  i  durch  die  neue  Veränderliche  a,  und  man  behält  die 
einfacheren  Gleichungen: 

deren  Coeffizienten  als  Funktionen  von  ZyZxzyx  und  der  Bestän- 
digen a  zu  betrachten  sind.  Wenn  q>  eine  willkfihrliche  Funktion 
aller  übrigen  Grössen  bezeichnet,  welche  einzeln  an  der  Stelle 
von  X  die  Gleichungen  (a)'  und  (b)'  befriedigen,  so  zeigt  sich  die 
allgemeine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  s  in  der  Form  a  =  9« 
Nun  muss  man  sich  aber  erinnern,  dass  jene  beiden  partiellen 
Differentialgleichungen,  woraus  man  die  endliche  Gleichung  abzulei- 
ten hat,  welche  den  vorliegenden  ^Verthen  Zj^,  Zxy  und  Zxx  entspricht, 
nur  dadurch  von  den  Gleichungen  (a)'  und  (b)'  sich  unterscheiden, 
dass  überall  cp  die  Stelle  von  a  einnimmt.  Man  weiss  auch,  dass 
sich  aus  jenen  Differentialgleichungen  jedesmal  drei  verschiedene 
Funktionen  ß,  y,  d  ergeben,  und  dass  die  endliche  Gleichung 
durch  die  Elimination  von  Zy  und  Zx  aus  den  drei  Gleichungen 
ß  =z  b,  y=ic  und  ö  =  d  erzielt  wird,  worin  6,  c  und  d  willkiihr- 
licbe  Beständige  sind.  Da  nun  q)=:a  gesetzt  werden  darf,  so 
folgt  hieraus  zunächst,  dass  die  Grössen  ß,  y  und  8  identisch  sind 
mit  denjenigen,  Vielehe  auch  in  der  willkührÜchen  Funktion  q>  vor- 
kommen. Man  schliesst  aber  weiter,  dass  die  Gleichung  a=:q){ßy6) 
auch  durch  die  einfachere  a=z  a  ersetzt  werden  kann ,  worin  a 
eine  vierte  willkührlicbe  Beständige  ist.  Es  unterliegt  demnach 
keinem  Zweifel,  dass  man  zu  der  gesuchten  endlichen  Gleichung 
gelangt,  indem  man  die  Differentialquotienten  s,  Zy  und  Zx  aus 
den  vier  Gleichungen: 

eiiminirt.  Wenn  also  die  partiellen  Differentialgleichungen  9  =  0 
und  if;:=:0  zwar  kein  gemeinsames  erstes  Integral  besitzen,  aber 
doch  von  derselben  endlichen  Gleichung  ihren  Ursprung  ableiten, 
so  ist  diese  endliche  Gleichung  nichts  anders  als  eine  bestimmte 
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Funktion  der  drei  VerModeriichen  s,  y  und  x  mit  yier  vrillkubr- 
liehen  Beständigen. 

3.      Es    sei  ZxZy .  2j^  =  (1  •{■Zy^)txy    und    ZxXy .  Ixx  =  (1  '\-Zx^)Zxy- 

Man  bestimme  hier  den  Differentialquotienten  Zxy  als  Funktion 
von  ZyZszyXy  da  mau  dann  zur  Darstellung  der  Gleichungen  (ä) 
und  (b)  nur  zwei  von  den  Gleichungen  1.,  2.,  3.,  4.  bedarf.  Diese 
zeigen  sich  in  der  Form: 

Man  berechnet  daraas  die  beiden  Wertbe : 

dixy  1  +3zy^  dzxy 1  +  ^Zx^       „ 

und  so  gelangt  man  zu  den  Gleichungen: 

ZxZti 

Man  genügt  durch  t= — ^+2,  und  behält,    nachdem  man   über- 

Zxy 

ZxZy 

all  zxy=^-i — —  gesetzt  bat,  die  einfacheren  Gleichungen: 
^  v#        r«  .     «v  ^^   -  dx   ^  ,        ^  /dx      _  drX      _ 

(.)'     (»+%')a^+"^&;+(«-*)U*v+^;=o, 

(•»>    *''^^ + <» + *-'>&,+(''-*> U^' + 5i;=o- 

Daraus  ergeben  sich  die  drei  Gleichungen : 

(2— c)z,+  ar  =  a,    (2  — c)«y+y  =  ft,    (2  — c)»(l -hZx*  +  V)  =  «f 

und  durch  die  Elimination  von  Zy  und  zx  entsteht  das  allgenMioe 
Integral: 

(x-c)«  + Oy-.*)«  +  (a:-a)«  =  e. 
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SchliecMilich  soll  noch  gezeigt  vverdeli,  wie  man  die  aUgemeiDe 
partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  mit  drei  Ver- 
änderlichen 'ijfizyyZxyZyx  2yZxzya:)  =  0  integriren  kann,  wenn  die- 
selbe kein  erstes  Integral  besitzt. 

Man  bestimme  hier  noch  zwei  andere  partielle  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnung  az=.0  und  t=0,  welche  einer- 
lei Ursprung  haben  mit  der  vorliegenden  Gleichung  tf;==0.  Denn 
^  wenn  drei  derartige  Gleichungen  vorliegen,  so  kann  man  die  drei 
Differentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  einzeln  als  Funktionen 
von  ZyZxzyx  daraus  entwickeln,  und  die  weitere  Losung  der 
Aufgabe  hängt  ab  von  der  Integration  der  vollständigen  Differen- 
tialgleichung : 

d^z=^Zyydy'^-\-2zxyd4fdx'{-Zxxdx\ 

Man  darf  annehmen ,  dass  die  Gleichungen  a  =  0  und  t  =  0 
von  den  Differentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  nur  die  bei- 
den Zyy  und  Zxy  eiuschliessen,  und  man  erhält  so  durch  Differen- 
tiation :  ' 

da  dh         da      d^z         /da\ 


2. 


dzyy  dy^       dzxy  dxdy^       \dy, 

da      dh         da      d^z        f^^\ n 

dzyy  dxdy^     dzxy  dx^dy  '  xdx/"^   ' 


3.  j.      .,..3  +  ./.      ^^^..2  +  \dy)^^' 


dx    dH  dt      dH 

dzyy  dy^        dzxy  dxdy^  ^  \dy. 


dr      dh  fZr      dh    ^f^'^\ n 

dzyy  dxdiP'      dzxy  dx^dy      \dx)        ' 


dzyy  dxdy^      dzxy  dx'^dy 
indem  man  abkürzend: 

da        t  da^       ,  ^         ^  _  ^^^\ 

7üy''yy^d7x^''y^di''y^dy-\dy)  "•  ®-  '^• 

schreibt.  Aus  der  partiellen  Differentialgleichung  tp  =  0  erhält 
man  noch  : 

dt\)      dh rfi|;      dh         dt/;  d^       ^^\^o 

dzxx  doc^dy      dzxy  dxdy'^      diyy  dy^      \dy/'^ 

Wenn  man  zwischen   den  vorliegenden   fünf  Gleichungen  die  drei 

d'^z        {l^z  d^z 

Differentialquotienten  der  dritten   Ordnung  -,—3»  ^ — y-^  ^^^  l^dii 

eiiminirt,  so  ergeben  sich  zwei  partielle  Differentialgleichungen 
der  ersten  Ordnung  zur  Bestimmung  der  Funktionen  a  und  r.  Aus 
den  Gleichungen  1.  und  3.,  2.  und  4.  bilde  man  zunächst  die  fol- 
genden : 
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/  Aö     dx       da     dx  \  dh      (^£\  ^^        ^^  ^^^— n 
\dzyy  dzxy     dzxy  dzyyj  dy^      \dyj  dzxy      dzxg  \dy/ 

/  d(S    dx        da    dx  \    dh^     (^\  c^^         da  (dx\ ^ 

\dzxy  dzyy      dzyy  dzxyj  dxdy^      \dyj  dzyy      dzyy\dyj       ' 

/  da     dx        da    dx  \    dH     n^da\  dx  ^  da  fdx\^ 
\dzyy  dzxy      dzxy  dzxyj  dxdy^      \doc/  dzxy      dzxy^dx)        * 

/  da    dx       da    dx  \    dH        /^\  ^"^        rfg  (dx\ _ ^ 
\dzxy  dzyy     dzyy  dzxyJ  doc^dy      \dxj  dzyy      dzyy\da:/^ 

Durch  die  Addition   der  Gleichungen  7.  und  8.  entsteht: 

/da\  dx        da  /dx  \      /da\  dx        da  fdx\ ^ 

^  '     \dxj  dzxy      dzxy  \dx /  ■"  \dyj  dxyy      dzyy  \dy/ ""    * 

und  dies  ist  die  eine  von  den  beiden  Gleichungen,  welche  zur 
Bestimmung  der  Funktionen  a  und  r  dienen.  Um  die  andere 
Gleichung  zu  erhalten^  setze  man  die  aus  den  Gleichungen  6.,  7., 
8.,  9.  sich  ergebenden  Werthe  an  die  Stelle  der  Differentialquo- 
tienten  dritter  Ordnung  in  die  Gleichung  5,  ein.    Dabei  wird  man 

-7.1 

mit  Vortheil  den  Goeffizienten   -^ —   durch  die  Summe  F«  -f  F«  et' 

aZxy 

setzen,  wo  Fj  und  V^  die  Wurzeln  F|  der  quadratischen  Gleichung: 

dzfxu  dzxx   dzwj 


Cy  ^^XX     U^iyy 


dH 
vorstellen,    um  dann  bei  der  Elimination  von    ,    ,  «,  entweder  die 

dxdy^ 

Gleichung  7.   oder  die  Gleichung  8.  zu   gebrauchen,  je  nachdem 

dieser^  Dtfferentialqnotient  mit  dem  Faktor  Fj  oder  V^  verbunden 

ist.    Man  gelangt  so  zu  der  Gleichung: 

dtf;  ffda\  dx da  /dx\\^      //rf(y\  dx       da/dx\\ 

dzxx  \\dxj  dzyy      dzyy\dx ))         *  \\dx )  dzxy      dzxy  \dx)) 

*  \dzyy\dyj     \dyjdzyyj    dzyy\dzxy\dy J  "~  \dyjdz7yj 
/^dtj;^  /'  da     dx        da     rfr  X_^ 

Kß'y  J  \dzyy  dzsy       dZxy  dZyyJ 

Man  otdne  nach  Differential quötienten  von  r,    und  man  bat: 


SiO  N^€Q§€räth:   üBbßr  den  itreit, 

4cn  andeni  StfaUea  Jtm  und  xM  gebildeten  .Wiskel'  mxM  und 
.••  findet  ans  letateren  Gmnd«  die  Proporiion  statt: 

xM:am=^MJ:mJ. 

Es  ist  aber  auch<  R  '.  r  ^=MJimJ, 


und  daher    xM\xm:=z  R  :  r,  * 

Verbalten  sieb  die  Abstände  irgend  eines  Punktes  von  den 
Mittelpunkten  zweier  Kreise  wie  deren  Radien,  so  liegt  dieser 
Punkt  auf  der  Peripherie  des  Kreises,  der  durch  die  Aebnlicb- 
keitspunkte  jener  Kreise  bestimmt  ist. 

Ist  X  (Taf.  I.  Fig.  11.)  der  Punkt,  welcher  der  Proportion 
genügt : 

xM:xm=zR:r, 

so  ist«  wenn  xJ  die  HalbirungsUnie  des  Winkels  mxM,  «nd  ;cA 
die  seines  Nebenwinkels  bezeichnen: 

MJ  :mJ=zxM:xm^R:r 

MA:mA=sxM:xm=:R:r 


mithin    MJ  :mJ  =:MA:inA=iRir. 


Deshalb  sind  J  und  A  die  Aehnlichkeitspunkte  beider  Kreise  und 
x3J,  xm,  xJ  und  xA  harmonische  Strahlen,  von  denen  die  letz- 
teren normal  auf  einander  stehen,  weil,  wie  leicht  erhellt,  jeder 
derselben  den  einen  der  Winkel  halbirt,  den  die  beiden  andern 
mit  einander  einschliessen.  Und  weil  xJ  und  xA  normal  auf  ein- 
ander stehen,  liegt  x  auf  dem  Kreise,  der  durch  die  Punkte  J 
und  A  bestimmt  ist. 


§.  3. 

tt)  Legt  man  von  irgend  einem  Punkte  der  Peripherie  des 
Kreises,  der  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  zweier  anderer  Kreise 
bestimmt  ist,  und  nicht  innerhalb  derselben  liegt,  Tangenten 
an  diese  Kreise,  so  sind  die  Winkel  gleich,  welche  je  zwei  zu- 
sammengehörige Tangenten  mit  einander  einschliessen. 

Bezeichnet  (Taf.  1.  Fig.  12.)  x  den  Punkt ,  von  dem  aus  die 
Tangenten  xt,  xt,  und  xT,  xT,  an  die  Kreise  gelegt  werden, 
deren  Mitten  m  und  M  sind,  so  ist 

^xtmo^  ^xTM, 
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I  '  , 

weil  dieselben  rechtvrinktig  suvd  und  nach  §•  !•  die  Proportion 

stattfindet.    Deshalb  ist  j^mxt  =  j^MxT  und  also  aucb  ^txt, 

ß)  Schliessen  die  Tangenten,  welche  von  einem  Punkte  an 
awei  Kreise  gelegt  werden,  der  ausserhalb  dieser  Kreise  liegt, 
beziehlich  gleiche  Winkel  mit  einander  ein ,  so  liegt  dieser  Punkt 
auf  dem  Kreise,  der  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  jener  Kreise 
bestimmt  ist. 

Bezeichnet  (Taf.  I.  Fig.  12.)  x  diesen  Punkt,  so  ist 

/iixtmcsD  ^xTM, 

w^il,    wie  sogleich  erhellt,  beide  zwei  Winkel  beziehlich  gleich 
fiäbeti.    Hieraus  folgt: 

xm :  xM=i  mt :  MT 
=  r  :  R, 

und  deshalb  liegt  nach  §.  2.  x  auf  dem  durch  die  Aehnlichkeits- 
punkte bestimmten  Kreise. 

§.4. 

a)  Zieht  man  Ton  irgend  einem  Punkte  der  Peripherie  des 
Kreises,  der  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  zweier  anderer  Kreise 
bestimmt  ist  und  innerhalb  dieser  letztern  liegt,  die  kleinsten 
Sehnen  dieser  Kreise,  so  sind  die  Mittelpunktswinkel  gleich, 
welche  zu  diesen  Sehnen  gehören. 

Ist  (Taf.  1.  Flg.  13.)  X  der  Punkt,  durch  den  die  kleinsten 
Sehnen  ss,  und  SS,  der  Kreise  m  und  M  gezogen  sind,  so  ist 

weil  dieselben  rechtwinklig  sind  und  nach  §•  1.  die  Proportion 

xm:xM:=msiMS 
stattfindet.    Deshalb  iet  ^«iiM?=:^5ilfj7  und  daher  auch  ^sms, 

ß)  Sind  die  Mittelpunktswinkel  der  kleinsten  Sehnen  zweier 
sich  schneidender  Kreise  für  einen  Punkt,  welcher  innerhalb  bei- 
der liegt,  einander  gleich,  so  liegt  dieser  Punkt  auf  der  Peri- 
pherie des  Kreises ,  der  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  jener 
Kreise  bestimmt  ist 

Bezeichnet  (Tat  I.  Fig.  13.)  x  den  Punkt,  durch  welchen  die  klein- 
sten Sehnen  ss,  und  SS,  für  die  Kreise  m  und  M  gezogen  sind,  so  ist 

22» 
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da  dieselben  rechtwinklig  sind  und  j^smx  ss  ^SMx  ist.  Als- 
dann folgt 

ücmixM^^msiMS 

=  r  :  Ä 

und  es  liegt  deslialb  nach  §.  2.  x  auf  der  Peripherie  des  Kreises, 
welcher  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  der  Kreise  m  und  M  be- 
stimmt ist 

§.  5. 

Der  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  zweier  Kreise  bestimmte 
Kreis  werde  nunmehr  der  in  §.3.  und  §.4.  nachgewiesenen  Eigen- 
schaften wegen  9  und  der  kürzeren  Bezeichnung  halber,  der  Iso* 
gonalkreis  jener  Kreise  genannt. 

§.6. 

a)  Hat  der  Isogonalkreis  zweier  Kreise  mit  einem  derselben 
einen  Punkt  gemein ,  so  hat  er  denselben  Punkt  auch  mit  dem 
andern  gemein. 

Denn  ist  x  der  Punkt,  den  der  Isogonaikreis  mit  dem  Kreise 
vom  Mittelpunkt  M  gemein  hat,  so  ist,  wenn  man  den  Mittelpunkt 
m  des  andern  Kreises  mit  x  verbindet, 

xmixM=^r\R, 

und  da  xIU  =  R,  so  muss  auch  xm:=r  sein,  d.h.  der  Punkt  x 
muss  auch  auf  der  Peripherie  des  Kreises  vom  Mittelpunkt  m 
liegen. 

ß)  Haben  zwei  Kreise  keinen  Punkt  gemein,  so  hat  auch 
ihr  Isogonalkreis  mit  keinem  derselben  einen  Punkt  gemein. 

y)  Schneiden  sich  zwei  Kreise,  so  schneidet  ihr  Isogonalkreis 
beide  in  den  gemeipsamen  Durchschnittspunkten. 

ö)  Berühren  sich  zwei  Kreise,  so  berührt  ihr  Isogonalkreis 
beide  in  dem  gemeinsamen  Berührungspunkt 


§.7. 

ä)  Der  Radius  des  Isogonalkreises  zweier  Kreise  ist  die  mitt- 
lere Proportionale  des  Abstandes  seiner  Mitte  von  der  Mitte  jener 
Kreise. 


der  durch  die  AeAniiekkeitspunkte  %weier  Freite  kesOmmi  ist.  S33 

Ist  (Taf.  I.  Fig.  11.)  O  die  Mitte  des  Isogonaikreises  zweier 
Kreise  von  den  Mittelpunkten  m  und  M,  so  sind  diese  ein  Paar 
und  die  Aehnlicbkeitspunkte  A  und  J  das  andere  Paar  zugeord- 

AJ 

neter  harmonischer  Punkte.    Deshalb  ist,  wenn  ^=:-^  den  Ra- 
dius des  Isogonalkreises  bezeichnet, 

Q^  =  Om.OM. 

ß)  Die  Abstände  der  Mittelpunkte  zweier  Kreise  von  dem 
Mittelpunkte  ihres  Isogonalkreises  verhalten  sich  wie  die  Quadrate 
der  Radien  jener  Kreise.    £s  ist  nach  vorigem  Satze: 


oder 


Hieraus  folgt: 


AO^^Om.OM, 


Om\AO  =  AO:OM. 


daher 


Om'\^AO       AO'\^OM 
Om       —       AO 

mA  MA 

Om  —~ÄÖ' 


Om^AO."^^ 


MA' 


und,  weil 


auch 


mA  r 


I.     Om  =  AO.  g- 


Femer  folgt  aus  jener  Proportion: 

Om  +  AOAO  +  OM 
AO      —       OM 

mA  __  MA 
AO-^  OM' 

daher 

MA 


OM  =  AO. 


mA* 
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oder 

IL    OJUz=AO.-' 

r 

Durch  DiTisioD  von  I.  und  IL  ergibt  sich  dann: 

Omi01U  =  i^:R^. 

y)    Bezeichnet  a  die  Centrale  der  Kreise  von  den  Radien  r 
und  R  und  q  den  Radios  ihres  Isogonalkreises,  so  ist 

otR 

Es  ist  (Taf.  L  Fig.  11.)  AO^q,  Mm  =  a  und  daher 

a  =  MO'-mO 

==?i.  AO  —^'AO 
r  tt 


also 


§.  8. 

a)  Die  Mittelpunkte  zweier  Kreise  sind  Pole  ihres  Isogonal- 
kreises.   (§.  7.,  a).) 

ß)    Der  Isogonalkreis  schneidet  jeden  Kreis»   der  durch  die 
Mitten  seiner  Kreise  geht,  rechtwinklig.    (§.7.,  et),) 


a)  Hat  die  Chordale  zweier  Kreise  einen  Punkt  mit  dem  Iso- 
gonalkreise derselben  gemein,  so  hat  sie  denselben  Punkt  mit 
deren  Kreisen  gemein. 

Ist  X  der  Punkt,  den  die  Chordale  und  der  Isogonalkreis  ge- 
mein haben,  so  ist,  weil  derselbe  auf  der  Chordale  liegt,  ^ 

il/a:«  —  mar«  =  ß«  —  r«. 


der  durch  die  AehnUckkeitipunkte  %weier  iCreise  beitimmt  itt,  3S5t 

und  weil  derselbe  auf  d«n  bogonalkreise  liegt: 

Mx : mx  =z  Rir^ 
und  hieraus: 

mx^  r^      ' 

Deshalb  ist  mxzur  und  der  Punkt  liegt  auf  dem  Kreise  rom 
Radius  r.  Derselbe  liegt  auch  auf  dem  Kreise  vom  Radius  R» 
weil  er  auf  der  Chordale  beider  Kreise  und  einem  derselben  liegt. 

ß)  Hat  die  Chordale  zweier  Kreise  keinen  Punkt  mit  densel- 
ben gemein  9  so  hat  sie  auch  keinen  Punkt  mit  dem  Isogonatkreise 
dieser  Kreise  gemein.    (Aus  a).) 

y)  Hat  die  Chordale  zweier  Kreise  keinen  Punkt  mit  dem  Iso- 
gonalkreise dieser  Kreise  gemein ,  so  haben  die  Kreise  keinen 
Punkt  mit  einander  gemein.    (Aus  a).) 

§.  10. 

et)  Drei  Kreise  haben  drei  Isogonalkreise. 

ß)  Haben  zwei  der  drei  Isogonalkreise  dreier  Kreise  einen 
Punkt  gemein »  so  hat  der  dritte  denselben  Puakt  mit  ihnen  ge- 
mein. 

Die  drei  Kreise  seien  durch  ihre  Mitten  M,  M',  B/l" ,  ihre  Ra- 
dien beziehlich  durch  r,  tf,  r,,  bezeichnet.  Der  Isogonalkreis  für 
M  und  iW  sei  MM',  der  für  M  und  ilf"  sei  iHfiH"  und  der  fiir 
iH'  und  iV^^  sei  M^M'^..  Haben  die  Isogonalkreise  ilfJH^  und  jlfjlf'^ 
einen  Punkt  x  gemein,  so  finden  die  Proportionen  statt: 

Mx    :  M^x  =  r    :r, 
M'*x :  Mx  =zT„:r 


und  daher  M'^x  :  M'x  =  t„  :  r,. 

Wegen    der   letztern    Proportion    liegt    alsdann    nach    §.  2.    der 
Punkt  X  auf  dem  Isogonalkreise  M*M*', 

y)  Die  Isogonalkreise  dreier  Kreise  können  nicht  zusammen- 
fallen. 

Fielen  zwei  der  Isogonalkreise  zusammen,  so  müsste  wegen 
des  vorigen  Satzes  auch  der  dritte  mit  ihnen  zusammenfallen. 
Dann  fielen  aber  die  drei  äussern  Aehnlichkeitspunkte  in  einen 
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Pankt  und  die  drei  ionern  AehDÜchkeitspnnkte  in  einen  andern 
Punkt.  Die  drei  Kreise  hätten  alsdann  nur  zwei  Aehnlichkeite- 
punkte  und  es  mflssten  deshalb  zwei  derselben  zusammenfallen. 
Dann  wfirden  aber  nicht  drei,  sondern  zwei  Kreise  vorliegen. 


§.11. 

Die  Isogonalkreise  dreier  Kreise  schneiden  sich  entweder  in 
zwei  Punkten  oder  berühren  sich  in  einem  Punkt,  oder  haben 
keinen  Punkt  gemein. 

Schneiden  sich  zwei  der  Isogonalkreise,  so  hat  der  dritte  die 
.  Schnittpunkte  nach  §.  10. »  ß)  mit  ihnen  gemein  und  er  kann  nicht 
mit  einem  derselben  zusammenfallen,   da  sonst  alle  drei  zusam- 
menfallen mfissten,  was  nicht  möglich  ist. 

Berühren  sich  zwei  der  Isogonal  kreise,  so  hat  der  dritte  den 

Berührungspunkt  mit  ihnen  gemein,  und  er  kann  keinen  derselben 

schneiden,  oder  mit  einem  derselben  zusammenfallen,  da  sonst 

die  ersten  sich  schneiden  oder  in  einander  fallen  müssten,    was 

-nicht  möglich  ist. 

Haben  endlich  zwei  der  Isogonalkreise  keinen  Punkt  mit  ein 
ander  gemein,   so  kann  auch  der  dritte  mit  keinem  derselben  ei- 
nen Punkt  gemein  haben.    Denn  wäre  dies  der  Fall,  so  müssten 
die   beiden  ersten   dieselben  Punkte    mit  dem  dritten,   also  auch 
mit  einander  gemein  haben. 


§.  12. 

a)  Schneiden  sich  drei  Kreise  in  zwei  Punkten,  so  schneiden 
sich  ihre  Isogonalkreise  in  denselben  Punkten.     (§.  6.,  y),) 

S)    Berühren  sich  drei  Kreise   in  einem  Punkte,  so  berühren 
sich  ihre  Isogonalkreise  in  demselben  Punkte.     (§.  6.,  d).) 

/)   Schneidet  von  drei  Kreisen  jeder  den  andern,  so  schnei- 
den sich  ihre  Isogonalkreise. 

Denn  es  schneiden  sich  alsdann  zwei  der  Isogonalkreise  und 
deshalb  nach  §.  11.  alle  drei. 


§.  13. 

tt)  Werden  zu  den  drei  Isogonal  kreisen  dreier  Kreise  die  Iso- 
gonalkreise   gedacht,     so    mögen    diese    die    Isogonalkreise 


der  durch  die  iektUMUteUspunJUe  «eeier  Kreiee  .äeeämmi  ist.  857 

»weiter  Ordnung  in  Besag  auf  die  ursprünglich  angenommenen 
drei  Kreise  heissen.  Die  Isogonaikreise  dreier  Isogonallcreise 
aweiter  Ordnung  heissen  alsdann  die  Isogonallcreise  dritter  Ord- 
nung u.  8.  f. 

ß)  Schneiden  sich  die  drei  Isogonallcreise  irgend  einer  Ord- 
nung in  zwei  Punkten ,  oder  berühren  sich  dieselben  in  einem 
Punkte,  80  schneiden  sich  beziehlich  die  Isogonalkreise  aller 
folgenden  Ordnungen  in  denselben  Punkten  oder  berühren  sich 
in  demselben  Punkte  (§.  12.  a)  und  /?)). 

§.  14. 

Die  Mittelpunkte  der  Isogonalkreise  dreier  Kreise  liegen  in 
gerader  Linie. 

Die  Mittelpunkte  der  Kre'ise  (Taf.  I.  Fig.  14.)  seien  ilf ,  M^ 
und  JU^^,  ihre  Radien  beziehlich  r,  r,  und  r,,;  ferner  sei  P  der^ 
Mittelpunkt  des  Isogonalkreises  zu  M  und  M*,  P*  der  Mittelpunkt 
des  Isogonalkreises  zu  M  und  M^*  und  P*  der  Mittelpunkt  des 
Isogonalkreises  zu  M*  und  Mi**,  ^^^i  n^^n  durch  die  Mittelpunkte 
zweier  Isogonalkreise,  etwa  durch  P  und  P* y  eine  gerade  Linie 
und  zieht  von  den  Mittelpunkten  der  Kreise  drei  parallele  Linien 
Mm^  M*mfy  M**mf*^  deren  Schnittpunkte  mit  dieser  Geraden  m, 
m'  und  inf*  sind,  so  ist,  wie  leicht  erhellet: 


PM    .PW    =r*      :r,«. 

mithin 

Mm    \Wm*    =r«      :  r,« 

und 

M*mf\M**mf*=zr^    ir,,« 

also 

Mm    iM"m*'  =  f^      :r„a. 

Es  ist  aber  auch 

r«       :r,;«       ^P'MiP'M", 

mithin 

Mm   iM"m'*z=PMiPM'' 

woraus  folgt,  dass  P*  auf  der  Geraden  PP*'  liegt. 
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XVI. 

Ueber  einige  goniometrische  Formeln. 

Von 

Herrn  Doctor  fViegers 

KU   Berlin. 


Man  hat 

8in  (a  +  j5  -f  )f)  =  sin  a  cos  ß  cos  y  +  cos  a  sin  ß  cos  y  +  cos  a  cos  /?  sin  y 

—  sin  a  sin  j3  sin/» 

oder»  indem  man  zur  Abkürzung 

sin  ixcos|3cos/  =  A, 
cos  a  sin  ß  cos  y  =  A| , 
cos  cf  cos  j3  sin  y  =  A2 , 
sin  CK  sin  ß  s\ny  =  fi 
setzt : 

sin(a  +  /5f  y)  =  A  + A,  +A2  — f*. 

Daraus  folgt: 

sin  («  +  j8  — y)  =      A  +  A,  —  A«  +  f*, 

sin(a  — /?+y)=     A-Ai  +  ^  +  ft, 

sin(— a+j3+y)  =  — A  +  Aj+A^  +  f*, 

—  sin  («  +  |J  +  y)  =  — A— Ai— A^  +  fi; 
mitbin : 
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8in(a+/J-.7)  +  8ln(«--/J+y)  +  8in(-.«+iJ+y)--siD(«+/3+y)==V, 

(q) 
8iii(a  +  /3-y)  +  8in(a-./3  +  y)  +  «in(-a+/5  +  y)-«in(a+i3+y) 

=  4  sin  a  sin /3  sin  y. 

Setzt  man 

«  +  /3— y  =  p, 

•^a  +  ß  +  y  =  r; 
80  erhält  man: 

^  —  p  +  9    fi^p±i    V  — i±r 

und  die  Gleichung  (q)  geht  über  in  die  folgende: 

8in  p  -h  sin  q+sinr 

.   =48in£i5»i„e+-rsin^  +  sin(p  +  y  +  r), 

oder,  wenn  man  p  +  9  +  r  =  tf  setzt,  in: 
(I)  sin  p  -f  sin  ^  -f  sin  r 

=  48in(j  -  0  sin  (f  —  I)  »i«  (f  ^  f )  +  «'«  <'• 

2. 

Es  ist: 

sin  p   .  sin  q 
sfT    SV      cosp       cos 9 

_8in(p-f  y)^ 
cos  p  cos  9  ' 

folglich : 

sin  (p  +  y)  cos  r  -Jr  cos  p  cos  q  sin  r 

8P  +  *8^  •    ß**—  cospcos^cosr 

8iD(p-hy)cosr+cofl(p-fy)8inr-fco8pcosy«nf— cofl(p-hy)i|ior 

cospcos^cosr 
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of  ■    OY  ■    o  cospcosycoar 

oder,  wenn  man  p-\-q'{-rr=  tf  setzt: 
(H)       tgp  +  tg^  +  tgr  =  tgptg^tgr  + 


cospcosf  cosr 

3. 

Aus  (I)  folgt,  indem  man  statt  r  setzt  (2R-f  r): 

(III)  sinp-fsin^ — sinr 

=  48in  (|- 0  cos  (J-|)  cos  (|-|)-«i„tf, 

und.  Indem  man  in  (I),  (II)  und  (III)  statt  der  Winkel  p»  q»   r 
ihre  Complemente  einföhrt,  erhält  man  der  Reihe  nach: 

(IV)  cos  p  -f  cos  q  +  cos  r 

=  4cos  ^2  —  2/  ^®®  (2  ""  1)  ^^*  (2  ■"  V  ""  ^^®  *  * 

(V)  cot/7-f-cot9-hcotr=cotpcot^cotr ; 


•     f 


smpsm^smr 
(VI)  cos  p  +  cos  q — cos  r 


4. 

Die  Gleichungen  (I)  bis  (VI)  lassen  erkennen,  wann  ein  Aggre- 
gat von  drei  gleichartigen  trigonometrischen  Functionen  sich  als 
ein  Product  darstellen  lässt.  Es  hängt  dies  lediglich  von  der 
zweiten  Grosse  rechts  vom  Gleichheitszeichen  ab,  welche  in  den 
Gleichungen  (I),  (II),  (III)  verschwindet,  wenn  a  ein  gerades 
Vielfaches  von  einem  R;  in  den  Gleichungen  (IV),  (V),  (VI)  da- 
gegen, wenn  6  ein  ungerades  Vielfaches  von  einem  R  ist  So 
ergeben  sich  z.  B.  ßir  die  Annahme  a-|-ß+/=2R  die  bekannten 
Formeln: 
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u        ß        y 
sin  a  -f  sin  /3  -f  sin  y  =:  4  cos  n  cos  ^  cos  ^ » 

tg  «  +  tg  /3  +  tg  y  =  tg«tg/Jtgy, 

tt        i3        y 
sina-f  sinjS  — siQy=:4sin^8in^cos^« 


a  ß  y 

cos^+cos^+cos^ 

a  ß  y 

cot^ +cot^  +  cotg^ 


=4  cos  (I  -  J)  cos(|- J)cos(|- J). 


€c       ß        y 
cot  2  cot  H- cot  ^, 


«^    jj      y   . .  /R   «^ .  /R   /'^    /R  y^ 


Es  ist 


sin(a  +  /3  +  y  +  d)  = 


6. 

sin  a  cos  /?  cos  y  cos  d 
I -|- cos  tt  sin  j3  cos  }^  cos  d 
I -f  cos  a  cos /?  sin  y  cos  ^ 
-f  cos  ff  cos /3  cos  y  sin  ^ 


sinasinj^sinycos^ 
sinasinj^cosysin^ 
sin  a  cos  j?  sin  y  sin  ö 
cos  a  sin  /3  sin  y  sin  ö. 


oder,  indem  man  zur  Abicfirzung: 


sin  a  cos  ß  cos  y  cos  8^=z  X, 
cos  a  sin  j3  cos  y  cos  d  =  Xi, 
cosofCosjSsinycosd  ==  il^» 
cos a cos j3 cos y sind  :=  ils, 

setzt: 


I 


sin  a  sin  |3  sin  y  cos  d  : 
sin  a  sin  /?  cos  y  sin  d  : 
sin  a  cos  /?  sin  y  sin  d 
cos  a  sin  /}  sin  y  sin  8 


sin(c  +  |3  +  y  +  d)=:A  +  Ai  +^  +  ^8  —  i>*— fh  — f<t— fh- 


Daraas  folgt: 

sin(«  +  iJ  +  y-«): 
8in(«  +  /3— y  +  «): 
8in(a — /3  +  y  +  ^ 
sio(ir — /J— y— d) 


^  +  ^  +  ^  — Äj— i»  +  fh  +  f*a  +  ft» 

^  + ^1  — ^  +  ^  +  f*— f«i  +  f«t  +  f*i» 

A— Xi +Aa  + As  +  f*  + f*i— f4  +  f*i» 
A— Ai— a,— Ä8— ^— fii  —  f4  +  ^. 
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mithin : 

(qO 

sin  (a+ß+y-ö)  +  sin(«+/3— y+d)  +  sin  (cc-r-ß+y+ö) + sin  (a— jS-^y— tf) 
=  4  sin  a  cos  ß  cos  y  cos  d  -f  4  cos  cc  sin  ß  sin  y  sin  ^ . 


Es  sei  nun 


«  +  /J+y— ^  =  Pf 

a— /3-y  — d  =  i«; 


so  fiadst  mau: 


«=    4 > 

w— «-f  r — t 

V= 4 

—p-^q+r—t 


und,   wenn  man  jetzt  p-f9  +  ''  +  ^  =  c  setzt,  so  giebt  die  Glei- 
chung (qO: 

(VIl)  sinp-l-sin^-l'Sinr-l-sint 

,'        .     <f        /«J      »•+A        /ff      y+A        /ff      P+<\ 
l  4»in  jco«^j r>/'="*U~"2~y*"*V4 2"^ 

'     ,       ff    .    /ff      r+<\    ,    /ff      9+/\    .    /ff      p+t\ 
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6. 

Aus  der  Gleichung 

siDpcos^cosrcost  —  sin/?  sin  g^  sin  r  cos  ^ 

-f  ^ospsin^cosrcos^— sinpsin^cosrsin^ 

sin(p  +  ^+r  +  0=  ^ 

-f  cos  p  cos  9  sin  r  cos  ^  —  sinpcos^sinrsinf 

+  cospcosqcosrsiüt — cos/»  sing  sin  r  sin  ^ 
folgt,  indem  man  dieselbe  durch  co8/>cosgcosrcos^  dividirt: 

\i  /  nr  •  -WY  ■   o     ■   o         cos/icosgcosrcos^ 

+^gP^S9^gr+igpi^qtgt'\-tgptgrtgt  +  tgqtgrtgt. 

Die  Gleichung  (II)  giebt  nun: 

sin  (p  +  9+r) 
tSP+tgq  +  tgr  =co8pcosyco«r  +  *8P*gg*g''' 

sin  (p+gi- 1) 
tgp+tgv  +*S'"=cospco8ycos<  +  *gP*gy*«^' 

sin  (p  +  r+0 

tffP  +tffr  +  tge  =  ^^— = — =-^  +  tgotgrtg/, 

ö^  I    ö     •    e»         cospcosrcosft        °^  "     " 

sin  (o  +  r  +  *)     .   . 
tgy+tgr  +  tg<=— ^^;^;:^^  +  tgytgrtg<; 

mithin  ist: 

3tgp  +  3tgg  +  3tgr  +  3tgr 

sin  (p  +  q  +  r)  cos  <  +  sin  (p  +  g  +  <)  cos  r 

-I-sin(p  +  r  +  Ocosy-f  sin(g  +  r+<)cos/? 
cos  p  cos  g  cos  r  cos  ^ 

Subtrahirt  man  von  der  Torstehenden  Gleichung  die  Gleichung 
(«l'O»  so  erhält  man: 
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2tgp  +  2tg9r  +  2tgr+2tgl 

B\ii{p  -{■  q  '^T)coBt  •\'  B\n{p  •\'  q  -\-t)co%r 

•f  sin  (p  +  r  +  0  cos  g  +  sin  (y  +  r  -f  ^  cos  p 
cosp  coag  cosr  cos< 

sin(p  +  y  +  r-fO 
cos  j9  cos  9  cos  r  cos  < ' 

oder,  indem  man  wieder  p  +  g+r+t^^  a  setzt: 

2tg;ti+2tg9+2tgr+2tge 

sin(tf~0cos<  +  sin(<y--r)co8r  +  sin(<y— y)cosy-f  sin(<y— p)cosp 

cos  j9  cos  q  cos  r  cos  t 

8ina 


cos/»  cos  q  cosr  cos  t 


sin  a  (cos  /* + cos  r* + cos  9*  +  cosp*) 
cos  p  cos  9  cos  r  cos  ^ 

J     cos  <y  (sin  <cos  t  +  sin  r  cosr  +  sin  y  cos  y-f  sin  p  cosp) 

cosp  cos  q  cos r  cos  < 

sintf 


\     cos  p  coag  cosr  cos  t 


sin  <y  (cos2<  -f  cos2r  +  cos2y  +  cos  2p) 
2  cosp  cos  q  cos  r  cos  < 

)      cos<y(sin2f  -fsin2r  +  sin2</  +  sin2p) 

2  cosp  cos  9  cos  r  cos  t 

sin  a 


cosp  cos  9  cos  r  cos ^ 

sin  ((T--2<)  -fein  (<y— 2r)  +  sin  (tf— 2y)  +  sin  (<y-2p) 

2  cos  p  cos  q  cos  r  cos  t 

s\n6 


\      cos  p  cos  q  cos  r  cos  t ' 


und  durch  Anwendung  der  Forme!  (VII): 
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I 

(Vlll)  tg/?  +  tgv  +  tgr  +  tgt 

8in  2  cos  (2 '^**+*)  ^®®  f  5;~  9+0  ^^*  (2  ""^+V  ^ 

cos /?  cos  ^  cos  r  cos  ^ 

=  <       cosg-  sinT^  — -r+n  sin Y^  ""9^+0^'"  (^""''"''V 

cos  p  cos  ^  cos  r  cos  ^ 

V  sin  0 

2  cos  J9  cos  9  cos  r  cos  ^ 


7. 


Fuhrt  man  in   (Vll)  und  (Vlll)  statt  der  Winkel  p,   q,  r,  t 
ihre  Compleroente  ein,  so  erhält  man: 

(IX)  .       cos/?  +  cosy  +  cosr  +  cos< 

.        c        /ff      r+t\       /ff      9+A        /ff      p+<\ 
4  cos  j  cos  {j 2~^  cos  (^  j  -  -^J  cos  ^ j — g"^ 

•    .    ff    .    /ff      r+<\   ,    /ff      y+A    ,    /ff     ;>+«\ 
-  4  sin  j  sm  ^j 5-^  sin  {j ^J  sin  f^j-C^J, 

(X)  cotp  +  cot  ^  +  cot  r  +  cot  < 


sm  5-  cos 


(2—»*+7C®*(2  ~9+7  ^^*'V2""^^7 


slnpsin^sinrsin^ 


—  <   cos 


g^sin^^— r+n,sin^2  ""9+7  »^nr2^i»+y 


sin  j9  sin  9  sin  r  sin  f 
sin  a 


2  sin  p  sin  9  sin  r  sin  ]f' 


Indem  m^  in  (VII)  nn^  <IX>  iftatt  t  setzt  (2R  +  0i,  ^olg^^ 
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(   ' 
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(XI)  '  sid/t-f  siDiy-f-Binr— sin< 

,  .    tf+2R       /«— 2R     r+*\        /tf-2R     o+Tv 
4  8ia  — j— C08  ^^^j g-J  cos  ^^— j ^) 

/ff— 2R     »+A 
,    .       <»+2R  .    /ff-2R     r+A  .   /tf-2R     y+A 

.  /ff-2R    p±r\ 

^""V"! 2^' 

(XII)  cosp  +  cos^f  +  cosr — cost 

ff+2R        /ff-2R     r+A        /ff— 2R      «r+A 
4  cos  — j—  cos  (^—j y)  '^"«  V~4 T) 

.  .    <T+2R   .    /ff-2R     r+A   .    /ff-2R     ö+A 
-48in-j-8in^^-j 2">l*'"(,~4 2  J 

^. ,„(£=»_£+«). 

Wenn  man  ausserdem  statt  r  setzt  (2R^r)9  folgt: 

(XIII)  sinp  +  sin^— sinr— -siof 

4cosjS.n(^j 2-;^^H4~  Vy^^^U        2"J 

.    .    .    c        /ff      r+<N    .    /ff      9+A    .    /ff      p+A 
+  4siiiyco8(^j 2"j*'"U~    2  ;«*H4~Vj' 

(XIV)  cos/>  +  cos^— cosr — cos/ 
^4si«js.n(^j— 2-;fcos(^j r>^K4""  2  y 


-|-  cos 


ff       fa     t\f\    .    /a     9+A   r/ff      p+A 


8. 
Pfir  di«  AiAohtte  ««=p-f-fHhr-f«s«4R  gieM 
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dieGI.(VII):  sinp^8in9+8inr+8in*==48in-n-sin'^^sin--rt-*      (g) 
(VIII):  igp  +  tgq  +  ter  +  tst^* —  '       T.     ^^1^       > 


>»    ff 


1,    „  (IX) :  cosp-|-cos7-|-cosr-|^os<=  — 4cp8*^  cos  ^^  cos  -^» 

/vx  *.♦.*.     w     sin  (r+t)  sin  (y+<)  sin  (p+Q 

(X):  cotp-i-coto4-cotr^cot^=:  —    .        .        .  — 7-~ — » 

^   ^  ^         *•          *                    sinpsin^sinrsin^ 


99         9f 


99  »i 


»9 


(XIII):  sinp+«ln^— sinr^sinf=4sin-H^  cos ^^  cos ^-o-» 
„  (XIV):  cos/>+cos^-cosr-cos<=^— 4cos-ö--sin2^  sin^^ » 

/  .      «in -5- sin -^^  sin  ^-^ 

„    „  (Vlli):  tgg  +  tg|+tg^  +  tg^=    cospcosycosrcos—- 

.   r^t  .    q+t  .   p+t 
„    „  (X):      cotf+cot^+cot^+cot^     sinysinysinrsin— >  ^'^ 

„    „  (XI):    sin^+sio|+sin2~9ni^3=4cos^cos^cos2j-,   (g") 
„    „  (XII):  cosg+cos^^+cos.^— cos2=4sin  -j-  sin  ^-j-  sin^^-j- • 


9. 

Aufgabe,  Der  Umfang  u  und  die  Winkel  tt,  ß,  y,  d 
eines  um  einen  Kreis  beschriebenen  Vierecks  seien 
gegeben.  Man  sacht  de«  Radius  q  des  Kreises^  den 
Inhalt  J  und  die  Seiten  des  Vierecks. 

Der  eingeschriebene  Kreis  bestimmt  durch  seine  Berührungs* 
punkte  auf  je  zwei  gegenaberliegenden  Seiten  des  Vierecks  vier 
Abschnitte  a,  b,  c,  d,  welebe  beijehungs weise  den  Winkeln 
tt>  ß»  V»  ^  anliegen.    Man  hat  nun: 

,  .  a  b  c  d 

üctK     «0I&     eots-     co% 

woraus  folgt: 

28* 
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a  +  6-fc  +  d 

*=       l  ß  V  «' 

cot  5  +  COtg-  +  cot  §4-  cot  A 

oder,  mit  Anwendung  der  Formel  (gO» 

ti       sin  «sin  ff  sin  y sin tf 
sm  — ^  sin— 5^  sin-rt" 

^^ti^      sin  «sin  ff  sin  y  sin  J 

•^""T  .  a+ff  .   a+y    .   a+5  * 
sin— 15^  sin  -ö^  610  -ä— 

Zur  Bestimmung  der  Seite  (a  -f  6)  hat  man  aus  {q) : 

a  +  6 

— i^ ff  =  ^' 

coto+cotg- 


mithin 


a-|-ft=^* 


.   «  +  ff 

a        ff 
sln^sinh- 


.    «  +  ff 
w       sincsinffsinysino        2 

""2*    .    a+ff   .    a+y  .    «+«•    .    a    .    ff' 
sin  —o^  sm  —3^  sin  -ä—   sm  ^  sin  §- 

«        ff    .        .    • 
cos  o  cos  o  sin  y  sin  0 

a-f  6=2t£. ; ß-t • 

.  «  +  y  .  ff  +  y 

sin — 2"-^  sin     ^ 

Man  folgert  hieraus  sogleich  : 

ff  y 

sin  a  cos  ^  cos  5-  sin  8 

.    a  +  ff   .    a  +  y 
sin  —ö     sm  '  rt  ^' 

y         tf 
sin  a  sin  ff  cos  s*  cos  q 

c  +  rf  =.2te. ; r-j-  9 

'  ?L+y  •  «+^ 

sin  — 5-*-  sin  ■  Q 

«  d 

cos  ^  sin  ff  sin  y  cos  5 

d  +  a=2u.        ^^  . 

sin-— tH- Sin    r> 


( 
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10. 

Aufgabe.  Für  ein  in  einen  Kreis  beschriebenes 
Viereck,  dessen  Seiten  a,  b,  c»  d  genannt  werden^ 
mögen,  ist  gegeben  a-^b-^-c-^'d^sim;  die  zu  den  Sehnen 
a,  b,  c,  d  gehörigen  bekannten  Centriwinkel  seien  der 
Reihe  nach  a,  ß^  y,  di  man  sacht  den  Radius  r  des  Krei- 
ses, den  Inhalt  J  und  die  Seiten  a,  b,  c,d  des  Vierecks. 


Es  ist 


sin^     B\n^     sink-     sing 


folglich 


o^ a  +  b  +  c-^d 

«    tt  p  y  o 

sin  2  +»iOa+s\nq — sins- 

und  nach  Formel  (g''): 

m 

öcos — j— cos      M     COS^  M 


r= 


r* 


t/ =  o"  (sin  «  +  sin  jJ  +  sin  y + sin  Ä)  # 
d.  h.,  wenn  man  die  Gleichung  (g)  beachtet, 

Js2r*sin  — Ä~  sin  =-^  sin  s-ar- 

Endlich  ist: 


a  msm^ 

o=2rsins-= 


]      «T«     Fn     V+i' 

4cos  — j^  cos'—j—  cos  *-j- 1& 


6=2rsin 


msink-  •  ' 


4  cos  —TT-  COS  i— S —  COS  *— — 


4    """    4 


4    ■■.■» 


SM  Votier:  tuMätaie  iudmimTM.M.Bft^.u.inTIU.%t.Hft.%, 

msm4- 

c=2r8ln|= -^^ j^^ j^ , 

4  cos  — 2 —  cos  — 2 —  cos    ^ 


d=32rsiiisr= 


2"*"^      «+Ä       ß+d      y+Ä* 

4CQS'-  ^     cos      jT  cos*-j — 


•  *■•*-».#*•* 


Zusätze  zu  den  in  Theil  XXXL  Heft  L  und  in  Theil 
XXXII.  Heft  2.  gegebenen  Gränzverbältnissen  und  Ab- 
leitung der  Formel  für  den  Krümmungsradius. 

Von 

Herrn  Doctor  Völler , 

Lehrer  an  der  Realschole  zu  SaRlfeld. 


Das  merkwürdige  Crfinzverhältniss  bei  ebenen  Curven,  wel- 
ches —  wie  in  Tbl.  XXXL  des  Archivs  bewiesen  —  »wischen  dem 
von  der  SQ||De  abgeschnittenen  Fläcfaensegment  und  dem  aus  der 
Sehne  und  den  Tangenten  gebildeten  Dreiecke  besteht^  ist  neuer- 
dings auch  von  Herrn  Professor  Dr.  Schlumilch  auf  so  einfache 
Weise  abgeleitet  worden,  dass  weder  analytische  Geometrie,  noch 
Differential-  und  Integralrechnung»  aoch  endlich  der  Taylor 'sehe 
Satz  dabei  in  Anwendung  gekommen. 


ge$€^^eräMBetkäliH.  u.^eiL  d^r Formel /üt 4,  MHknmtm§MßiMi.  36t 

Idb  glaubte  an  diesem  Orte  aus  swei Crrdndeb  auf  die  Scblo-. 
milch 'sehen  Deductionen  zurückkommen  zu  müssen.  EiuerBeÜa 
findet  man  daselbst  mathematische  Beweise  für  einige  von  mir 
nur  ^  priori  hingestellte  Behauptungen,  und  andererseits  lässt  Sich, 
auch  naeb  Schlömilcb'3  eignem  Vorgänge,  mit  R^chsißht  auf 
die  von  ihm  selbst  gefundene»  Gränzwe.rthe^  eine  At4€iitiipg  d^ 
Formel  far  den  Krümmungsradius  gewinnen,  die  jedenfalls  der  von 
Herrn  Professor  Schlumilch  gegebenen  in  keiner  Weise  an  Ein- 
fachheit nachsteht 

# 

Was  zunächst  de«  ersten  Punkt  anbetrifft,  so  ist  es  nuthig, 
sich  zu  dessen  Erörterung  den  Gang  der  Schlomilch'sch^n 
Herleitong  *)  zu  vergegenwärtigen,  wobei  Taf.  II.  Fig.  1.  zu  vergleichen. 

Mit  Bezugn^l^ne  auf  die  beiden  bekannten  Theoreme,  dass 
nehmlich  —  wenn  fp{x)  die  Fläche  zwischen  der  Abscissenacbse, 
der  Curve,  der  festen  Ordinate  AB  und  der  beweglichen,'  zur 
Abscisse  OM=^x  gehörenden  Ordinate  MP  bedeutet**)  —  der 
Differentialquotient 

g)'(ar)  =  hm. T — ^^-^ »      (h  =  MMi  =  Ja) 

einerlei  ist  mit  der  Ordinate  MPzizy:=f(x)f  und  dass  ferner  der 
Differentialquotieht 

die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  MTPz:it  darstellt, 
welchen  die  Berührende  am  Punkte  P  mit  der  Abscissenacbse 
eioschliesst,  wird  nun  zuvorderst  der  Gränzwerth  des  von  der 
Sehne  abgescboittenen  Segments  bestimmt,  und  es  ergiebt  sich 
aus  der  Formel 

leieht: 

lim.  J  n  x^<(a:)  =  Ar(^)=TV- 

• 

Hierauf  leitet  Herr  Professor  Schlömilch  —  um  den  Flüchen- 
inhalt  des  von  der  Sehne  und  den  beiden  Tangenten  eingeschlos- 


*")  Zeitschrift  für  Mntheniatik   und  Physik.    4.  Jahrgang. 
**)  Wir  haben  absi^Mlioh  die  Seblomilch' sdieo   Beseichnongen 
beibehalten. 
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seÄen  Dräeek«  bestiiiiineii  zu   kdrinen   •*-  die  .Gränzwerthe   der 
Winkel 

ZSPr=(y-.r,    ZSPji7\=Ti-^(j  und  4rQrj  =  ri— r 

ab,  wo  <y  der  Winkel,  den  die  Sehne  PP,,  und  r,  derjenige,  den 
die  Tangente  am  Punkte  Pi  mit  der  ^-Ach«e  bildet' 

Es  findet  sich^  dass 


oder 


Ebenso : 


oder: 


gin(g— r)  sin.fa-cy)_,      ^^ 


,j^  tg(r^-^  _ _y^ 
lim.         ^         — 1+^2' 


l>ie  vorstehenden  Gränzwerthe  beweisen  nun,  da  siph  verhält 

lim. 7 :  iim.  ^ — t~^  =  1:1* 

dass  das  ^  PPiQ  bei  verschwindender  Sehne  wirklich  gleich- 
schenklig ist,  was  ich  bei  Erörterung  des  Gränzverhältnisses 
zwischen  den  beiden  Perpendikeln  QM  und  qm  —  wovon  das  eine 
von  dem  Durchschnittspunkte  der  beiden  Tangenten,  das  andere 
von  dem  Berührungspunkt  der  zur  Sehne  PPi  parallel  gezogenen 
Tangente  auf  die  Sehne  gefällt  wurde  —  nur  a  priori  dargethan  habe. 

Aus  den  obigen  Formeln  für  die  betreffenden  Gränzwerthe 
leitet  nun  Herr  Professor  Schlömilch  mittelst  des  Sinussatzes 
auch  die  Formel  für  den  Krümmungsradius  ab,  indem  er  die 
Normalen  in  den  Punkten  P  und  Pi ,  welche  senkrecht  auf  den 
Tangenten  PQ  und  PiQ  stehen,  sich  bei  verschwindender  Sehne 
einem  gemeinschaftlichen  Gränzwerthe  q  nähern  lässt. 

Es  ergiebt  sich  aber  auch  die  Formel  für  den  Krümmungs- 
radius einfach  aus  nachstehender  identischer  Gleichung. 

Wenn  nehmlich  p  die  Höhe  des  von  der  Sehne  und  den  Nor- 
malen gebildeten  Dreiecks  bedeutet,  so  ist,  wie  leicht  erbellt. 


gegeb.  GrämperkäUn. «.  AbMi.  der  Formel  fitr  d.  Krlknmungsrad,  358 

r 

PPx  .p  _  PPi*. sin  RPPi .  sin  RP^P 
2       ""  2sm  PRPi 

d.  i.  mit  Räcksicht  auf  die  Voraussetzungen : 

V  Ja^^+Jy^.p_^  (Jx^  +  4f) cos P^ PQ . cos PP^ Q 
2  -••  sinPQPi 

oder  endlich : 

Lässt  man  nun  die  Sehne  verschwindend  klein  werden,  so  wird 
sich  die  Höhe  des  Dreiecks  immer  mehr  dem  Krümmungsradius 
nähern;  es  wird  also  "   .-.  ^  ; 

Iim.j9  =  ^ 
werden. 

Mithin  ergiebt  sich  bei'm  Debergange  zu  verschwindenden 
Dimensionen,   wo  Jx=zh  und  T=:(r=T|    wird: 

ThFP 

d.  i. 

Es  ist  allerdings  auf  diese  Weise  eine  Ableitung  der  Formel 
fiir  den  Krümmungshalbmesser  gewonnen^  die  sich  bei'm  Unterb- 
richt, da  sie  nur  die  einfachsten  trigonometrischen  Relationen  in 
Anspruch  nimmt^  sehr  empfiehlt,  und  es  wäre  gewiss  wfins.chens- 
werth,  dass  in  ähnlicher  Weise  auch  andere  Partien  der  Mathe- 
matik behandelt  werden  möchten ,  namentlich  solche,  die  sic^ 
dem  elementaren  Verfahren  nur  noch  zu  sehr  entfremden. 


I 


•  ' . 


■  t 
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XTIII. 

Sur  la  trapsfoiwation  des  fonctiona  eIUptlques.de  la 

premiere  espece. 

Monsieur  Dr.  G.  F.  VF.  Baehr 

k  Groningpe. 


>t 


1.    Si  ron  feit 


l  +  c 


et  que  Ton  deterniine  cp'  d'apr^s  l'^quatioii 

Sin  C2q>'  —  9)  =  c  Sin  g> , 
OD  aura 

tA  F  dösigne^  «uivant  la  notation  deLegendre»  lafonction  ellip- 
tique  de  la  premiere  esp^e. 

Par  ces  formules  la  fonction  F(c,  q>),  c'est-ä-dire  celle  dont 
raipplitude  et  le  module  sont  donnäs,  est  r^duite  ä  une  autre  de 
la  meme  espece^  de  sorte  qu'en  repätant  sur  cette  dernlere  ind^- 
finiment  la  meme  Operation ,  on  obtient  une  suite  de  fonctions  äqui- 
valentes,  tandisque  Ton  forme  en  meme  temps  une  särie  ascen- 
dante  de  modules,  qui  ont  Funite  pour  limite;  cette  serie,  avec 
son  proiongement  dans  le  sens  contraire,  oüelle  sera  descendante 
et  aura  zero  pour  limite,  est  r^chelle  des  modules  que  Lagrange 
a  däcouverte  en  1784,  et  que  Legendre  appelle  l'ancienne  echelle, 
pour  la  distinguer  de  celle  qu'il  däcouvrit  plus  tard  en  1825. 
Peu  de  temps  apres,    Jacob i  ä  fait  voir,  qu'on  peut  former  une 
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infinitö  d'öchellea  de  modtles,  ^t  qae  par  consequent  on  peut  d'une 
infinite  de  maoi^res  difftfnentes  transformer  la  fonction  F(c,  q>)  en 
iine  autre  de  la  m^me  eup^ce,    dont  le  module  et  ramplitade  se 
d^terminent  par  des  op^atlons  alg^briqoes  du  modüle  et  de  Tain- 
plitade  de  la  fonction  donnee.    Dans  le  rapport  de  Poisson  sor 
i'otmrage  oa  Jacöbl  4t  ex))08e  ses  däcouteites  (Mtfmoires  de 
rinstitut,  Tome  X.p.  79.)  on  lit:  .^^Töcbelle  des  modales  qae 
Legendre  a  trouv^e,  et  qai  n'^tait  pas  encore  connuS  de  M.  Ja- 
cob i^e^t  renferiA^e  di^s  ia  «»liitiop  g^draie^et  r^od  «n  nom*- 
bre  trois.    L'ancienne  Schelle  n'y  est  pas  comprjse  explicitement» 
mais  eile  a  avec  Ti^chelle  Ihd^terroin^e  de  M.  Jacob i  one  trös- 
grande  analogie  et  pent  dtre  censite  apparteoir  au  npiqbrB  deuz^^ 
Dans  son   Traitö  ^lementaire  des  fonctions  elliptiques, 
chap.  XII.,  coToll.  VlL,  p.9^.>    Verhulst  prouve  Pimpossibilit^ 
de  d^duire  l'echelle  de  modules.de  Lag  rang  p.  da  thi^or^m^e  dp 
Jacob!»  et 9  aprös  avoir  remärque  que  par  la  formule  qui  se  rap- 
porte  k  ce  tfatforötne,  le  sinus  de  rampHitade  cbeirht^e  s*elpfhiie 
toujours  d'une  maniere  rationneile  en  fonction  du  sinus  de  Tani- 
plitude  donnee,  c'est-ä-dire  que  Ton  d^duit  rationnellement  Sinif; 
de  Sin  9,  ii  ajoute:  ,,cette  propriet^  a  son  analogue  dans  Techelle 
dfe  Lagrange,  mais  dans  un  sens  iiiTerse/c*est-&-dire  9[M 
cest  Sing>  qui  se  d^uit  rationnellement  de  Sin^.    Cette  denii^4B 
remärque  se  trouve  aussi  dans  le  trait^  de  Legendre«  I«**  Sup- 
plement» §.  IV.»  Remarques  sur  l'anclenne  Schelle  des 
modules»  n®.  45.,  p«  38«^' 

Une  transformatipn  aasez  simple  de  Fequation  entre  q>'  et  g> 
fait  voir  la  raison  pourquoi  i'iöchelie  de  Lagrange  n'est  pas  com- 
prise  dans  la  Solution  generale  de  Jacobi,  et  montre  en  m^me 
temps  qu'aussi  dans  iancieniie  <$cbelle  le.  sitous  de  ramplitade 
cherchäe  (Sini/;)  se  deduit  rationdellement  du  sinus  de  l'amplitude 
donnäe  (Sing)). 

A  cet  effet  on  pose 

oü  c'.et  ip'  sQot  les  meines  qqe  präcädeinmcDt.    ... 
Alors  on  a,  par  les  formales  poar  la  duplii^atiöb » 


'■       L   '•.    • 


tandisque  des  rälatlens  entre  q)'  et 90 /et  c'  et  c«  on  deduit  (Ver- 
hulst,  Chap.lX.):  ' 
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do  secobd  membre  de  la  derniöre  formale  od  ^limine  ^  an  moyen  de 

28109' C089'  =s(cCos94-  ^9>)8in9, 
qoiy-  aprte  qn'on  a  prin  le  carr^  dea  denx  membreSi  donne: 

4SmV -4Sin  V  =  («  Co»  9>  + //9>)«Sin«9, 
et,  mattipliant  lea  denx  membrea  par  c, 

Ott,  eo  mettant  ponr  SiD*^/  aa  Talear  en  9, 

4c  Sip  V==^  (1 -f  c  Sin  *9  — ^9  Coa  9») — c  (c  Coa  9 -h  2/9)*  Sio  *g», 

db^c 

(1+c)«— 4cSlnV 
S3(] -7-c*Sia*9)-|- e*Coa*9>-|-2cCoa9>.  4^9-f  c(cGoa9 -f  ^9)*Sin*9 
sszfV  +  2cCo8^9  +  c'Co8*9>  +  c(cCoS9>  -f  z/g))*Sin'9> 
=  (cCos  g)  +  Affi^  (1  +  cSin*g)), 

et  par  suite,  en  substituant  ceci  dans  $ — e'^Sin^g)^ 

1      ./^q>  .^/  _(cCosy  ^-z/y)»(l  +  cSm«y) 
l-c«Sin4g,  _  ^j-p^j5 

Portant  ces  valeurs  dans  Sinif;,  on  obtient: 

^       l  +  cSin*g) 

tandisque  des  relations  entre  F(c,  g)),  F(c',  g)')  et  F(c',.^')  on 
döduit  en  eliminant  la  deuxiöme, 

F(c',if;)=:(l  +  c)F(c/9), («) 

oü  la  rölatioD  entre  e'  et  c  n'est  pas  cbangäe,  de  sorte  que  r^ehelle 
des  modales  reste  la  möme. 

Ainsi  Ton  voit  premi^rement  que  Sinif;  s'exprime  rationnelle- 
ment  en  Sing).  Posant  maintenant  Sinif;  =  y,  Sing)  =  ^,  T^qua- 
tion  (a)  donne  par  la  difförentiation : 

d^ (l  +  c)ifcg 

V(l-y«)  (1-c'V)  -  V(l-:r^l -c»a:«F  . 
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et  Sin^  devieot 


y=TF 


CX 


2 


doDC  la  trans Formation  de  Lagrange  appartient  a  cette  classe  qae 
Jacobi  (Fundamenta  Nova  theoriae  funetionum  ellip- 
ticarum,  o^'.  10.^  pag.  17.)  a  appel^e  paris  ordinis,  et  oitle 
degrä  du  denominateor  de  la  fraction  rationnelle,  an  rooyeu  de  I» 
quelle  se  fait  la  transformation,  doit  surpasser  d'une  unit^  celni 
du  numärateur«  Elle  en  est  le  cas  le  plus  simple,  et  ne  peut  par 
cons^quent  ^tre  comprise  dans  la  formule  gän^rale,  qu'il  d^rive 
de  la  seconde  classe  de  transformatioos,  appelläe  par  lui  imparis 
ordinis,  oü  c*est  le  num^rateur  dont  le  dägrä  surpasse  d*ane 
unit^  celui  du  dänominateur. 

Od  obtient  directement  la  transformation  präc^dente  par  les 
formules  A.  de  la  table  L,  Fundamenta  Nova,  pag.  12.  A  cet 
effet  on  consid^re  la  diflf^rentielle 

de  Sorte  que  Ton  a,  en  la  comparant  a  celle  de  la  table, 

lesquelles  valeurs  satisfont  h  la  condition  a>j3>y>^;  c'  devant 
dtre  supposä  <1.    Ainsi  Ton  trouve: 

^=  2V?~         '    ^= —Wc' ' 

N      l^v(l-cO 
L  ""  2c' 

Les  iimites  de  ysSin^  ätant  —1  et  +1,  c'est-ä-dire  y  et  ß, 
on  devra  employer  la  formule  If.,  qdi  donne: 

L-t-Nx~M  l  +  c'i/' 

d'oü 

•»*= — —ffß    • 


c',(l+^*«) 
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et  consäquerDment  par  Ia  sobstitation   de  cotte  valeorr   dans  (17) 
eile  devieodra: 

V(l— a:«)(jL4— A*:»*)' ^^^ 

doii£»  «1  Ton  multiplie  (17)  et  (|)  par  -7,   Ia  valeur  de  y  satisfera 

«aa»  k 

dy  dx 

Si  maiütenant  on  doit  avoir 


OD  anra  pour  döterminer  c',   ^? -— =Vc,    dou  c'  =  |-^ 


2Vc 

_  c 

et  par  suite : 

substituant  ces  valeurs  dans  y  et  (£)  on  obtiendra  les  m^me^  for- 
males  que  präc^demment. 

Les  valeurs  de  c'  et  Sin't;;  satisfont  identiquement  ä  requation 

d^ ^^        {\-\-c)dq> 

V(l  —  c'*  Sin  ^>)  ~  V(l--c»Sin  «9)  * 

done  si  Ton  pose:    Sinif;  =  V — I.Tangr,   Sing>  =  V — 1. Tanger, 
on  trouve  que 

T«nc.     0+g)Tangcy 
TangT=,_^^^^^a- 

doit  satisfaire  identiquement  ä 


Vll-(1  — c'«)Sin%|  ""  V>1— (l-c«>SiD«a| 

ouy  si  6  et  6'  sont  les  coraplements  des  modules  c  et  c',  ä 

dt (i-\-e)d(S 

V(l  -  6'aSin%)  ""  V(l— 6*Sina(j) ' 

c'est-ä-dire,  parceque  Tangr  donne  7  =  0  pour  cf^O,    a 

F(6',T)^(l+c)F(6,(y); (/3) 

il  s'en  suit,  parceque  Tangr  montre  que  Ton  a  r=^  pour  a=:4fr, 


ou 

2F(y,l^)Ä(l+c)F(6,  4«);-    .    .    •    .    (y) 

roads  (a)  donne,  if;  et  9  prenant  simaltanäment  la  valeur  In, 

F(c',4«)  =  (l  +  c)F(c,lw), 

donc^  ecrivant  poim  (e*  fbhcttonä  eompl^tes  F(c,  991^....  ^ifti[Ae- 
Äient  F(c)....:  .    . 

F(6)  — "'FCi')" 

'  ■         ■  »       • 

L'^qaation  qui  donne  TangT  en  Taogff  montre  encore  que  Ton  a 
rzizin,   sl  <T  a  pris  la  valeur  donnee  par  Tequation 

-  Taiigtfi±ä;pj; 

substituant  ces  valeurs  dans  (/^  on  a: 

F(6')  =  (l+c)F(6,  ff,), 
ce  qui,  combine  avec  (y),  donne: 

On  parvientainsi,  ind^pendamment  duth^or^me  pour  radditioni 
ä  la  bissection  de  la  fonctloiL  compLete;  chaDgeant  b  en  c,  et 
räciproquemedt^  on  aurapöar  ramplitude  <^e  la  mmti^  d«  la  fonction 
complete  F(c), 

et  par  suite :  * 

^.     __!_ 1  p      _'   Ai-c*)' ' 

^»n ^1  -  v(l  +  6) -  V(l  +  V(l - ö«)) '    ^""^ "^^  -  vU  +  V(l-c«)r 

Si  daos  r^quation  0?)  on  prend  b  pour  donnäe,  et  remarquant 
que  Ton  a 

o-V(i    c;_vu     (H-c)i»-i  +  «-i  +  v(n^)' 
eile  peut  s'^rtr«: 

■   .  1..»  '    '      j  ,     •     '  .  I  •,■'.'. 


■1  ■■..'■<',• 

■:  >    : . 
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*ang*-  l_v(i_Ä«)Tang«ff  ' 
si  maintenant  on  prend  pöür  6  la  yaleur  c', 

l-V(l-6»)  deviendra  1— v(l— c'«)=l-6'=l— }=^=i^, 

1  +  c    1+c 

1  ^^.  y(i  -  6«)       „       1  +  v(i  -  O = m  i 

ce  qai  doone,   en  vertu  des  denx  derniires  ^quations, 

F(e,x)  =  ^^f\c!,o) (d) 

et 

2  Tang  g 
**"«'- (1+c) -(l—c)TaDg«ff  •    •    •    •     W 

ou  T  et  <T  ne  sont  pa8  les  mötnes  aiuplitades  que  dans  les  prä- 
G^dentes.  En  prenant  dans  (d)  a=:if;  dans  (a),  le  pröduit  de  ces 
^uations  donne: 

F(c,  T)  =  2F(c,  9). 

de  Sorte  qu'en  mettant  dans  (s)  pour  a  la  valeur  de  t(;«  donnee 
par  Sinif;,  on  doit  obtenir  la  formale  pour  la  duplication.  En 
eflfet  Sinif;  donne 

Cosy  V(l — c^SJD^y)  _   Cosy.^y 

^^®'*"*  l  +  cSin«9  ~l+cSin«9' 

et  (€)  pouvant  s'äcrire,  si  Ton  change  c  en  t(;, 

2Sini/;Cost/; 

^^"S'P  -  (l  +  c)Cos>— (1— c)Sin>  ' 

on  trouve,  apres  quelques  r^ductions^ 

rr,„„^ 2Tangy.^y 

Aang^  — l_Tang2g)  +  caSin«g)TangV 
(Voyez  Verfaulst  etc.  pag. 42). 

2.    Soit  Täquation  diffärentielle 

yidy ^_^ dx 

V(l-2^«)(l-c'V)  ""  Va-^*) (l-c%«) ' 

et  proposons  nous  d'y  satisfaire  par  la  transformation  paris  or- 
dinis,  oü  le  d^oominatenr  de  la  fraction  rationnelle  s'elleve  au 
quatri^me  dögrä,  ce  qui  apres  la  precödente  est  la  plus  simple, 
fi  et  c*  sont  des  inconnues  ä  döterminer«  avec  la  con4itioo  c'<I. 
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Ators  Ol)  po8era  pour  y  la  iraction  irri^ductible 

Mais  81  Ton  ecrit  dans  l'öquation  dilT^rentielle  —  a  la  place  de  x, 
eile  devient 

ILOAI  COC 

donc  si  une  fonction  y  =  f(a;)  4satisfait  ä  la  premiere,   la  fonction 
yz=:f(  —  j,   oü  f  designe  la  meme  cofnposition  de  la  fonction, 

satisfera  ä  la  seconde;   et,  comme  on  voit,  apres  la  reduction,  que 
les   deux  äquations  differentielles  ne  different  pas»   il  faut  aussi 

que  les  deux  fonctions  f(x)  et  f(  —  j  soient  identiquement   ega- 
les, s'ils  prennent  simultanement  la  meme  valeur  pour  une  valeur 

de  a:,  qui  est  independante  de  c.     Substituant  dans  ^  ä  la  placet 

-  1 

de  X  la  valeur  — ,  on  obtient 

ex 


c^ 


cBx(l  +  ^x^) 
y^M ^ 


les  deux  fonctions  f(x)  et  f{~j   s'ävanouissant    pour    jr=sO  il 
faut  qu'eiles  soient  identiquement  egales,  ce  qui  exige  que  Ton  alt: 

« 

B~     '    D~   '    D~     ' 

donc  B=zCy  D=:c^  et  A  reste  indätermine,  tandis  que  le  facteur 

cß      ,      ^ 

iHnechange  pas,  car  -^=1.     On  a  donc 

_^      xjl  +  cx^) 
'^"^l  +  Ax^+c^x^' 

oü  il  ne  reste  que  les  inconnues  M  et  A.', 

Pour  que  la  transformatioii  reussisse  il  faut  premierement  que 
leproduit  (1—3^^(1 — c'^y^)  devienne  divisible  par  (1— iF*)(l  — c*a:*), 
si  on  y  porte  pour  y  sa  valeur  en  x>    Ainsi  un  de  ses  quatres 

Theil  XXXIII.  24 
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facteurs  devra  s'eTanouir  pour  j:=r];    maU  y  ne  cbangeaot  pas,  si 
on   met    —  ä  la  place  de  ar«   le  tneme  facteur  s'övanouira  aussi 

pour  sc=—*  Supposons  que  ce  soit  le  facteur  1 — y,  alors  on 
aura  ^  =  1  ^    pour  ^  =  I ,    ce  qui  donne 

,         -^         1  +  C  .  .       nM         l+^  +  C^ 

^^^^  1  I   j  I    ^ '     parconsequent    M  =  — yx * 

et  ainsi 

Avec  cette  valeur  on  trouve: 

iT»=(H-:r)(i+cx) — (rr^)(rMiä+^i4) — 

et 

""  (l  +  c)(l  +  i4a;2  +  c2^4) 

Secondement  il  faut  que  le  produit  des  fonctions  dans  le  produit 
(1— ^*)(l — c'y)  soit  on  carre;  ce  qui  exigera  que  le  numera- 
teur  de  chacune  des  fractions  en  particulier  soit  un  carre,  car  on 
verra  facilement  que,  y  etant  une  fraction  irreductible,  les  nume- 
rateurs  des  fractions  qui  sont  dans  le  produit  (1 — y'^)(\  —  c'^y^) 
n'auront  pas  de  diviseur  commun  oü  entre  x, 

Pour   que    le    numerateur   de   la   fraction   dans   1  i=^  soit  un 
carre,    on  a  la  seule  condition 

(/J-2c)*  =  4c(l  +  c)2,    d'ou    ^  — 2c  =  +  2(l  +  c)Vo; 

on  voit  que  si  le  numerateur  de  \^&y  est  un  carre,  ce  carre  sera 
de  la  forme  (a  +  jS.r  +  aca;*)^,  ce  -qui  donne 

a2  =  (|  +  c),    2aj3  =  c'(l  +  c2  +  ^),     ß^-{-2ci^c=zA{\^c)\ 

portant  la  valeur  de  a^  dans  jS^,  on  obtient 

|3*  =  (^-2c)(l  +  c), 

ce  qui  fait  voir  que  Ton  doit  avoir 

^  — 2c=+2(l  +  c)Vc   et   ^  =  2c  +  2(l +c)Vc, 

et  par  consequent 

j32  =  2(]+c)2v'c; 
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ensuite  2()f/3  d^vi^nt 

2«/?  =  c'(l  +  c)  (1  +  Vc)^ 
et  enfin  l'on  obtient^   par  relhnination  de  a  et  |9: 

8(1  +  c)«  VC  =  c'*(l  +  c)  (1+  Vc)*, 


d'oü 

^,«      ö(l  +  c)Vc       .      .      2V5«a4-c)'* 


..._8(H.c)Vc  2v2(H-c)Vc 


Od  voit  aisäment  que  cette  valeur  de  c'  est  moindre  qiie  l'upite, 
car  on  a 

I      -»»-a-*-Vc)*-8(lH-c)Vc      (1-Vc)* 

(1,+  Vc>*  ""(l+Vc)* 

donc  c*«<l  et  c'<l. 

iSi  on  avait  sapposi^  qae  le  facteiir  l—^c'jf  s'evanonissatt  pour 
:i7  =  1 ,   Oll  aurait  trouvä  de  la  meme  mani^re : 

^__   (1-hVc)^ 
^    ""8(l  +  c)Vc' 

donc  c*  serait  plus  grand  que  Tunitä;  et  ia  differentielle  träns- 
formee  ne  serait  pas  imm^diatement  reductib)e  aux  fonctions  ellip» 
ttqnes.  Enfin  on  verra  aisement  qu*il  est  indifferent  de  supposer 
^  =  db  l  pour  o;  =  1,  car  si  l*un  a  lieu  pour  certaiiie  vateiir  de  fi» 
l*autre  aura  lieu  pour  une  valeur  ^gale  mais  de  signe  contraire. 
Ainsi  on  aura 


a=Fi3a?  +  «car«  =  (1  =F^V2(l  +  c)  Vc  +  co;«)  V(l  +  c) 


et 


i-r       (IT^)(lTc:g)(lTarVc)^     -_  ,      (lT:rV2(l+c)Vc+£^2)« 

ce  qui  donne: 

V(l-.v»)(l -«?»//«) 

= (1  +  Ax'*^  Ar*)« v(  l  -ar«)  (1  -  c?*«).  . 

Maintenant  i!  faut  encore  qde^  le  facteur  devaut  le  radical 
V(l  — ^*)(1  — c*^  disparaisse  par  la  Substitution  de  dy  dans  lä 
differentielle  ^  transformer.    La  valeur  y  donne: 

dx'^      l  +  c  (l  +  ^o:»  +  «?9;»4)«  '         . 

ou 
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dx'^      1  +  c  {\  ^  Ax^  ^  d^x^)^ 

Si  Ton  substitue  ici  la  valeur  de  A^  on  trouvera  finaleinent: 

dy .   {\-\-Vc)^dx  1 

V(l  — »«)  (1  -  cV)  ~  V(l  — «*)  (I  -  c««*)'  '*~(1  +  Vc)« 

et 

j,  =  (1  +  Vc)». ,  ^  2(c+(l  +  c)  Vc)a;«+c>i4' 

3.  Evidemment  on  obtieodra  la  derni^re  equation  en  appU- 
quaot  deux  fois  de  suite  la  traneformation  la  plus  simple;  et,  en 
räpötant  ind^flniment  la  meme  Operation,  on  'formera  toufes  les 
transformations  paris  ordini^,  qui  mdnent  ä  la  division  des 
foDctions  F  par  une  puissance  de  2. 

En  gen^ral  si  Ton  pose,  en.  d^signant  par  Cq»  c^  c^y,.,.Cn 
la  «uite  des  modules  croissants, 

on  aura: 

ainsi  en  posant: 

in  i^n_i  =  7~ — ,    Sin  i^„  =  77" , 
Sint/Zfi  donnera: 

Pn  ___  (l  +  Cn-l)Pn-lQn-l 

d'oü^  en  remarquant  que  Pn  et  Qn  n*ont  point  de  facteur  commun^ 

P„=(l+c„-i)P„_iO„-i, (J) 

prenant  Po  =  Sin7/;^,,  Qq  =  1,  ces  formules  donneront  successive- 
ment^ini/;!^  Sini/;2 ....  Sini^n  en  fonction  de  Sint//Q. 

Si  dans  l'^quation  entre  i\)n  et  i/;»— i  on  fait  successivement 
72=:l»2y  3,  ..••Tiy  le  produit  de  ces  equations  particuüeres  donnera: 

F(r„,a/;„)==(l+c)(l  +  Ci)(l+C2)....(l  +  c„-i).F(c,iJ^o).    W 

L'equation  (jS)  et  celle  qui  donne  Tangr  en  Tango  donnent  g^ne- 
ralement,  si  Ton  d^signe  par  bm  le  complement  d'un  modale  quel- 
oonque  Cm  de  la  suite  des  modules, 
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F(bm,  Tm)  =  (1  +  Cm-l)F(6a,-l,  Tm-l), 

Tnn*»^     -(i  +  gm-l)  Tang  Tm-l,  .. 

si  on  prend  maintenant  dans  ces  ^quations  pour  b^  la  valeur  de  Tm, 
Co  =  V(l-6o*)  deviendra  V(l-c»«)  =  V(l-^j^^=I-=gj;; 

et  gen^ralemeiit 

Cm-1  =  V(  1  —  Cn-m-K'";  =  i    .  ^ » 

6m-l  =  V(l  —  Cm-1*)  =  Cn-m+l ; 
Om      ^^^  Cn— m  5 

substituant  donc  ces  valeurs  dans  les  deux  dernieres  equations» 
on  aura  les  suivantesy  oü  les  amplitudes  Xm  et  Xm-i  ne  sont  pas 
les  m^mes  que  präcädempient : 

2 

F^Cn-^m  y  Xm)  =  T~r~7 F(Cn-fii+l ,  Tm  - 1) »       •      •     (») 

1-  T  f^n—m 


rp 2TangTro-l 

langr«-  (1  +  c„-m)-  (1  -  c„-m) Tang^r^-i^ 


(i) 


donc  si  Ton  pose 

rp  JKm         rn  Am— 1 

langr«=:^j     Tangrm-i=g  _   > 
on  trouvera 

jßm=2ßm— 1  ^m— 1» (2) 

Am  =  (1  +  Cn-m)  Äm-1*  —  (1  —  C«--m)  Äm-l*  ; 

et  si  Ton  prend  /?o=2TangTo,  <So=(l+<?«-i)  — (1— Cn-i)Tang%, 
on  d^terminera  successivement  TangT|»  Tang r^  ....  Tang Tn  en 
fonction  de  TangTo. 

Faisant  daris  T^quation  (x)  successivement  m=lj  2, ....  n»  le 
prodoit  des  äquations  particulidres  donniera: 

2  2  2 

donc,  en  prenant  Tü=i;;„,  le  produit  de  (6)  et  (ft)  dotiiiera 
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F(co,r«)=2«F(i?o,to)^ 

qui  contient  la  inultiplication  par  une  puisaance  quelconque  de  2. 
Etant  (lonnee  laniplitade  tf^o,  il  faudra  caiculer  tf/n  oa  r^  par  les 
forinules  (1),  puLg  Xn%  qui  est  lamplitude  de  2"  fois  la  fonction 
donnee  par  les  formules  (2). 

De  r^quation  (1)  il  «uit  encore  que  i'on  a  Tfi»:t=:2fr,  pour 
Xm-i^X^»    donc,    en   vertu    de   la    relation.  entre   FXbm,  ^m)  et 

2F(6m)  =:  (1  +Cm-i)  F(6m_i) ; 

faisant  siiccessivemeut  iii=ly  2j  3....n9  le  produit  des  r^soltats 
particuliers  danne :  2»/'"(6„) = (1  +Co)  (l+c, )  (1  fca) . . .  .(1 +c„-i) F(6o), 
d'oü,  en  supposant  72=<30^  et  par  consäquent  €%  =s  ] ,  ^n  ==  0» 
F(6n)  =  F(0)  =  i7r,  OD  trouve  pour  le  produit  d'un  nombre  infini 

de  facteurs   \  .      •  f; —  • ,  .      ....  =  -r —  • 

l+<?o   1+^1    l  +  ^'a  i^ 

4.  On  obtiendra  les  transformations  d'ordre  pair^  qu  menent 
ä  la  multiplicatioD  de  la  fonction  F(c,  q>)  par  un  nombre  pair  de 
la  forme  2**./^,  oü  /?  est  impair,  en  Gonibmant  la  transforinatloB 
pair  de  l'ordre  2»  avee  celle  de  i'ordre  p^  qüi  est  donnee  pai*  la 
formule  generale  de  Jacob i. 

Pour  deroontrer  la  formule  de  Jacobi  dans  le  cas  particulier 
de    j9  =  3,    qui    est    la    plus    simple,     on    pose    generalement 

y'==^M--T-jr—^^'  On  est  conduit  ä  cette  supposition  parceque 
Tequation  differentielle   ne  cbange  pas  quand  on  y  met  simultane- 

ment  -7—  ä  la  place  de  «et  —   ä  la   place  de  xi    faisant  cette 
cy  ^  "^        ex  "^ 

Substitution    dans     la    vateur     suppos^e    pour    y^    on    retrouve 

11=  rjTj-r  — 7-; — ö— ö— j  et  comme  ces  deux  valeurs  de  «/  s  evanouis- 
^      M&     A\c^x^  ^ 

sent  avec  ar,  il  faut  qu'elles  soient  identiquement  Egales,    ce  qui 

aura  lieu  si  Ton  prend 

En  raisonnant  comme  precedemment,  on  trouvera  qu'ici  en- 
core Ton  peut  supposer  que  le  facteur  1  —y  du  produit  (l-y*)(l-^'^*) 
soit  divisible  par  1  — ;r,  alors  on  a  ^=1 ,  pour  ar=:l,  ce  qui  donne: 

Ainsi  Ton  a 


eliipligneM  dB  la  premiere  apece»  3(il 

cette  Fadeur  et  celle  de  &  donuent: 

« 

._       ■  „  ^  \(}-\-A)Aip{e*^A^x^^A{A-\-c'^)x'^ 

i+cy  =  (i+cx) xr\r^)iÄT^^ 

On  Toit  qu'ibi  il  n'y  a  qu'noe  seule  condition  poiir  que  les  iiu^ 
niärateurs  des  fractions  qui  multiplient  \^x  et  l=f  cor  soient  de» 
carres,  savoir:  (c2-.^a)2=:424a(l  +  ^)(^  +  ca),  ce  qui  se  rediiit  a; 

3^  +  4(l+r«)/4»  +  6c«^»-c*=:0.    .    .    .     (A) 

Determinant  ^  par  cette  ^qaation  on  aura: 

l+y=:(l+a:) TT+^X^  +  c^o;«)  ' 

et  par  consequent : 

La  valeur  de  y  donne:    ^=t:j:^ (^  +  ,^x*)^ ' 

donc  on  aura: 


V(l-2^*)(l-cV) 

—      ^«     •  (l+^)(^+c2)-tc2(l+^)H(^+c2)2)a;Hc2(l+^)(^+cV* 

da: 

oü  le  second  facteqr  devant  la  diff<^rentieUe  au  seeond  membre 
«e  röduira  ä  une  constante,  car  en  posant 

on  a    ^j = (r+^3)(Z+W~'  ce^"»  aprös  la  räduc- 

tion  devient  la  mdine  ^quation  que  celle  qui   dätermine  A.    La 

•  A 

valeur  du  facteur  sera  donc  C  ou  '{\jk.  AMÄA^tS^V  ®*  "^  detni^re 

equation  diffärentielle  devient 


^368  Baehr:  Sur  la  tr am  form,  des  fonctions  elHpL  de  la  prem.  espece. 

dy A  +  c^     dx 

V(l-..^2)(l-cV)""^(l  +  ^)V(l-a:«)(l-c«a:2)' 

Si donc  on prend  ft=±   ^^^   .  la  valeur  y  =  +  -    a+c^x^' 
oü  A  est  d^terminä  par  (A),  satisfera  a 

dy_, +(ida: 

V(l-3r*)(l-cV)  ""  V(l— a:2)(l— c%2)» 

«t  Toii  aara  ^  =  ±1  suivant  qu'on  prend  dans  ft  Id  signe  sup^- 
rieur  on  infärteur.  Pour  faire  vöir  qüe  reellement  ces  formules, 
s'accqrdeDt  avec  Celles  de  Jacob  i^  nous  remarquerons  qu'en  posant 
F(c^9>3)  =  3F(c^  g}|)  on  a,  par  les  formules  pour  la  niultiplicatioa: 

_    3— 4(1  +  c^  Sin  Vi  +  CcgSin^y,  -  c^Sin^yi    . 
.>nn93  —  i_6i;2SinVi+4c2(l+c«)Sin  Vi  -  Sc^SinVi*' 

donc,  61  ai  et  a^  representent  les  amplitudes  da  tiers  et  de  deux 
fois  le  tiers  de  la  fonction  complete  F(c),  c'est-ä-dire:  si  Ton  a 
F(c,«i)=:5F(c).  F(c,a2)=2F(c,ai)  =  fF(c)  =  iF(c,jr),  on  d^- 
terminera  a^  ^"  faisant  dans  la  formule  precedente  g>^  =  n,  (piZizce^, 
cequidonne  0 =|  3  - 4(1  +  c*)  Sin «a^+ec«  Sin H-c^Sinöa^l Sin Oj, 
ou  en  laissant  de  c6tä  la  racine  Sin  0(2  =  05 

3— 4(l+c2)Sin2«a  +  6c2Sin%-c4Sin8flr2  =  0; 
coniparant  cette  equation  ä  (A)  on  voit  que  Ton  a 

.  1  ,  ,         ,    1  +  ^  Cos%2      , 

^=-SniV-   ^*  P^^  eonsequent   ^j-^,  =  j—^^^-^ ; 

mais  si  ij;  et  <p  sont  les  amplitudes  de  deux  fonctions  coroplemen- 

Cos^t/; 
taires  on  a  (Verfaulst  pag.  40.)  Sin2i/;=~~^2 — >  donc,  en  remar- 

1-4-  A 

quant  que  «i  et  a^  sont  dans  ce  cas,    on  aura  -1-77-2= Sin*«!, 

et  en  suite: 

_  1         Sin%    ''^^^""SlfTg^^   _^SInX    _fl!llMl^!_ 

•^  — ^SinVa'Sin^ai  1  ^  a^'^'Sin^a^*  1  —  cV-^Sin'X' 

oü  dans  ^  et  fi  il  faut  prendre  simultanemeBt  les  signes  superieurs 
OQ  införieurs.  (Voyez  leTraite  de  Legendre,  1®  Supplement, 
§.  XI.  §.  67.) 
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Einige»  über  Kettenbrucbe.    r 

Herrn  Dr.J^.  F.  König, 

Professor  am  Knciphorschen  Gjmnasio  zu  Königsberg  i.  Pr. 


Die  folgenden  Blätter  enthalten  die  Ableitung»  einiger  bekann- 
ten Sätze  auf  einoni  andfeYti  'als  dWm  ge^ohnlieben  Wege^  so  wie 
auch  einige  neue  Formeln  und  Relationen  zwischen  einer  Zahl 
und  den  Nähern ngswertben  ihrer  Quadratwurzel,,  die  mir  der  Mit- 
theilung nicht  unwerth  scheinep.  Der  Körze  wegen  habe  ich  die 
erste  Periode  des  der  Quadratwurzel  einer  Zahl  entsprechenden 
Kettenbruchs  gewöhnlich  nicht  ausgeschrieben,  sondern»  nach  dem 
Vorgange  De  gen 's  in  seinem  Canon  Pellianus,  nur  die  Theil« 
nenner  bis  zur  Mitte  der  Periode  und  den  mittelsten  in  eine  Pa- 
renthese  eingeschlossen,  so  d.ass  z.  B. 

V28  =  5  +  ^      l      i  =:5;3,(2), 

'     ^  +  5+  v/28 


und 

1 


=  7;  3,(1,  1) 


V53 

gesetzt  ist. 

Die 'Buchstaben  bedeuten,   wenn  nicht  das  Gegentheil  äüs- 
driicklich  bemerkt  ist,  durchweg  ganze  Zahlen. 

Theil  XXXIII.  25 
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§1. 

Jeder  von  Anfang  an  periodisch -symmetrische  Kettenbruch 
drückt  die  Quadratwurzel  einer  ganzen  oder  gebrochenen  Zahl  aus. 

Heisst  die  grüsste  in  dem  Bruche  enthaltene  Zahl  n  (welches 
n  auch  =0  sein   kann),   der  Naherungswerth  bis   ans  Ende  der 

ersten  Periode  (exci.  2»)—  =  -^-^ ,    also,   da  der  Kettenbruch 

y        V 

symmetrisch    ist,  der  Nenner  des  vorhergehenden  iS,  und   der 

n  Ü  -4-  f^ 

Näberungswerth  selbst  — » — >  so  ist  der  Werth  des  Bruches: 

^      (niy+g)(n  +  A)  +  («g  +  C) 

woraus 

y  y  ' 

Da  die  erste  Potenz  von  X  fortfällt,  so  hat  man  die  allge- 
meine Form  der  ganzen  oder  gebrochenen  Zahlen,  deren  Quadrat- 
wurzel dem  gegebenen  Kettenbruche  zugehurt. 

Nimmt  man  noch  den  Theilnenner  n  hinzu  und  setzt  den  Zäh- 
ler dieses  Näherunsswerthes  bis  -"=.x\  so  ist: 

folglich 

y 


§.  2. 

Berechnung    der    Kettenbrü'che     der    Quadratwurzeln 
einiger    Zahlen    von   allgemeiner    Form. 

1)  V^w2  +  l  =  n;  (2?i). 

Multiplicirt  man  mit  m  und  setzt  it=:mv,  so  entsteht: 

2)  Vm\m^vl^^\)z=im^f>\  (2r) 
und  wenn  man  v^zm^"^  setzt: 
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■ 

3)  V^m2*+iii«  =  m*;  (2m*-«). 

Für  Tn=:2  kann  k  auch  =1  sein^  sonst  ä:7~2 

4)  VW+2  =  n;(n). 

Mit  m  multiplicirt  und  n  =  i?to  gesetzt  giebt:  , 

5)  VmHm^v^+2)z=mH;  (v) 
und  für  f?  =  m*"«: 

6)  Vii|2*  +  2ma  =  iw*;  (m*-*);  (*)  A:^2 

,  7)       -  VSäirr  =  n-l;  (1). 

Ist  w— l  =  m*t>,   also  «* — l  =  ni*»(m*r+2),  dannmrd: 

8)  Z^?!zii  —  >^t,(^at,  ^  2)  =  mr ;  (iw) 

und  für  »  =  »1*-«: 

9)  V^ina*-a+2m*=ä  =  „»ir-i .  („,) 

i^  wie  bei  3). 

10)  Vn«— 2  =  n-l;  1,  («-2). 

Die  Wurzeln  aus  n«db3  lassen  sich  nicht  mehr  auf  ähnliche 
Weise  in  allgemeiner  Form  darstellen. 

11)  V^M^  =  n;(2), 
also  auchy  da  n^  —  n=:=(n — 1)*+(«— 1), 

12)  Vn«^=^  =  n  — 1;  (2). 

13)  Vn^+n  =  «» ;  (2n'»-i) , 

14)  V^«««-n  =  «"»— 1;  1,  (2n"»-^i— 2). 

Ist  hier  tn  =:  1 ,  so  wird  Vw* — n  =  n  —  l ;  1 ,  (0). 

Dieser  Kettenbruch  giebt  ausser  den  Näherungswertben  des 
Nr.  12)  immer  noch  zwei;  nämlich  d^r  Quotient  I  vor  der  Mull 
giebt  einen  zu  grossen  und  der  0  wiederholt  den  vorhergehenden 
zu  kleinen. 

26* 
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§.3. 

Der  Berechnung  der  allgemeinen  Formen  einiger  Zahlen, 
deren  Wurzeln  durch  allgemeine  i^urmen  von  Kettenbrüchen  aus- 
gedrückt werden,  nifige  folgende  Betrachtung^  vorausgehen.      . 

Nach  der  Bezeichnung  des  §.  l.  ist: 

^  =  n2  + ^I_-.=:^2^^, 

y 

I 

—  ,  I.  •■■.■'..    .  /        ., 

wo  m^2n  sein  muss.     Hcissen   nun   die  Quotienten  des  Ketten- 
bruches ohne  die  Ganzen:  a,  b»,..6,  a,  so ^ war  §.1.: 

—  =~,J  =0;a>o,....o,fl, 


•+7    .    1 


6  +  - 
a 


also  ist 


—  =  a;  6,  ....  6,  a; 


B 

folglich,  wenn  man  m  =  2p  setzt: 

C 

yp-2 

Eben    so   ist  p  =6q-\-r,   ^  =  er +  «....,    u=:  atji^.     Substituirt 

man  immer  die  Werthe  der  folgenden  Buchstaben  in  p,  so  erhält 

E 

man  ganz  die  Bildung  der  Näherungswerthe,  mithin  Ut,    wenn  -p 

den  drittletzten  Näherungswerth  bedeutet,  das  letzte 

p  =  C(at±  ^)-\-Et==  (aC  +E)t±^  =  Bt±^ 

und 

m  =  2Bt±C^, 

Da  nznap  +  q,  so  wird  nach  demselben  Bildungsgesetze  das 
letzte 
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»  =  B(at+  |)  +  F<  =  (aB  +  F)t  ±  ^ 

I 

Die  zweiten  Glieder  sind   (Jb)   zu  hehmen,  je  nachdem  die 

Anzahl    der   Theilnenner    von    «  bis  a    |  .    f    ist,  d.h.  je 

( ungerade  \  •* 

(kein  \ 
}    mittelstes  Glied  hat    Wird  y  eine 
ein  ■  f  ^ 

gerade  Zahl,  so  hat  man  bei  m  und  n,  um  keine  Zahl  zu  über- 

t 

springen,  k  fdr  t  und  dann    für  t  jede  ganze  Zahl    zu   setzen ; 

^  =  0  ist  nur  statthaft,  wenn  die  zweiten  Glieder  positiv  sind  und 
C*>2Ä^  -ft-  >y,  so  lange  n  und  m  positiv  werden. 


$.4. 

Einige   nach   §.  3.   berechnete  Werthe  für  n  und  m  aus 

gegebenen    Theilnennern. 

1.  Gegeben:  (o)  ' 

n:=zat,  m  =  2t 

Für  ein  ungerades  a  ist  ^  für  ^  zu  setzen. 

2.  Gegeben:  {a,  a)  ; 

a  ddrf  also Jceitie  tinge^ade  Zähhseiuj  Wenn,  \f le  hier  hhmer  vor- 
ausgesetzt wird,  n  ganz  werden  soK. 

#  "     '»  .      ■■. 

3.  Gegeben:  a,  (b) 

I . * f  .  ,- 


für  a  und  6  ungerade,  sonst  ist  3   fiir  f  zu  setzen,     a  gerade,  6 


ungerade  ist  uazuläfiisig. 
4.    Gegeben:  ay  (fr,  6) 


874 
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m  =  2((a6 + 1)6  +  a)« + (6*  + 1)«. 
Es  darf  nicht  zugleich  a  uogerade,  b  gerade  sein. 

5.  Gegeben  a,  6,  (c). 

y  =  (a6  +  l){(a6  +  l)c  +  2al, 

Äi:i:(a»  +  l)(6c  +  l)  +  a6,  C=6(6c+2), 

a>  6,  c  dürfen  nicht  zugleich  ungerade  sein,  und  för  ein  gerades 
c  ist  :^  für  <  zu  setzen. 

6.  Gegeben:  a^  6,  (c»  e) 

y  =  {(a6+l)c+a)2  +  (a6  +  l)«,  C=6«+(66  +  l)«, 
Ä  =  c{ab  +  l)(6c  + 1)  +  a(fic  + 1)  +  6(a6  f  l). 

Die  Verbindungen: 


a 

b 

c 

gerade 

gerade 

ungerade 

gerade 

ungerade 

ungerade 

• 

ungerade 

gerade 

gerade 

sind  unstatthaft. 

7.    Gegeben:  a,  b,  c^  (d) 

y  =  {(ab  +  l)(cd+2)+ad]{(ab  +  l)t:  +  a], 

j5=  (a6  +  l)(6c  +  l)(cd  +  1)  +  ab(cd  + 1)  +  bc(ab  +  l)  +  a4» 

C=(6c+l){26  +  cü(6c+l)}, 

^   ist  für  t  zu  setzen,  wenn    1)  d  gerade,  oder  2)  a  und  e  un 
gerade,  oder  3)  b  gerade,  a  und  c  ungerade. 
n  wird  keine  ganze  Zahl  für 


d 
mfgerade 
ungerade 


a 

6 

c 

gerade 

ungerade 

gerade 

ungerade 

gerade 

ungerade 
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8.    Gegeben:  a,  6,  c,  (c^,  ä) 
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Ä=:{a6+l)(crf  +  l)+adli(Äc  +  l)c£+61  +  (6c  +  l)J(a6  +  l)c  +  al. 


Unstatthaft  sind  die  Verbindungen: 


U' 

b 

c 

gerade 

gerade 

ungerade 

gerade 

ungerade 

gerade 

ungerade 

gerade 

gerade 

ungerade 

angerade 

gerade 

ungerade 

ungerade 

ungerade 

d 

gerade 

gerade 

gerade 

ungerade 

ungerade 


t  . 


(V  ist  für  t  zu  setzen,  wenn: 


a 

b 

c 

d 

gerade 

gerade 

gerade 

ungerade 

gerade 

ungerade 

ungerade 

gerade 

§.  5. 


Die  Brüche    d»     —  des  §.3.  lassen  sich  auch  bloss  mit  Be- 

nutzung  der  ersten  Hälfte  der  Periode  finden.    Heisst  nSmlich  der 
echte  Bruch  0;  a,  j3,....(x,  x)    und  der  letzte   Näherungswerth 


1  . 


m 


m 


der  ersten  Hälfte   (bis  zum  ersten  -  incl.)   j^,,  der  vorietzte  ^ 

11  m 

also  in  der  zweiten  Hälfte  der  Werth  von  —  bis  -ö  incl.  — >,  und 

K         ß  m 

der  von  —  bis  —  incl.  -=ji,  so  ist: 


iV' 


und 
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m' 


—  ,7n'-\  in  ,.,  .      „ 
in        '              m'^^?n^ 

m 

Für  72;  a,  ß,  ,,..  (*2x)   wird  §.  11.  der  Näherungswerth  bis  zum 

.,        1       .     .         M'iN+Q)±l  j.     j    .    ,  *  .       ,. 

zweiten   —   gefunden:   — jvf(jVMO\     ^  wenn    die  drei    letzten  bis 

2x'     IV'     J\' '    Ö  '^ß'^ssen.     Unser  echte  Bruch  wird  aUo  erhal- 
ten, wenn  man  n  abzieht  und  m'  für  M' — nN'  setzt,  also: 

Idbi  j^  nachdem  die  Anzahl   der   Quotienten,    ohne  die   Ganzen, 

also  von  a  bis  2«  incl.    j  ,       f    ist. 

i    gerade    ) 

S'  '      ,  •  S 

Setzt   man  0;  a,  /3,  .,..  x  =  -^v,  seinen    Vorgänger  -^,»  so  ist 

X  bis  -ö  incl.  =  -k  und 

womit  in  beiden  Fällen  y,  B,   C  bestimmt  sind. 


Hat  ein  Ketleiibrueh,  der  die  Quadratwurzel  einer  ganzen 
Zahl  A  ausdruckt,  in  der  Mitte  der  Periode  nur  einen  Theilnen- 
ner  '2x,  so  kann  man  sich  die  ersten  Quotienten  bis  zum  ersten 
K  incl.  nicht  in  der  Periode  enthalten  vorstellen  und  diese  mit 
dem  zweiten  tc  beginnen  lassen.  Offenbar  ist  von  hier  ab  der 
Kettenbruch  dann  auch  periodisch -symmetrisch,  also  nach  §.  I. 
einer  Quadratwurzel  gleich.  Heisst  diese  VB,  so  muss  1)  Ä>  1, 
allgemein  aber  <  A  sein ,  da  jc,  die  grösste  gerade  Zahl  in  VB, 
<n  ist,  und  2)  B  atigemein  keine  ganze  Zahl,  da  das  mittelste 
Glied  der  zugehörigen  Periode  :=2?i,  welches  >  2x  ist,  was  für 
B  gleich  einer  ganzen  Zahl  nicht  der  Fall  sein  könnte.  Es  ist 
also : 
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VA  =  w  +  -  ,  1 


f*  +  »1+Vß 


■  i 


Wir  suchen  wieder  A  durch  die  Theilnenner,  ferner  B,  welches 
auf  irgend  eine  Weise  von  A  «ibhängig  sein  muss. 

Setzt  man  den  NäheruncTswerth   bis    zum  ersten  —  incl.  .-»77» 

M  \  M" 

^eü  vorhergehenden  ^>   den  bis  -■  incl.  -j^,,,  dann  ist: 

__  %M'^M^^M'vB  _  W'  +  M'VB 

,     .....         V^  —  xJS'+N+N'vB  '^'N"  +  JS'VB' 

A 

und  wenn   man  i?  ==: -^  setzt ,   mit   dem    Nenner    multiplictrt  und 

»*/ 

<lie  rationalen  und   ebenso  die  irrationalen  Theile  einander  gleich 
stellt: 

« 
folglich  •  .      . 

Betrachtet  man  also  d^n  halben  Imit.t.elsten  Theil- 
nenper  als  letzten  dßr  ersten  Hälfte  der  ersten  Periode, 
dann  ist  das  Produkt  der  beiden  letzten-  Näherungs- 
wert he  gleich  der  Zahl  ^.     .  .  »  c 

Setzt  man  aber  in  die  erste  Gleichung  x\/B  für  VA,  sq  er- 
hält man  auf  dieselbe  Weise: 

*     also 

Bässefbe  x  giebt  die  tlimirt^tion  Ton  x  aus  1)  und  2),  iiäm« 
lieh  a:^±(M'^—AN'^),  sAso^  x  eine  ganze  ZaMy  tnd  durch  Sub- 

■  M'  • 

stitution  der  Werthe  von  A  in  di^se  Gleichung:  x^^-jap,» 
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9 

Dass   X   eine    ganze  Zahl    werden   muss^     folgt   schon  aus 

Ass  -=^.  -w •     t)a  nämlich  M'   und  N'  und  ebenso  M"  und  N" 

relative  Primzahlen  sind,  so  müssen  j^„  und  -^^7-  ganze  Zahlen 
werden. 

§.7. 

,  Das  Produkt  der  beiden  ganzen  Zahlen  -j^,  •  «^  soll  die  ganze 
Zahl  A  geben,  d.  h.  A  ist  keine  Primzahl,  es  sei  denn»  dass  der 

kleinere  dieser  Faktoren  -^  =  I ,  und  der  grossere  eine  Primzahl 

M"  M" 

ist.    Da  aber  jp  =9t;  a»  ß, ....  »  und  desshalb  -i||-,  =  x;  a,  j?» ....  Yt, 

80  muss,  wenn  M'  =  N"  sein  soll ,  x  =  n  sein,  d.  h.  der  mittelste 
Quotient  gleich  dem  letzten  y  ^  also  auch  gleich  dem  ersten ,  oder 
die  Periode  beginnt  fflr  A  gleich  einer  Primzahl,  deren  Quadrat- 
wurzel in  der  Mitte  einen  geraden  Quotienten  hat,  mit  dem  Quo- 
tienten 2n.    Dann  ist 

w^  +  l  M" 

^-^,    also     M'=zN",     ^=n«+l  =  ^. 


ai' 

n 

ai" 

^' 

~r' 

N"' 

In 

der  That  ist 

Vn*  +  1  =  « ;  (•2n). 

Wir  haben  also  auf  diesem  Wege  .den  bekannten  Satz  abge- 
leitet, dass  die  Quadratwurzel  aus  einer  Primzahl,  mit  Ausnahme 
derer  von  der  Form  ti^  +  I  ,  die  gleich  mit  27t  beginnen^  keinen 
Kettenbruch  mit  einem  geraden  Thetlnenner  in  der  Mitte  geben 
kann. 

Dass  A  keine  Primzahl  sein  kann,  folgt  auch  schon  aus  den 
Werthen  für  A  und  an  (§.  6.)  auf  folgende  Weise : 

xil/'  +  ^        M'      _icM'  +  M        Kßf  +  M 

^—       JJ7-     'xiV'  +  iV""      IS'      ^^       N'      ^^"   "^^^  ^' 

Da  nun  N' ,  wenn  es  nicht  =1  ist,  mit  ilü'  keinen  Faktor  ge- 
mein haben;  also  auch  in  J/'^  —  AN'^  nicht  aufgehen  kann,  so 
muss  es  ganz  in  %M' -\- M  enthalten  sein,  folglich  besteht  A  aus 
zwei  Faktoren,   von  denen  keiner  =:  I  sein    kann.     Offenbar  ist 

Dämlich    -^^>1   und  M*- AN^,  d.i.  a;>l,  weil  B=~ 
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§.8.  ^        ^ 

Ist  2^  =  a6  und  zwar  a>6,  und  setzt  man  B=^^»  wo  p>y 
sein  muss^  und  q  nicht  ==  1  sein  kann^  so  erhält  man 


A a.b.q 


a:2  =  -ü  = 


Da  X  eine  ganze  Zahl,  und  By\  sein  muss  (§.  G.)»  so  ist  pzr:  a, 
7  =  6  =  a:,  Ä  =  T-.    Ist  also 

jlann  ist 

VB ^V  r  =*f;  f*....a,  (2w). 

Aber  für  a.b  =  ««  + 1  wird 


Va.6=^  J  =  «;  Cin), 


ilso  6=1  und  B=zA. 

Besteht  A  aus  mehr  als  zwei  Faktoren,  so  erhält  man  x=  b 

M' 
ans  6  =  -^,  oder  aus  der  Gleichung  M*^ — AN'^=zb.    üeber- 

haupt  losen  M'  urtd  i¥'  die  Gleichung  ^'2— a6iV«=  +  6  in  gan- 
zen Zahlen,  wenn  a  \ind  6  so  beschaffen  sind,  dass  der  zu  V^aJb 
gehörige   Kettenbruch   in    der  Mitte    der    Periode  einen  geraden 

Va 
T-  zwischen  x  und  x  +  1  liegt 

(4-)   je  nachdem    der    mittelste  Quotient,    ohne  die  Ganzen,   an 
e«'*"'"    I   stelle  steht. 


ungerader 


§.  9. 


Die  §.6.  gewonnenen  Formeln   für  A,  B,  x  behalten  auch 
ihre  Giltigkeit,   wenn   die  Periode  in  der  Mitte  einen  ungeraden 

Theiinenner  »  hat,  nur  ist  dann  ^  ffir   x   zu   setzen.     In    diesem 

Falle  kann  B  auch  eine  ganze  Zahl  werden,  aber  das  n  fär  VB 

X 

ist  immer  ein  Bruch,  nämlich  a* 
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tiS  ist  za   beacliteii,    dass,   weiio  man   mit  j^  =^     yv^  -i.9JV^ 

rechnet,   das  nach  der  Formel  B^^-jrp — ^^7     erhaltene    Resultat 
dDrch  4'zü  dividiren  bi  ■    '  '''■  '        ' 

Ist   %N*-\-^N  =  M'    (was    noihwendig    der   Fall    sein    muss, 
wenn  A  eine  Primzahl),  so  ist: 

Ä=        y, — -,  und  da.«=P — j^,       »    ■ 


■iV'2  •—      liV' 


oder 


M'  1.     ^^  i   gerader 


{-f-l,  wenn  -tr;,  ohne  die  Ganzen,   an    <  ^,     >  Stelle  steht. 

iV"  '  ( unger%ider  J 

Für  solche  Zahlen  A  wird  also  diese  Gleichung  durch  M'  und  iV' 

in  ganzen  Zahlen  gelöst. 


§.  10. 

Der  Ausdruck  A  =  w  •  -1^7,  (§«6.)  lässt  sich  auch  ableiten  ohne 
Einführung  der  VB,  Bei  derselben  Bezeichnung  des  §.9..  ist 
nämlich  in  der  zf^üeiten  Hälfte  der  Periode  der  Bruch   von  —   bis 

ä~N"  vorangehende  von  -  bis  ^  =.  ^,  _  ^^7 , 

(].  i.    gleich    dem  Quotienten    zwischen   den   Zählern    der    echten 
Brüche  in  der    ersten  Hälfte  von  —  bis  —  und  seinem  Vorgänger. 

Dann  Ist  der  Werth  vom  zweiten  —  an,  d.i. 

(X  +  in  inf.  ~  In  +  VA)]S'  +  (iltf'  — «iV') "  '^' 

^^      (x  +  L)M'  +  itf 
und  wenn  man  für  L  den  Wcrth  substituirt  und  mit  dem  Menner 
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multiplicirt,  so   werden  die  irrationalen   Theile   identisch,  die  ra- 
tionalen geben: 


A  — 


1  P 

Heisst  der  Näherungswerth   bis    —  incl.    ^,  dann  ^M'-{-M=P, 

x]S'  +  N=Q,  also 

_  M'(M  ^-  P) 

^""  iV'(/V+0)* 


§11. 

Die  Gleichung  a:^ — Aif^=^l  wird  bekanntlich  durch  den  Nä- 

a:  .1 

herungswerth    -  bis  zum  zweiten   -  incl.  gelost.  Es  ist  also  durch 

die   Theilnenner  der  ersten   Hälflte  der  ersten  Periode,  wenn  der 
mittelste  Quotient  wieder  n  heisst: 

iV 
wenn  man  JUN'  db  I  für  M'N  setzt,  und 

I  •         .  ...  "         •  .  ^ . .  . 

wenn  man   fär  N'M  und  N'P  die    resp.    Werthe   M'N^  1    und 
il/'Q  +  l  schreibt.  .    ,  . 

Für  die  Gleichung  ist  also^  wenn  sie  eine  Auflösung  in  gan- 
zen Zahlen  gestattet: 
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ii 
.       I  Zeichen,  je  nachdem  die  Artzahl  der  Quotienten, 

t    firerade    2 

ohne  die  Ganzen,   also  von  a  bis  x,    !  «    >    ist. 

*  *    {  ungerade  J 

Da  der  mittelste  Theilnenner  eben  so  gut  zu  der  einen,  wie 
zu  der  andern  Hälfte  der  Periode  genommen  u-erden  kann,  so 
steht  zu  erwarten,  dass  die  Formeln  noch  mehr  an  Symmetrie 
gewinnen  und  einfacher  gestaltet  sein  werden,  wenn  man  ihn  haU 
birt  und  die  eine  Hälfte  zu  der  einen,  die  andere  zu  der  zweiten 
Hälfte  der  Periode  nimmt.    Nun  ist 


X 


also  P=^M'+W  und    II§+P  =  2JU",   ebenso   iV+e  =  22V^ 

folglich : 

X  _  1M"N'  db  1  _  2M'N"  T 1  ^. 
y—    2N']S"     *"     ^N'JS"      ^• 

Setzt  man,  wenn  k  ungerade,  um  bequemer  mit  ganzen  Zah< 
len  zu  rechnen , 

7tM+2MM^ 

so  wird : 

x_]a''N'i:l      ]a'N"Ti 

y—     N'N"    ~     N'N"    ' 

Die  Zeichen  wie  vorhin. 


Da  der  Bruch  von   n  bis   -  mit  -^,,   sein  Vorgänger  mit    -^ 

bezeichnet  ist,  so  ist  der  von  —  bis   —  gleich    irp  9  und   der    Nä- 

^  .1 

herungswerth  bis  ans  Ende  der  ersten  Periode,  d.h.  bis  —• 


•)  Es  ma*j^  hier  ein  Druckfehler  erwähnt  werden,  auf  den  ich  In  der 
Theorie  des  nomb  res  von  Logen dre,  dritte  Ausgabe,  die  mir  allein 
zur  Hand  ist,  gestossen  bin.  Dort  steht  Torae  I.  Table  X.  belA^=94, 
j:=:  2543295  statt  2143295,  wie  auch  der.  Canon  Pellianns  richtig  hat. 
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X      ' 


a:' 


jbUo  X'=zy*  und  ^  =  —  (§.  1.) 

Der  Werth  von  n  bis   :r-   ist  offenbar  : 

In 

y^'-ny  +  y'"    n{N  +  Q)IS' ^  PJS' +  JSJU'   ' 

Wohl  mit  Unrecht  findet  man  gewöhnlich  2it  als  den  Schluss 

der   ersten   Periode   bezeichnet »    da    doch  pausender  die  zweite 

vneder  mit  VA,  also  mit  n  beginnt,  so  dassdie  erste  von  n  bis 

n,  die  zweite  wieder  von  n  bis  n  geht  u.  s.  f.     Die  beiden  Aus- 

x'  x"  ,11 

drucke  -7  und    —»    geben    die   erste    Periode   bis    -    und  bis   3- 
y'  y  n  2« 

durch  die  drei  letzten  Näherungswerthe  der  ersten  Hälfte;  dererstere, 
als  der  einfachere^  spricht  auch  für  diese  Ansicht.  Der  Unter- 
schied in  der  Einfachheit  beider  Werthe  tritt  ^och  deutlicher 
hervor,  wenn  man  die  erste  Hälfte  der  Periode  bis  zur  Mitte  des 
mittelsten  Theilnenners  incl.  rechnet,  d.  h.  wenn  man  P,  Q,  My  N 
eliminirt  und  dafür  3i'  und  iV'  einführt.     Dann  entsteht: 

x'         IM'M"  2M'M" 


x"  __  IM'jM"  +  nN")  T  n  _  ^M'\M'  +  yiiVp  Jb  w 


§.  13. 

M'{M-\-  P)       M    M" 
Im  §.  10.  war  A  -^  j^irpfj,  q\  =  7^' '  W     ^^  ^'   ""^    ^'^ 

relative  Primzahlen  sind,  ferner  M+P=n(N+Q)+Tn-i-j9,  wenn 
man  die  Zähler  der  echten  Bruche  mit  den  entsprechenden  klei. 

nen  Buchstaben  bezeichnet  >  folglich    ^         =z  n-i-  j^     ^    keine 

M-^P 

ganze  Zahl  sein  kann,  so  roas8  —y^f —  ganz  sein,  N ■{•  Q  aber  in 

M'(IU  +  P)  oder  in  SP  aufgehen.    Ist  nun; 
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I 
I 

I.      ;i!/'=:iV-|.0  =  2Q— xiV'=wiV'  +  m'=x^'  +  2^, 

so.kann  %  nur  =»  oder  =:w  — 1  «ein.  Wäre  nämlich  x=:n+x, 
feto  uiusste  wiV-f  m' =:wiV'+a:iV'+2iV  sein,  was  ^  hur  för  a:=0 
moglieh  ist,  da  schon  N*^m',  Die  Substitution  von  n  —  x  för  x 
giebt  «iV'  +  m'  =  wiV'— a:Ä'  +2^^  oder  xIS'  +m'  =2i\,  d.  h.  irt 
diesem  Falle  ist  das  Maximum  von  ar=  1,  da  iV' >  iV.  Ist  folg 
lieh  A  eine  Primzahl,  deren  Quadratwurzel  in  der  Mitte  nur  einen 

Theilnenner  hat,  wo  also  M'  =  N-\^Q  sein  niuss,  so  ist  x=  J   __|;|  » 
je  nachdem  n  j  "^f  "J^    (   '**' 

■     7 

Im  §.9  ist  gefunden: 


also  hier 


mithin  ^^^iV«  =  A'«f  0«±1 

Da  iV'  ungerade  ist,  wegen  x  =  — i^/ w.  so  muss  A-^x,^ 

gerade  sein,   d.  h.  für   ein   ungerades   A  kann    x  nur  ungerade 

sein.     Ferner  ist  iV^  +  O^+l  eine  gerade  Zahl,  da  N+Q,  wegen 

(N  4-  O)^  4-  2 
^  =  ^^ -jrr,^  ~    ,  ungerade,  also  der  eine  der  Nenner  N  und  Q 

gerade,  der  andere  ungerade  sein  muss,  folglich  muss  A  -{-x^  ein 
Vierfaches  sein,  und  da  x^  von  der  Form  4f+  l,  so  ist  A  von 
der  Form  4^-f3. 

Für  ein  gerades  A  können  N  und  Q  beide  gerade,  auch 
beide  ungerade  sein.  Im  ersten  Falle  ist  iV^+Q^zbl  von  der 
Form  4f+l,  also  muss,  da  N'^  dieselbe  Form  bat,  A^x^  von  der 

Form  St±:2  sein,  d.  h.  A  =8^  +  2  und  x  gerade. 

1  ■ 

Im   zweiten  Falle   ist  ]S'^^Q^±l  von    der  Form     j^^Tjl' 
daher  A\x^  von  der  Form    je*  i  o|  ,  d.  h.  J  und  x  wje  vorhin. 
Ist  also  bei  derV^  der  mitle^ste  «Theilnenner  x=n. 
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.  »  I  A    jungeradej    .    ^ 

oder  =»  —  1,  60  kann,  wenn  A    {  ^i_    \   ist,   %  nur 

*  f   gerade    v 

(uDserade)         ,    .  j       «  U<+3) 

i   gerade    }   «°^  ^  ^o"  der  Form    \^^j^^\   sein. 

M.  iV  +  e  geht  in  Ä'(ilf  +  P)  au£ 

Ist  N+Q  =  a.b  und  Jlf'  =  »iiV'+iii  =  a.Ii,  wenn  a  den  gross-  * 
ten  gemeinschaftlichen  Faktor  zwischen  iV-f  Q  und  ilf'  bedeutet, 

so  entsteht,  wenn  man  9t  =  — ^^7-    substituirt: 

^—     bm 

Da  6  Faktor  des  ersten  Summanden  ist  und  in  L  nicht  ent- 
halten sein  soll,  denn  sonst  ginge  N+Q  in  M'  auf,  so  kann  b 
nur  =2  sein,  und  dann  wird  M'^—AN'^  =  +L. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  L  nicht  =  1  sein  kann ;  es  ist 
aber  auch  L>2,  denn  fiir  Z«  =  2  wäre  N+Q=  M',  also 
ist  M'>N+Q. 

Da  nun  N+Q=2a  und  »N'^Q^-N,  so  entsteht : 

=  a«(I.«— 4)  +  4iVQ±i. 
III.    Geht  jY-I-  Q  in  ^'  auf,  dann  ist: 
6  =  1,    N+Q  =  a,    N'HA--K'^)  =  {M^^a^)+iNQ±L 

=  a%L^ — 1)  +  iNQ±  L. 
In  allen  Fällen  ist  also  ij— x^  positiv,  folglich 


§.  14. 

Aus  ilf'=2\r+0  (§.13.  I.)  d.i.  wiV'+m'  =  xiV'+2iV,  folgt 
(n-x)iV'  =  22V— m'.    Ist  nun: 

l)  x  =  9r,  also  2/V=m',  so  mOsste,  wenn  der  dem  x  voran» 
gehende  Theilnenner  =1  sein  sollte,  N'  =  N+N^^  und  da 
N*">m\  auch  iV  +  2V^>m',  also  um  so  mehr  2iV>wi'  sein,  was 
gegen  2N  =  m'  streitet. 

Thcil  -xxxiii.  26 
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2)  Für  xssti  — I  folgt  iV'=:2iV  — fit'.  Wäre  nun  der  dem  x 
vorangebende  TbeilneoBer  r,  so  inüsste  iV' =riV4-iV<^  =  2iV— m' 
sein,  was  nur  für  rs=:l  möglich  ist. 

Wir  haben  also  folgenden  Satz  gewonnen: 

Der  dem  xvo  rangehende  (also  auch  der  unmittelbar  fol- 
gende) Thellnenner  kann  ffir  k:=xn  n4cht  =1  »ein,  ffir 
xz^ic-— 1  dagegen  muss  er  =1  sein. 


§.  15. 

Bezeichnetman  in  dem  Kettenbruche:  VA  =  n;  a,  ß,  ....  fi,  (x,  x) 
die  drei  letzten  Näherungswerthe  der  ersten  Hälfte  der  ersten  Pe- 

M^      M      M' 

riode  mit  -^^     -iy->     ^,   und  behält  sonst  die  Bezeichnung  des 

§.  5.  bei,  so  ist  nach  dem  dort  Bemerkten 

1         _  {n^VÄ)N^m        _ 


X  +  in  inf.  ^  (w  +  V^)iV'  +  m 
folglich 

.      LM  +  M' 

Substituirt  man  für  L  den  Werth  und  raultiplicirt  mit  dem  Nen- 
ner, so  giebt  die  Gleichstellung  der  rationalen  Theile: 

Da  weder  die  Zähler  noch  die  INenner  von  zwei  auf  einander 
folgenden  Näherungswerthen  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  ha- 
ben, so  können  weder  i^/ und  iü/',  noch  iVundiV  zugleich  gerade 
sein;  auch  können,  da  Ä  eine  ganze  Zahl  ist,  N  und  N'  nicht 
zugleich  ungerade  sein,  wenn  das  eine  M  gerade,  das  andere  un- 
gerade ist.  Es  entsteht  also  nur  noch  die  Frage,  ob  zugleich  beide 
M  und  beide  N  ungerade  sein  können.  In  diesem  Falle  könnte 
X  nur  gerade  sein,  denn  ein  ungerades  müsste  Zähler  und  Nenner 
des  folgenden  Näherungswerthes  gerade  machen.  Das  gerade  x 
aber  giebt  Zähler  und  Nenner  des  folgenden  Bruches  ungerade, 
und  ebenso  müsste,  wenn  7!/,  iW',  iV",  N*  ungerade  werden  soll- 
ten, der  vorhergehende  Theilnenner  gerade,  M9  und  N^  aber 
ungerade,  u.  s.  f.,  alle  vorhergehenden  Quotienten  bis  zum  erstWin 
gerade,  Zähler  und  Nenner  der  Näherungswerthe  ungerade  sein. 
Der  erste  Quotient  a  müsste  also  als  solcher  gerade,  als  Nenner 
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N'  ungerade  sein;  Die  beiflen  M  und  die  beiden  iV  können  also  auch 
nicht  zugleich  ungerade  sein.  Von  den  Nennern  N  und  N*  ist 
also  stets  dereine  gerade,  der  andere  ungerade^  folglich  iV^^-f-JV^' 
immer  angerade,  und  für  ein  gerades  A  muss  M^-{-  M'^  gerade 
sein,  d.h.  beide  M  ungerade,  für  ein  ungerades  A  das  eine  M 
gerade,  das  andere  ungerade. 

Daraus,  dass  das  eine  N  gerade,  das  andere  ungerade  sein 
muss,  folgt  auch  der  schon  §.4.  2)  angeführte  Satz:  Die  bei- 
den mittelsten  Quotienten  können,  wenn  die  Periode 
gleich  mit  ihnen  beginnt,  nur  gerade  sein. 


Setzt  man  in  ^  =  '  j^%%mn  ^^^  ^  ^^^  ^'  ^^®  Werthe  vN-i-m 
und  nN^+m's  so  erhält  man: 

Ist  I.  A^Ti^  gerade,  so  muss  m^-\-m*^  gerade  sein,  und 
da  das  eine  N  gerade,  das  andere  ungerade  ist,  so  müssen  m  und 
m'  beide  ungerade  sein,  oder  m^-\-m*^  von  der  Form  4<  +  2. 
Sind  nun: 

1)  A  und  n  gerade,  so  muss,   damit  auch  links  eine  gerade 

Zahl    herauskommt,  — n —  ungerade  sein,   oder  2I— n*  von  der 
Form  4<+  2,  d.  h.  J  =  4<+2,  n  =  2i 

A—n^ 

2)  Sind  A  und  n  ungerade,  dann  muss  — 75 —     gerade    sein, 

also  A — w*  von  der  Form  4<,  d.  h.  -4  =  4^+1,  n=3  2/-t'l- 

Ist  II.  A — n*  ungerade,  dann  muss  w?''{-m'^  ungerade  sein, 
also  das  eine  m  gerade,  das  andere  ungerade,  m^-{-m*^  von  der 
Form  4<  +  l  und  mN-\'m'N*  gerade.    Ist  nun: 

1)  A  gerade,  n  ungerade,  so  muss  der  Zähler  ein  Vierfaches 
sein,  mithin  A  —  n^  von  der  Form  4f-|-l  und  ^  =  4^-|-2,  n=2/-|-l. 

2)  Wenn  A  ungerade,  n  gerade  ist,  muss  wieder  A — w*  von 
der  Form  4^  +  1  sein,  ^  =  4^+1,  n=z2L 

Di«  geradenf  A  sind  also  immer  von  der  Form  4^--f  2,  die 
ungeritden  9mt  der  Perm  4f-f  1. 

26* 
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5.17. 

Heisst  der  vorletzte  Mäheniogswerth  der  ersten  Periode,  also 

1  X 

bis  -  incL,   - ,  dann  sind  bekanntlich  x  und  «/  die  Icleinsten  War- 
ft y'  ^ 

zeln  der  Gleichung  x'^ — ^.V^  =  —  1  >n  ganzen  Zahlen,  wenn  der 

der  V^  entsprechende  Kettenbruch    in  der  Mitte  zwei  gleiche 

Theilnenner  hat    Es  ist  dann  nach  voriger  Bezeichnung: 

^_(«  +  ^)^+^^ 

und  fSr  M^  und  N^  die  Werthe  M'-^kM  und  JS'-^iiN  gesetzt: 

X       MN-{-M'N' 
y  —    iVa  +  iV'«   * 


8.  18. 
Da  n;   a,  ß  ....  (i=  -^    und  w;  «,  p  ....  x  =  ^  ,     so     ist 

im  1 

0;  Xy  |Lt....n  =  -^^  folglich  der  Näherungswerth  bis  -: 


X 


M 

X* 

also  x  =  y'  und  -4  =  —  (§.  1.  und  §.  12.). 

Der  Näherungswerth   bis  ö~  ist: 

^'  _  wa? + a?^  _  n(;i!li\r.f  ilü WQ  +  (^^  +  iH^«) 
y"  ^ny+y^"^  n(m  +  JV'«)  +  (JUN-^-  M'N*) ' 


Es  mögen  noch  von  zwei  Sätzen  Beweise    folgen,    die  mir 
kfirzer  und  übersichtlicher  scheinen,  als  die  gewohnlichen. 
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g.  19. 

Die  Differenz  zwischen  dem  ganzen  Werthe  x  eines  Ketten- 

M 

brache  und  einem  seiner  Mäberangswerthe  -ir-  Ut,    ohne  Rück- 

1 

flicht  auf  das  Vorzeichen,   <iyä* 

M  M' 

Ueisst  der  auf  -mv  folgende  Näherungswerth  -^f »  dann  ist : 

-^fZizx-td'i 


ilf  1 

folglich  df  d.i.   ~^^^'^wm^  ^^^»  ^^  N<,N*,  um  so  mehr: 

ä         ^± 


§.20. 

M 

Der  Näherungswerth  -^  kommt  dem  ganzen   Werth  x  eines 

Kettenbruchs  näher  als  irgend  ein  anderer  Bruch  — »  wenn  n-^N, 
Nach  §.  19.  ist: 

M    im*  ^      1 

Jf-jfi=-±NNi  =  ±(d^d'h 
und  wenn  —  =  a:±Ä,  oder  =a:T*J 

oder  =T(*— «^O- 

Offenbar  ist  aber   mN'—nJU'Tl  und ,  wegen  n<Ar,  nN'<,NN', 
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mN'—nM'        1  . 

also -jffj >  TviV'  *  ^^'ß''^'* »  ohne  ROcksicht  auf  das  Vorzei- 
chen, d  +  d',  so  wie  8  —  d^'^d  +  d'.  d.  h.  5>c?,   oder 

m  i^ 

n  -^>^^-^- 


Einige  Bemerkungen  über  die  von  den  Krümmungs 
linien  auf  dem  EUipsoid  gebildeten  Vierecke. 

Vou 

Herrn  Doctor  fJ^.  Plagemann 
zu    Wismar. 


Beschreibt  man  auf  einer  Ebene  um  dieselben  beiden  Brenn- 
punkte eine  Ellipse  und  eine  Hyperfcfel,  so  schneiden  dieselben 
einander,  wie  bekannt,  unter  rechten  Winkeln,  und  es  hat  daher 
das  krummlinige  Viereck,  welches  von  zwei  solchen  Ellipsen  und 
zwei  solchen  Hyperbeln  begrenzt  wird,  die  Eigenschaft,  dass  die 
Winkel  desselben  rechte  sind.  Ausser  dieser  Eigenschaft  ist 
aber  noch  eine  zweite  zu  erwähnen,  welche,  wie  sich  leicht  zei- 
gen lässt,  jenem  Vierecke  zukömmt,  nämlich  die,  dass  die  beiden 
Diagonalen  desselben  einander  gleich  sind. 

Nimmt  man   nämlich  die   durch   die  beiden   Brennpunkte  ge- 
zogene Grade  zur   Axe  der  x,  die  Senkrechte  auf  dieser   Linie 
Ua  der  Mitte  zwischen   den  beiden  Brennpunkten  zur  Axe  der  y. 


KrßmmuHfßMiinien  auf  dem  EUipsoid  geöMeiem  Vierecke.     SOI 

and  bezeichnet  man  die  halbe  Entfernung  der  beiden  Brennpunkt» 
mit  «,  die  halben  grossen  Axen  der  beiden  Ellipsen  mit  a^  und 
<i29  die  halben  Hauptaxen  der  beiden  Hyperbeln  mit  6|  und  As> 
so  hat  man  filr  die  beiden  Ellipsen  die  Gleichungen: 


m 


(1^) 


a:« 

+ 

»* 

1, 

«1« 

a,«— c«- 

+ 

y*     _ 

1; 

»erb 

eil 

B  bat  mau 

di« 

— 

y"    _ 

1, 

X* 



y»     _ 

1. 

*8* 

e«-6a«~ 

(2») 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  von  dem  Eckpunkte  unseres 
Vierecks»  in  welchem  sich  die  beiden  Curven  (1^)  und  (1^)  schnei- 
den»  durch  Xi  ,  yi' ;  die  Coordinaten  des  Eckpunktes»  in  welchem 
sich  die  Curven  (1<>)  und  (*2^)  schneiden,  durch  a;^^',  yi";  ebenso 
die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  Curven  (2<>)  unfd  (1^) 
durch  a:^!}  y^  \  und  die  Coordinaten  von  dem  Durchschnittspunkte 
der  Curven  (2«)  und  (2*)  durch  Xi^' ,  y^'\  so  erhalten  wir  für  diese 
Coordinaten  vermittelst  der  vier  aufgestellten  Gleichungen: 

,.  n  -  ?l!l*i!      „  .,  _  («,»-e«)(e«-6,«) . 
^i     —      6*     '    ^^     ~"  "~e^   ' 

^1        —        gÄ        '     ^1        —    "  ^'2   "  ' 

ara*  — -~ä~"»   ^2  *  ^ ^2 ' 

Da  nun  die  Quadrate  von  den  beiden  Diagonalen  unseres  Vierecks 
ausgedruckt  werden  durch: 

und  durch 

(ar,  "-a:aOH(yi"-y.')'' = ^i "» t  J^t'Hyi"*  f y*'"-2(a:x  "..Ta'  f  y,  ".yaO ; 


' 
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so  ergiebt  sich  leicbt,  dass  die  beiden  Diagonalen  einander  gleich 
sind. 

Nach    den   obigen    Ausdriicken   für   Xi'»   ^i'»  ^i"t    etc.    ist 
nfimlicb : 

ai^.bi^  +  a^^.b^^  +  (at«-e')(c«-'&,')  -f  K'-e'K«!«-  6,«) 
=  ^ 

und  ebeoso 


und  da  ausserdem  offenbar 

ist,   80  folgt   allerdings,    dass    die    beiden    Diagonalen   einander 
gleich  sind. 

Dieser  für  die  in  der  Ebene  gebildeten  Vierecke  leicht  nach 
weisbare  Satz  lässt  nun  eine   interessante  Verallgemeinerung  zu, 
indem  sich  derselbe,  ebenso  wie  der  andere   did  Orthogonalität 
der  Seiten  betreffende,  auch  auf  ähnlich  gebildete  Vierecke  auf 
dem  Ellipsoid  ausdehnen  lässt. 

Beschreibt  man  nämlich  um  zwei  Nabelpunkte  des  EUipsoids, 
die  einander  nicht  diametral  gegenüberliegen,  solche  Curven,  dass 
die  Summe  oder  die  Differenz  der  kürzesten  Linien  auf  dem 
Ellipsoid  zwischen  den  beiden  Nabelpunkten  und  den  einzelnen 
Punkten  der  Curve  fortwährend  constant  bleibt,  so  erhält  man 
die  beiden  Reiben  der  Krümmungslinien  auf  dem  Ellipsoid,  so 
dass  also  die  eine  Reibe  der  Krümmungslinien  in  Bezug  auf  die 
beiden  Nabelpunkte  den  um  zwei  Brennpunkte  beschriebenen 
Ellipsen,  und  die  andere  Reihe  der  Krümmungslinien  den  um  die? 
selben  beiden  Brennpunkte  beschriebenen  Hyperbeln  in  der  Ebene 
entspricht.    Dass  dies  der  Fall  ist,  wollen  wir  erst  nachweisen. 


IMmmiuiiMUniem  auf  dem  Siäpsatd  geWdeim  Viereeäe,     sgs 


§.  2. 

Bezeichnen  wir  die  drei  Axen  eines  Ellipsoids  mit  a,  ö^  c 
(w\t  wollen  annehmen,  dass  a>6>c  ist),  so  ist  die  Gleicbang 
des  Ellipsoids»  auf  die  drei  Axen  desselben  bezogen : 

Um  aber  die  Gleichung  für  die  kürzeste  Linie  auf  dem  Ellip- 
soid  zu  bestimmen»  müssen  wir  ein  anderes  Coordinatensystem 
einfuhren»  indem  wir  die  Punkte  auf  dem  Ellipsoid  als  die  Durch« 
Schnittspunkte  des  ^Uipsoids  mit  je  zwei  confocateu  Flächen 
zweiten  Grades  ansehen.  Es  lassen  sich  nämlich,  wie  sich  leicht 
nachweisen  lässt»  indem  man  die  Werthe  von  u  aus  der  Gleichung 


j;2  y2  -,2 


fla 


-M  +  A«— u  +  c«— t«""' 


für  einen  beliebigen  Punkt  (x,  y,  z)  unseres  Ellipsoids  bestimmt» 
durch  jeden  Punkt  desselben  ausser  dem  Ellipsoid  selbst  zwei 
Flächen  zweiten  Grades  legen»  welche  mit  dem  gegebenen  Ellip- 
soid confocal  sind»  ein  einmantliges  und  ein  zweimantliges  Hyper- 
boloid» welche  ausgedruckt  werden  durch  die  Gleichungen: 

ar*  y^  z* 

(3")  ^jr^+^zi^+^zrji=^' 

(3»)  5^^  +  65--v+cS-^  =  »' 

worin  die  Grossen  fi  und  v  so  beschaffen  sind»  dass  die  eine 
von  ihnen  zwischen  c^  und  6^,  die  andere  zwischen  6*  und  a* 
liegt.  Nehmen  wir  an,  dass  fi  zwischen  c^  und  6^»  v  zwischen 
6^  und  a^  liege»  so  dass  die  Gleichung  (3<>)  das  einmantlige»  die 
Gleichung  (3^)  das  zweimantlige  Hyperboloid  ausdruckt:  so  er- 
halten wir  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  auf  dem 
Ellipsoid  durch  die  Verbindung  der  drei  Gleichungen  (3)»  (3«) 
und  (3^): 

g       a«(a«-fi)(ag-i;) 

^      &«(6«— ^)(v-&g) 

^      c»(|x— c«)(i;  — c») 
*  ""(o«— c«)(6«-.c«); 


SQi       Ptm0ema.n»:   Einige  Btmetkmngtm  iter  tUe  tarn  äat 


§.3. 

Auf  diese  Weise  habtfn  wir  nun  die  Punkte  des  Eliipsoids 
auf  zvrei  Coordinateu  fi  und  v  bezogen^  welche  die  ArgumeDte  der 
beiden  Reihen  von  confocalen  Flächen  zweiten  Grades  sind,  der 
einmantligen  und  der  zweiinantligen  Hyperboloide,  oder  auch, 
da  die  Durchschnitte  dieser  beiden  Reihen  von  Flächen  mit  dem 
Ellipsoidy  wie  zuerst  Dupin  gezeigt  hat,  die  beiden  Reihen  von 
Krdmmungslinien  auf  dem  Ellipsoid  bilden,  welche  die  Argumente 
der  beiden  Reihen  von  Krumraungslinien  sind.  Führen  wir  nun 
statt  der  Coordinaten  |x  und  v  zwei  Winkelcoordinaten  tp  nnd  tf> 
ein»  indem  wir  setzen: 

80  dass 

jiiss  A*. cos  1^*4- c^. sin ^^,    v=  a*.  cos 9* +  6*. sin 9* 

wird:  so  erhalten   wir,  indem  wir  diese  Werthe  von  |x  und  v  in 
die  Gleichung  (4)  substituiren: 


•   X  =  -7=-^==.-  sin  q>  V  a* — 6^.  cos 'e/;*—  c^ ,  sin  1/;*  > 
V  a^ — c^ 

(•^")     \  3^  =  6 . sini/; . cos <p , 

.     z  =     , costbV^a^.  cos  qy^-V-b^.  sin  op^ — c^. 

wo  q>  und  of;  wieder  die  Argumente  der  beiden  Reihen  von  Krum- 
mungsiinien  sind,  so  dass  einem  bestimmten  Werthe  von  g>  oder 
vielmehr  von  qy^  eine  Krümmunsj^slinie  der  einen  Reihe  und  einem 
bestimmten  Werthe  von  t/;^  eine  Krümmungslinie  der  anderen 
Reihe  entspricht«  Es  werden  nach  diesem  Coordinatensystem 
alle  auf  dem  EÜipsold    liegende   Punkte   umfasst  werden,   wenn 

man  13p von— ^  bis  +0,  ^  von  —  jt  bis  +ä  sicherstrecken  lässt. 


§.4. 

Für  die  kürzeste  Linie  auf  dem  Ellipsoid  hat  man  nun  (vgl. 
die  Abhandlung  von  Joachimsthal  über  die  kürzesten  Linien 
und   die  Krümmungslinien    auf    den    Flächen  zweiten   Grades  in 
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Grelles  Journal»  XXVI.  S.  ]58.)  in  Bezug  auf  die  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  der  x^  y,  z  die  Gleichung: 

„2   +  ^2   +  c« 

worin  C  die  willkShrliche  Constante  bezeichnet,  welche  dnreb 
die  Richtung  der  gedachten  Linie  in  einem  beliebigen  Punkte 
bestimmt  wird. 

,  r 

■  I 

Fähren  wir  in  dieser  Gleichung  statt  der  Coordinaten  x^  y,  z 
die  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Coordinaten  tp  und  ^ 
ein,  80  erhalten  wir  erstlich  vermittelst  der  Formein  (4^): 

a2ft2c2^f-^  + 1*  +  ^)  ^  ^"* •  ^®®  ^^+^* •  ®"°  ^*^(^* •  ^^"^  ^*+^*  •  **'"  **^  • 
ferner  ergiebt  sich  aus  den  Formeln  (4^)  durch  Differentiation: 

cio:  =     ^-    ■    -- 1 cos q>  V  rt* — 6^. cos i/;* — c* .  sin t/;*.  //qp 
V  ü^ — c* 

(6*  — c*)sin(p.sint/;.  cosil;     _ 

V^a*-62.cosi/;2  — c2.sini/;2    ^'' 

dy  =  —  6(sin9.sinif;.ff9  —  cos^.cosif;.^^'^), 

c         1    (ff*  — /i*)cosi/;.sin<p.cosg)  -^ 

V^a2_c«  /  V^fi*.dos9«  +  A^.sin^«— c* 

+  sin  1/;  V  a* . cos ^P'  +  6*. sin <p* — c^.dij^  |  j 
und  hieraus  erhält  man: 

dar«  +  cZy*  +  *«  =  I  (o«  —  6*J  cos  9« -K6*  -  c«;  sin  9«  I 

1  g* .  cos  (p^  +  b^.  sin  y^cfy«      (&* .  cos  »*  -f  c* .  sin  »*)cgt|;«  i . 
-^  |a«.cosg)2  +  62.sin9*— c2"*'a2— 6~2.cost(;^-c2.sint(;«l  ' 

'^  +  ^V^-  =  l(«^~6^cos<pn(6*-c«)sin9^: 

^  1  __  ^y^         . -    ^^  I 

^  Ja*.co«9a+A«.«in9«  — c«^o«— 6«.cogi|>*— c«.8io^«| ' 

00  dass  sich  für  die  kürzeste  Linie  auf  dem  EUipsoid  ans  der 
Gleichung  (5)  die  Gleichung  ergiebt: 
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(6) 
(a* .  cos  9* + 6*  ^  sin  gfl)(bK  cos  ^* + c* .  sin  ^ 

^  /o«.cos9«  +  6«.sin9«— c^'^'a«— A^.cosip«— c^.sinip«» 
-1.   •ft«  ^pKa^.cosy«f6g.siny»My«      (6«.co8i^*+c^.sintj;«)<£^«i 

_Ö»Ö  c  V  j^2^^g^a^^2.siuy2_c2  +  o2_^.C0»'^a  — c«.»iDt«l 

oder  auch  die  Gleichung: 

(6-) 
(a«.  cos  <p*  +  6« .  «in  <p«)(6* .  cos  tp«  +  c« .  sin  tf;« — aH^c^QeUp^ 


a* .  cos  «jp*  +  6^ .  sin  q>^ — c* 

(6^cos  ^g+c^sin  af;»)(a^  cos  y^  ^-  6^  sin  y«— o«6*c^C)d^i* 

o* — Ä* .  cos  i/;2  —  c«  8iu  1/;« 


=0. 


Durch  Integration  dieser  Gleichung  erbalten  wir  dann  endlich, 
indem  wir  mit  et  eine  willkürliche  Constante  bezeichnen,  als  Glei- 
chung der  kürzesten  Linie  auf  dem  £llipsoid: 


/ 


(7) 
Va® .  cos  y*  +  6* .  sin  y* .  dg) 


Va*.cos  yH62.  siny«— cÄ  v^^2;io8yHÄ*.siny2— a2^«c«C 

V^Ä« .  cos  t/;*-^  +  c* .  sin  t/;* .  rfif; 


V    Va«-6*. 


cost;;«-c2.sini/;a Va262c2C~62 .  cosiJ;«-ca  sini/;« ' 

in  welcher  Gleichung  auf  der  rechten  Seite  zwischen  den  beiden 
Integralen  offenbar  das  Zeichen  — ^  zu  nehmen  ist,  wenn  dq>  und 
dijf  dieselben  Vorzeichen  haben,  d.  h.  wenn  die  Werthe  von  q> 
und  1/;  für  die  in  Rede  stehende  Curve  zugleich  zu-  und  abneh- 
men, das  Zeichen  +  dagegen,  wenn  es  sich  mit  den  Werthen 
von  9  und  t(;  umgekehrt  verhält 


§.  5. 

Was  die  Rectification  der  kürzesten  Linie  auf  dem  EUipsoid 
betrifft,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Länge  des  Bogens  dieser 
Curve  mit  g  bezeichnen,  also  dx^  +  dy^-i-dz^=zds^  setzen,  aus 
der  Gleichung  (5)  mit  Rücksicht  auf  die  im  vorigen  Paragraphen 
Rir  die  in  jener  Gleichung  vorkommenden  Grössen  aufgestellten 
Formeln : 
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**=  Jift^{(a«-*«)co89>«+  (6«-  c«)8int«) 

X  (o« .  cos  9)«  +  6« .  sin  9>«)(6* .  cos  f« + c*.  sin  ^«) 

^  f  o«  cosyHft*-  sing)«— c»  ^  a«— 6«.  cos*«— i:*.8ioip« »  * 
woraus  sich  mit  Hfi^fe  der  Gleichung  (6)  ergiebt: 

d««=:{(o«— 6«)cos9>«+(6«  — c«)sint«} 

i  (g» .  cos  y«  +  &» .  sin  yg)<£y«      (&«.  cos tj;«  +  c«.  sin  *«)dt|i*  i  , 
•^  Ja«.cos9*+6«.sin9«— c*  "*"  o«—6a.cofii(;«-c«.sin*«|  ' 

hieraus  erhalten  wir  dann  leicht,  indem  wir  ?ermittellst  der  Giei* 
ehung  (6*)  d/^  durch  d^  ausdrücken: 

&  =  ±|a«— Ä«)cos9)«+(6*— c«)sinif;«) 
rf<p  Va* .  cos  g)*  +  Ä*.  sin  g>* 


X 


V  o«. cos 9«+ 6«. sin 9)«— c«  Vö* .  cos 9«  +  A« . sin fp'^-^aH'^c^C^ 


wo  die  rechte  Seite  mit  dem  Zeichen  +  zu  nehmen  ist,  wenn  dt 
und  dtp  dieselben  Vorzeichen  haben,  mit  dem  Zeichen  —  dage* 
gen,  wenn  die  Vorzeichen  von  cb  und  dfp  entgegengesetzt  sind; 
nimmt  man  den  Bogen  der  Cur?e  in  einer  solchen  Richtung,  das» 
mit  demselben  die  V^erthe  von  9  für  die  kürzeste  Linie  auf  dem 
Ellipsoid  grösser  werden,  so  kann  man  auch  das  Zeichen  —  ver- 
nachlässigen, und  man  erhält,  da 

(a«  —  6«)  cos  9«  +  (6«  -  c«)  sin  *• 
=  (a*.cos  9*  +  6*.sing)*)  —  (6*. cos**  +  c*.sin*^, 

und  in  ROcksicht  auf  die  Gleichung  (&>) 

rf  y  V  €?•  •  cos  g)^  +  6« .  sin  y^" 

Va«.cos9)«+A*.sin9«-^.Va2.cos9)2^.^2,si„y2_ß3^«^«g 

dilf^  b^.  cos  *«  +  c« .  sin  *« 


=  ± 


V  aa—6«.cos  *•—€«. sin*«V  o'A'c^C— 6«.  cos*«— c».  sin*« 


ist,  durch  Integration  der  fiSr  <2f  abgeleiteten  Gieichang: 


«  = 
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(8)  .  . 

dfpja^ .  cos  (p^  +  b^.  sin  (p^)l '_ 

V^a«xos^H6*sln9*^*V^5^co8^a+6«sin9)a--.a^*c2C 

/* dipjb^.  costfi^  +  c«,sinaf;g)l 

J    \rä^-ö*.  cost;;«-c2.  sint(;^ V^a^ft^c^C-Ä-".  costf;«— c«  sinof;*^ 

in  welcher  Gleichung  die  Integrale  zvrischen  den  gehörigen  Gren- 
zen zu  nehmen  sind,  die  durch  die  beiden  Enapunkte  der  in  Rede 
stehenden  Gnrve  bestimmt  werden.  Das  doppelte  Vorzeichen 
vor  dem  zweiten  Integral  entspricht  ganz  dem  zwiefachen  Zechen 
in  der  Gleichung  (I),  dessen  Bedeutung  wir  schon  im  Torigen 
Paragraphen  angegeben  haben.  *  Da  nach  unserer  Annahme  die 
ÜVerthe  von  g)  für  unsere  Curve  mit  dem  Bogen  derselben  imme^ 
wachsen,  so  wird  für  das  erste  Integral  der  Gleichung  (8)  die  an* 
tere  Grenze  einen  kleineren  Werth  haben  als  die  obere;  nehmen 
wir  damit  übereinstimmend  auch  beim  zweiten  Integral  den  kleine- 
ren Werth  von  if;  immer  zur.  unteren  Grenze,  so  können  wir  in 
der  Gleichung  (8)  das  untere  Vorzeichen  ganz  vernachlässigen. 


.    §-6- 

Was  die  Consfante  C  betrifft,  so  haben  wir  schon  bemerkt, 
dass  dieselbe  durch  die  Richtung  der  kürzesten  Linie  in  einem 
beliebigen  Punkte  bestimmt  wird;  es  lasst  sich  aber  die  Bedeu- 
tung derselben  noch  genauer  angeben.  Denken  wir  uns  nämlich 
durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  eine  Grade  gelegt,  welche, 
wenn  wir  die  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  Axen 
des  Ellipsoids  mit  ^,  rii'i  bezeichnen,  durch  die  Gleichung 

^:i^:f  ==/:m:n 

dargestellt  werde,    so  sind   offenbar  die  Coordinaten  der  Punkte, 
in  welchen  das  Ellipsoid  von  der  Graden  geschnitten  wird: 

A,i         JL^         4.? 
—  0  0  0 


wenn 


gesetzt  wird,  und  es  wird  daher  die  Länge  des  halben  von  der 
Graden  gebildeten  Durchmessers  ausgedruckt  durch: 
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Demnach  stellt  der  Ausdruck 

\h^  +  ^2  +  ^p.) 

die  Länge  des  halben  Durchmessers  vom  EUipsoid  dar,  dessen 
tlicbtung  der  Tangente  der  kürzesten  Linie  im  Punkte  (pc^  y»  ^. 
parallel  ist.  Bezeichnen  wir  daher  diesen  halben  Durchmesser 
mit  Dy  und  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  von  der  Tangen- 
tialebene des  EUipsoids  im  Punkte  [pCy  y^  2),  welche  durch  die 
Gleichung 

dargestellt  vrird,  mit  P^  so  haben  wir,  da  dann  nach  den  Elemen- 
ten der  analytischen  Geometrie 

p. \ 

ist,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (5): 


1 
(9)  P^m  = 


c: 


§.7. 

Unter  den  Nabelpunkten  einer  Fläche  versteht  man  nun  nach 
Monge  solche  Punkte,  in  welchen  die  Kt*ümmung  der  Fläche 
nach  allen  Richtungen  dieselbe  ist;  auf  dem  EUipsoid  giebt  es 
vier  solcher  Punkte,  deren  rechtwinklige  Coordinateo  in  Bezug 
auf  die  drei  Axen  des  EUipsoids  (vgl.  z.  B.  C.  F.  H.  Leroy,^ 
Analyse  appliqu^e  a  la  G^om^trie  des  trois  dimen- 
aions,  §.429.)  ausgedrückt  werden  durch: 

yfa^-c^      ^  -    V^ö«-c2 

und  welche  die  Eigenschaft  haben  ^  dass  für  sie  sich  die.  beiden 
Krümihungdinien  auf  eine  einzige,  nämliöh  auf  die  durch  die 
grüsste  und  kleinste  Axe  des  EUipsoids  gelegte  Ellipse  reduciren. 
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Es  lässt  sich  leicht  nachweisen  (vgL  Lefoy,  Anal.  appL  k  la 
G^oni.  des  trois  dim.  §.214),  dass  die  in  diesen  Nabelpunkten 
an  das  Ellipsoid  gelegten  Tangentialebenen  den  Kreisschnitten  des 
Ellipsoids  parallel  sind,  woraus  sich  mit  Rücksicht  auf  die  im 
vorigen  Paragraphen  aufgestellte  Gleichung  (9)  ergiebt,  dass  fSr 
alle  kfirzesten  Linien,  welche  durch  die  Nabelpunkte  gehen,  un- 
sere Constante  C  denselben  Werth  erhält. 

Was  die  im  Obigen  eingefiSbrted  Coordinaten  g>  und  ^  be- 
trifft, so  wird,  wie  sich  aus  den  in  §.3.  aufgestellten  Gleichungen 
(4^)  ergiebt,  fSr  die  beiden  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der 
ajf  liegenden  Nabelpunkte: 

-^  =  0,    9=-f-g    oder    i(;  =  0,    9  =  —  -s* 

und  fSr  die  beiden  auf  der  negativen  Seite  jener  Ebene  befind* 
liehen: 

^  =  ±jr,    g>=z+-^    oder    ilf=±ni,   g)  =  — -j^, 

WO  von  den  doppelten  Vorzeichen  für  ^  das  Zeichen   -f  ^r  dio 

auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  yz,  das  Zeichen  —  für 
die  auf  der  negativen  Seite  derselben  Ebene  liegenden  Nabel- 
punkte gilt. 

§.8. 

Denken  wir  uns  daher  die  kürzesten  Linien  durch  die  beiden 
Nabelpunkte  gehend,  welche  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene 
der  a^y  liegen,  so  müssen  wir  für  unsere  Integrale  in  der  Formel 
(8)  als  die  einen  Grenzen   in  Bezug  auf  einen   der  Nabelpunkte 

7t  TT 

9  =  +  o  und  -^  =  0  und  in  Bezug  auf  den  anderen  9  =  —  -^    und 

if;  =  0  nehmen.  Wir  erhalten  daher  für  die  Curven,  far  welche 
die  Summe  der  Entfernungen  der  einzelnen  Punkte  von  den  er- 
wähnten beiden  Nabeipunkten ,  auf  den  kürzesten  Linien  des 
Ellipsoids  gemessen,  constant  ist,  wenn  wir  diese  constante  Summe 
durch  S  und  die  in  der  Formel  (8)  nach  <p  und  if;  zu  integriren- 
den  Funktionen  resp.  durch  F  und  G  bezeichnen,  die  Gleichung: 


71 


Sr=j'^F.d<pTj*'^Gdn,-{-J*^Fdq,  Ty^G.dtp. 


7t  0  tp 

9 


Kf^ttamngiHnieiH' aHf  ä^U  Enipsotd  g'ebiidehn '  VUftehe,      401 

Die  beiden  Inte^ale  nach  t/;  werben ,  wie  man  aus  dem  zu  Ende 
von  §.  5.  Gesagten  leicht  ehisleht,  immer  dasselbe  Zeichen  erhal- 
ten,  und  zwar  das  Zeichen  — ,  wenn  die  obere  Grenze  i\)  zwischen 
0  und  TCy  das  Zeichen  •\-  dagegen,  wenn  dieselbe  zwischen  — n 
und  0  liegt,     lur  die  Integrale  nach  q>  ist  das  doppelte  Vorzei- 

eben  nicht  erforderlich ,  da  wir  tp  sich  nur  von  — -5  bis  -{--q    er- 
strecken lassen. 

Da  nun  nach  dem,  was  wir  im  vorigen  Paragraphen  für  die 
Constante  C  gezeigt  haben ,  die  nach  q>  und  ^  zu  integrirenden 
Functionen  in  den  Integralen  der  aufgestellten  Gleichung  diesel* 
ben  sind 9  so  können  wir  für  dieselbe  auch  schreiben: 


S^r^^  F.dq>Tf^  G.dij; 


n  o 

2 


oder: 


^  f^  G.dilf=i  \   r^^F.dg>^s\ 


lO  n 


f» 


Es  ergiebt  sich  demnach,  dass  f&r  die  in  Rede  stehenden  Cnt<- 
ven  das  Integral  ^  .    .a 

/*^    iJ^if;(6^.cosaf;»-hc^.sini(;g)l . 

~c/        V  a*-6».cosa/;«-c«.sini/5«  Vaa6«c«C-6«.cosif;«-c®.sinip» 

einen  cpnstantQP.Wertb^ibftlt,. was  nur  der  Fall  sein  kann»  ifean 
±^9  also  auch  of;^,  constant  ist.  Einem  constanten  .Wsefthe  von 
7^^  entspricht  aber  ein^  bestimmte  Krümmungsliqie ,  und  es  ist 
dalier  die  Linie',  welche  auf  dem  Ellipsoid  um  die  beiden  bezeich- 
neten Na1)elpunkte  auf  Shnliche  Weise  gebildet  wird,  wie  in'  der 
Ebene  die  Ellipse  um  ihre  beiden  Brennpunkte,  in  der  That  eine 
Krümmungslinie. 

Für,  die  Curve,  für  welche  die  Differenz  der  beiden  erwähnten 
Entfernungen,  auf  den  kürzesten  Linien  geraessen,  constant  ist» 
erhalten  wir  ferner,  wenn  wir  diese  constante  Differenz  durch  D 
bezeichnen,  die  Gleichung: 


D=z  r^ F.dgf-^  r    ^  F.d<p,     . 


oder  da      '       ' 

Theil  XXXIII.  27 
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Ti  ^ .  w 


/*^*  F.dtp  =/*^'  F.dip-T*  Fd<p 

y  n  K 

2  ä 


ist»  dfe   folgende: 


D^^r^^  F,dq>^P^^F,dq>, 


n  n 

Vrotur  ^'ir  auch  schreiben  Icunnen: 


r*  F.d<p=l  \r^^F.dq>+D\, 


7t  n 

2  ~« 


and  wir  kommen  daher  hier  auf  den  Schluss»   daes  das  Integral 
9  d(p  (a^ .  cos  (p^+b^.  sin  g>«)l 

—    I — ■-   _  .  -  .    ,  _  ■  I         riiB-|-  ■— 1 ■ 

n    V^fl2.cos9>2+6^sin^— c*  V^o«^. cos 9>*+ A^.sin (p^—aH^^ 
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einen  constanten  Werth  bekommt,  was  nur  der  Fall  sein  kann, 
wenn  (p  constant  ist;  und  da  einem  constanten  Werthe  von  g)  eine 
Krummungslinie  der  anderen  Reihe  entspricht^  so  haben  wir  hie- 
mit  für  die  beiden  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  x^  lie- 
genden Nabelpunkte  nachgewiesen,  dass  die  um  sie  nach  der 
Weise  der  Ellipsen  beschriebenen  Curven  die  Krummungslinien 
der  einen  Reihe  und  die  um  dieselben  nach  der  Weise  der  Hyper- 
beln beschriebenen  Curven  die  Kriimmungsiinien  der  anderen 
Reihe  sind. 

Ganz  auf  dasselbe  Resultat  wären  wir  gekommen,  wenn  wk 
statt  der  beiden  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  x^  liegen- 
den Nabelpunkte  die  beiden  auf  der  negativen  Seite  derselben 
befindlichen  genommen  hätten ;  denn  dann  hätten  wir  nur  als  dre  * 
eine  Grenze  der  Integrale  nach  t/;  statt  0  den  Werth  -|-  n  oder 
-^n  nehmen  müssen,  je  nachdem  ij;  zwischen  0  und  -t-n  oder 
zwischen  — n  und  0  Kegt. 

§.  9. 

Nehnien  wir  zwei  Nabelpunkte,  die  auf  derselben  Seite  der 
5^z-Ebene  liegen,  so  wird  die  Sache  umgekehrt.  Legen  wir  näm- 
lich  den   Zeichen  >$  und   D  wieder  dieselbe  Bedeutung  wie  im 
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vorigen  Paragraphen  bei,  so  erbalten  v/n  für  die  Curven,  welche 
um  die  beiden  auf  der  positiven  Seite  der  ^2 -Ebene  liegenden 
Nabelpunkte  nach  der  Weise  der  Ellipsen  beschrieben  sind,  fär 
positive  Werthe  von  if;  die  Gleichung: 

7t  K 

/"ä  p\b  />"a  pn 

F.dq)"!       G.d^+I      F.dfp^l      G.d^, 

9>  0  •        y  tff 

und  für  negative  Werthe  von  t^  die  folgende: 

(p  ^f  ^  -.71 

Da  nun  aber  fär  den  ersten  Fall 

/^  pn  pn' 

G.d^+I      G.dHf:=:l     G.dHf, 

und  für  den  zweiten 

i     G.d^i-  fG.d^—  ß       G.d^y 

und  ausserdem,  wie  man  aus  der  Beschaffenheit  der  Function  Cr 
leicht  ersieht« 


/n  Po 

G.d^=:J      G.dilf 

0  —TT 


ist,   so  erhalten  wir  sowohl  für  positive,   als  auch  für  negative 
Werthe  von  tf;  die  Gleichung: 


7t 


/>«  pn 

Szizll      F.dfp—I      G.df 


oder : 

7t 

9  0 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  io  Bezug  auf  die  in  Rede  stehenden 
beiden  Nabelpunkte  flElr  die  des  Ellipsen  entsprechenden  Curven 
(p  constant  wird. 

Ffir  die  dbtn  Hyferbehi  ewtsfNreciiendeB  Carv«»  erhAllwi  wir 
jeUt  flir  Wertike  T#n  »41  awischteO  ind  +n^ 

27* 
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D^^C^Gld'^  \f  ''Crft/;, 


0  ^ 

oder  da 


/»TT  P  n  p^ 


^     -  0 

ist : 


Dzsif'^G.di^-'lf^G.d^, 


0 

woraus  sich,  er^iebt: 

f"^  G.d'^=l  I  f^'G.df-'D^,  . 

0  0 

und  für  Werthe  von  '^  swischen   — -  9S  und  0  erhalten  wir  jetzt : 

^f  —TT 

oder  da 

G.dtlJ=zl       G.d^-J       G.d-il; 

ist : 

D=  r  ^  G.d^—2r  ^  G.dip, 

wofür   wir  auch   schreiben  können,    da 

/()  p  n 

G.d^=l       G,d^ 

—  TT  0 

und 

/»  o  py\t 

a.d^li^z—l       G.d^ 

ist: 

0  0 

Wir  komnien  daher  allerdings  auf  den  Schluss,  dass  in  Bezug 
auf  die  in  Rede  stehenden  beiden  Nabelpunkte  für  die  den  flyper* . 
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(leln  eotsprecbenden  Carven  ±^9  aiso  aacb  ^^»  oonsttnt  wird. 
Zu  demselben  Resultate  wären  wir  wieder  gekommen«  wenn  wir 
statt  der  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  yz  liegenden  Nabel- 
pnnkte  die  beiden  auf  der  negativen  Seite  derselben  befindlichen 
genommen  hätten»  denn  dann  hätten  wir  nur  für  die  einen  Grea- 

zen  der  Integrale  nach  g>  statt  -f  ^  den  Werth  —  «7  nehmen  müssen. 

Z  Ju  -^ 

Es  ist  somit  allgemein  nachgewiesen  >  dass  auch  für  zwei 
Nabelpunkte»  welche  auf  derselben  Seite  der  Ebene  der  yz  lie- 
gen, die  um  dieselben  nach  der  Weise  der  Kegelschnitte  beschrie* 
benen  Gurven  Krömmungslinien  sind»  und  zwar  die  nach  der 
Weise  der  Ellipsen  beschriebenen  solche»  welche  vorher  den  Hyper- 
beln entsprachen»  sowie  umgekehrt  die  nach  der  Weise  der  Hyper- 
beln beschriebenen  solche»  welche  fiir  die  auf  derselben  Seite  der 
cT^-Ebene  liegenden  Nabelpunkte  den  Ellipsen  analog  gebildet  waren. 


§.  10. 

Nachdem  wir  also  dargethan  haben»  dass  in  der  That  die 
Krummungslinien  des  Ellipsoids  gleichsam  Ellipsen  oder  Hyper- 
beln sind»  die  man  um  zwei  auf  derselben  Seite  der  xy-  oder  der 
^z- Ebene  liegende  Nabelpunkte  beschreibt»  wollen  wir  jetzt  un- 
tersuchen» ob  auch  den  von  diesen  Curven  gebildeten  Vierecken 
die  Eigenschaften  zukommen»  welche  wir  als  den  auf  ähnliche 
Weise  in  der  Ebene  gebildeten  krummlinigen  Vierecken  eigen-  / 
thümlich  erkannt  haben.  Die  Orthogonalität  findet  offenbar  auch 
hier  Statt,  denn  dass  die  beiden  Reihen  von  Krummungslinien 
sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden»  bildet  eben  eine  Grund- 
eigenschaft dieser  Curven. 

Was  die  Entfernungen  der  gegenüberstehenden  Eckpunkte 
betrifft»  so  können  wir  denselben  hier  sowohl  die  gerade  Linie» 
als  auch  die  kürzeste  Linie  auf  dem  Eiiipsoid  als  Maass  zu  Grunde 
legen»  und  wie  für  beide  Fälle  das  Verhältniss  jener  Entfernun- 
gen beschaffen  ist»  darauf  wollen  wir  nun  unser  Augenmerk  richten. 

§.  11. 

Betrachten  wir  zuerst  die  directen  Entfernungen  der  gegen- 
überstehenden Eckpunkte»  so  erglebt  sich  für  diese  leicht»  dass 
sie  einander  gleich  sind.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  Werthe 
von  g>,  welche  den  beiden  Krümmungslinien  der  einen  Reihe 
entsprechen,  mit  (pi  und  (p2f  und  die*  Werthe  von  '^j  welche  den 
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Mdei  KHIiiiinaiig>rmian  d«r  andewn  Rali6  •ntapreebeiif  mit  ^ 
wbA  ^7  feraer  die  reebtwinkligeB  Coordiaaten  de«  PanliteB,  in 
wdkhem  «ioli  di«  beiden  Krim\a«i«g«ttni0n  9>i  Qnd  ^  sclmeideo, 
lait  Wx*-,  tfi  i  %i%  dieselben  GrOeSeeu  in  Bezug  aaf  tpi  und  ^  mil 
Mi^f  gl" 9  ^'^9  in  Bezng  auf  qff^  uad  ^|  mk  s^%  y^'*  h'»  ^^  ®^^* 
lieb  in  Bezc^  anf  ^2  °^  ^a  ™^^  ^s"»  y%'^  H"*  *®  kommt  es 
darauf  an,  zu  untersuchen,  ob 

« (V -*«•)»  + (yi" -.Vi')»  +  d"  -  »«0* 

Nach  den  in  $.  3.  anter  (4")  angestellten  Formeln  ist  nun : 

a?i'  SS  •-====rsing)i  V  o* — 6*.co8 Vi*  —  c^.sin  Vi*» 
V  a* —  c* 

^i'  =  6. sin  ^1.  cos  91, 
.    xi'  s=  -7:====r=co« v*i  V  a*. cös^*  +  6*.sin rpi*  —  i^ ; 

jTj"  =  77===  sin flpi  V^rt* —  6*. cos  Va*^ c*. sin t(;a* > 
^^'  =6,sinv'2-c<^^7i» 


i/ 


cosv'aV^a^.cos^i^+Ä^.sin^^i* — c^i 


*'  -7^ 


d  -  — 

üc^*  =s  yi-j — =rr:6inyaV  a* — Ä*.cosi(;i*— c^.sin^i*» 

y^'  =6.sini);|  .COS92, 

1^'  =: =T:^co8t(;i  V"<e*.  co8<3Pa''+6*.8in<p2*"*«*' 

V  a*  —  c* 


x^'  =    ^   ^    —sin 9a  V  n* — 6« . cos i\f^^ — c* . sin i/;a*. 


^a''  =:  6 .  sin  i{;a  •  cos  9^2  > 


iJ*  =— ===cos'^aV^a*.cos^*+6*.sin9)a*— <^*' 


iMtmmmmfiifnien  mtf  4§em  ßUipsdid  ^MUkiem  Vierecke.      4(ft' 
und  avi  diesen  Formehi  ersieht  man,  dass 

ist    Es  bleibt  daher  nur  noch  übrig,   zu  untersuchen,   ob 

sei. 

Nach  den  für  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  unseres  Vier* 
ecks  aufgestellten  Formeln  ist  nun: 

+  6*.cosa),«.sintbi«  +  -~ — 5  cos^^i^Ca^.cosy,*  +  6*.sing»i«  — c«), 
und  da  ' 

a*.sin9i*~a*.c*.8in9i*.sint>;,*+fl*.c*.cos9)i*.cosi(;i*— c*.cosipi* 
=  a* .  sin  9i*  — •  a* .  c* .  sin  9?i*  +  a* .  c* .  cos  ^1*  —  c* .  cos  ^1* 
=  (o* — c«)  (a* .  sin  ^i*  +  c« .  cos  t/;i«)  , 

und  ferner 

r=6*(cos9)i*.sint{;|*— -sin^i^-cos^^*) 
=:  6*  (cos  9 1  *  —  cos  ^1«) 

ist^  so  erhalten  wir: 

a;i'*  +  yi'«  +  ii'*=a«.sin9)i*  +  6*(cos9i«~cosT/;,*)  +  c«.co8t}>,^; 

auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  aus  den  obigen  Formeln : 

a:i"*  +  yi"*  +  ::i"*  =  a*.sin9,«+  6«(co8g>i«— cost2*)  +  c*.co8^a*» 
oTa'*  +ya'*  +«»'*  =a*,sin9a^  +  6«(cos9,*— cos^i«)  +  c«,costi*, 
^a"*  +  »a"*  +  V*  =  o* .  sin  9a'  +  ^* (cps  q>J^  -  cos  ^j«)  +  c«.  cos^a* ; 

und  hiemit  ist  die  Richtigkeit  der  Gleichung 
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und  daher  auch  die  Gleichheit  der  direden  Eiitfernangeur  der 
gegenilberstehendeii  Eckpunkte  unseres  Vierecks  allerdings  dar- 
gethati. 

§.  Vi 

Betrachten  wir  nun  die  Entfernungen  der  gegenüberstehen- 
den Eckpunkte  unseres  Vierecks,  indem  wir  bei  dem  Abmessen 
•derselben  nicht  die  gerade  Linie,  sondern  die  kürzeste  Linie  auf 
dem  Ellipsoid  zu  Grunde  legen,  sö  werden  wir  auch  fiir  diesen 
Fall  nachweisen  können,  dass  jene  Entfernungen  einander  gleich  sind. 

Sind  wieder,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  ffi,  (p^'^  '*/^i »  ^2 
die  den  Seiten  unseres  Vierecks  entsprechenden  Werthe  von  (p 
und  1^,  so  haben  wir,  wenn  wir  den  Werth  der  Constanzen  C  für 
die  kürzeste  Linie,  die  durch  die  Punkte  ((pi,  if^i)  und  (92»  'V'a) 
geht,  mit  Q  bezeichnen,  für  die  Bestimmung  dieser  Constanten 
nach  der  in  §.  4.  für  die  kürzeste  Linie  auf  dem  Ellipsoid  aufge- 
stellten Gleichung  (Q^)  die  beiden  Gleichungen: 

(10«) 

a%H^Ci  --6^.cosi/iftg— c^.siny^t» 
«2^  cos  gji^  +  ^2.  sin  q>i^  —  ä^bH^Ci 

_  {b^.co&xp^^  -f  c^.sinv;lg)(a^.cosylg-^6^sinyl^--c^)c^V>^^ 
~(a«.cosg»i2V*2.sin9?i2)(a*--62.cosT/;i2--c2.sinv'i2)d[9i«' 

a^V^c^C^  —  b^.cos  y;/  —  c^ .  sin  ip.^^ 
rt2Tcos^^"62 .  sin  (p^^ — a^bH^Cx 

_  (6^ .  cos  '^^  \  c^ .  sin  t/;^^)  (q^ .  cos  q)^  +  6^ .  sin  ^^ — c^)  d^ . 
"""  (a^ .  cos  9)2«  +  b^ .  si  n  (p^^)  (a^  -  b^ .  cos  \\)^^  -  c^ .  si  n  t\>^)dq)^^ ' 

und  bezeichnen  wir  für  die  kürzeste  Linie,  welche  durch  di« 
Punkte  (9>i,'»^2)  ""^  d^^.^'^i)  S^ht,  den  Werth  der  Constauten  C 
mit  62,  so  haben  wir  für  die  Bestimmung  von  C^  nach  derselben 
Gleichung  (6«)  die  beiden  Gleichungen : 

(10^) 

a%^c^C^'-b'^,  cos-t);2^  ~  c^.  sin  ij>./ 
a^.cosg)!^  +A«.sing?i*^  — fl^^^c^q^ 

_  (6^.cosi/;2^  +  c^.sinip2^)(a^.cosyig  +  6^.siny^^-e^)^/7|;./ 
'"  (a*.  cos  g>i 2  +  62 .  si n  (pi «)  (a^  —  6«  cos  i/^a*  —  c^ .  sin  tf/a*)  c/g)i"-^ ' 

H^b'^c^C^  —  6^.  cos  i/;|^—  c^.sin  t/;^^ 
a^ .  cos  9^22  ^  ^2 .  gin  ^^^2  _  aH^c^C^ 

__  (/>2.cosi/;|2-t-  c^ ,  sin  1//! 2)  (q^ cos ^2^  +  ^^ ■  s'" ^2^  —  g^) ^^^1  ^ 
"'  (fi"2.cos  <p2*  f  6«.sin 92^) («2-  6«. cos  t/;,« -  c2.sinif;i)«r;()P22* 


tHImmut^HMeH  auf  dem  Eiiipsöid  yeöiideim  Vierecke,      409 

MnltiplidreD  wir  die  beiden  Gleichangen  (10*)  und  die  beiden 
Gieichnngen  (10^)  mit  einander,  so  werden  die  rechten  Seiten  der 
beiden  80  entstehenden  Gleichungen  identisch,  und  wir  erhalten 
durch  die  Combination  dieser  Gleichungen,  wenn  wir 

«*.cos9i2+62.sirt9)i*=<P, ,    o*.cosg?2^  +  6*.sin9a*=^sj, 
6*.eosif;ia+c*.sini(;,a=  ^^^    6«  cosi(;3^«+c«.sinif;jj«=^a 

setzen,  die  Gleichung: 


(a>,  -X,)  (4>,-  Jf,)  -  (*,  -  Aa)  «Z>t-  j:,) 


öder: 


(11)         (jir,-3y,)(jr,-5»i)(2ra-a>,)(Xa-«^ 

Diese  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  Xi  eine  quadratische,  und  sie 
wird  sich  daher  in  zwei  Gleichungen  vom  ersten  Grade  zerlegen 
lassen,  von  welchen  jede  einen  besonderen  Werth  für  Xi  liefert. 
Da  die  obige  Gleichung  durch  JlTi  =  ^2^  erfüllt  wird ,  so  wird  die 
eine  der  beiden  Gleichungen  ersten  Grades 

(11«)  jr, -Ara=o 

sein,  und  die  andere  erhält  man,  wenn  man  nach  Auflösung  der 
beiden  Producte  in  der  obigen  Gleichung  die  linke  Seite  dersel- 
ben durch  Xi  —  X^  dividirt.  Auf  diese  Weise  ersieht  sich  als  die 
zweite  der  beiden  Gleichungen,  in  welche  sich  die  obige  quadra* 
tische  zerlegen  lässt: 

(II»)  «I>,+a»a-?Fi-?<a)2r».Ji-(*i.(I>4-«Pi.3g(Jr,+^ 

+  <P, .  <I>,(9»i  +  «Fa)  -  3^, .  5»i((I>,  +  (P,)  =  0. 

Es  muss  also  das  Verhältniss  zwischen  Xi  und  X^  entweder  durch 
diese  Gleichung  oder  durch  die  andere 

Ai-Jra  =  0 

dargestellt  werden. 

Aus  den  Gleichungen  (i0<>)  und  (10^)  ist  nun  ersichtlich,  das« 
für  <Pa=: — q>i  und  tf^a^*"*^!  ^^^^  die  einfachen,  zur  ßestirooituig 
von   C]   und   C^  dienenden.  Gleicbungen   identisch  .werden,   da«9 
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M6  Mr  jene  Bemehimgeii  zwischen  iikn  Wertben  voo  9  vnd  i^ 
die  Conslante  C^=Cav   also  auch  JT^sAs  sein  nmss. 

Da  für  9>2  =  — <Pi  ^^^  ^a=^~^'<'i  ^"c'*  ^ij=^i  und  ?''a=  5*"^ 
wird,  so  verwandelt  sich  för  diese  Bedingung  die  Gleichung (11^), 
wenn  wir  den  gemeinschaftlichen  Werth  von  ^1  und  ^2  ™**^  ^ 
und  den  gemeinschaftlichen  Werth  von  ^^|  und  ^2  ™'^  ^  ^®' 
zeichnen,  in  die  folgende: 

2(<P-^)Jri.A2— (<!>«— ^«)(Ai  +  J2)  +  2<P^(<P—^=0, 

oder,  wenn  wir  diese  Gleichung  durch  (P — ^  dividiren,  in: 

2Ji:i.J^-(<P+«P)(Ai+jr2)  +  2<p.«F=0. 

Sollte  sich  ans  dieser  Gleichung  JT|  =  X^  ergeben ,  so  müsste, 
wenn  wir  dann  den  gemeinschaftlichen  Werth  a*6*c'C  von  o*6*c*Ci 
und  a^6^c^C2  oder  von  X^  und  X2,  mit  X  bezeichnen, 

2:¥«  -  2(a>  +  1^)  A  +  2<P .  «F  =  0 
oder       * 

sein.     Dd  wir  fQr  die  letztere  Gleichung  auch 

schreiben  können,  so  folgt,   dass  entweder 

A=a>    oder    X=i^, 
d.  h. 

o2ÄVC=a2. cos9^+ 6^. sin^*  oder  a^Ä^c^C^:^^ cos ij;2+c«. sin ^a 
sein  müsste. 

Wenn  wir  aber  einen  dieser  Werthe  für  a^b'^c^C  in  die  för 
die  kürzeste  Linie  aufgestellte  Gleichung  (6<>)  einsetzen,  so  ver- 
wandelt sich  dieselbe  in: 

rftf;  c=  0    oder    dq>  =  0, 
d.  h. 

i\>  =  Const.    oder  9  =  Const., 

woraus  hervorgeht,  dass  die  je  zwei  gegenüberstehende  Eckpunkte 
unseres  Vierecks  verbindenden  kürzesten  Linien  Krümmungslinien 
sein  müssten,  was  nicht  der  Fall  sein  kann,  da  die  in  Rede 
stehenden  kürzesten  Linien  Punkte  mit  einander  verbinden,  welche 
nicht  auf  denselben  Krümmungslinien  liegen. 


KnlmmiimgMlitüßn  auf  dem  EUipsoid  geöiideim  Vierecke,      4U 

Es  ist  bierau»  ersidiiiich»  A%km  die  Gletebuiig  <ll^)  das  ricbT 
tige  Verbältniss  avrischen  Xi  und  X^  nicht  angiebt,  and  es  miiss 
dasselbe  daher  durch  die  andere  Gleichung  (11^)  dargestellt  wer- 
den,  nach  welcher 

Xi  =  X^  9 
d.  b. 

also 

C,  =  C| 

ist. 


§.  13. 

Nachdem  wir  uns  so  davon  überzeugt  haben ,  dass  die  Con- 
stante  C  für  die  beiden  kürzesten  Linien»  die  durch  die  gegen* 
ufierstehenden  Eckpunkte  unseres  Vierecks  gehen,  denselben 
Werth  erhSit,  können  wir  leicht  nachweisen,  dass  die  Längen 
der  beiden  kürzesten  Linien  zwischen  jenen  Punkten  einander 
gleich   sind. 

Setzen  wir  nämlich  voraus,  dass  9>a>9i,  '^%>'*\fi  ist,  so  er« 
halten  wir  aus  der  in  §.  5.  aufgestellten  Gleichung  (8),  wenn  wir 
die  in  derselben  nach  tp  und  tf;  zu  inlegrirenden  Functionen,  weiche 
nach  dem,  was  wir  so  eben  fiSr  die  Werthe  der  Constanten  Q 
nachgewiesen  haben,  für  beide  kürzesten  Linien  dieselben  sind, 
wie  oben,  resp.  mit  Fund  G  bezeichnen,  für  die  Länge  der  Linie» 
zwischen  den  beiden  Punkten  (^i,  if;i)  und  (92»  ^2)  sowohl,  als 
auch  derjenigen  zwischen  den  beiden  Punkten  (91,  ^2)  und  (9^,  ^]) 
den  Ausdruck: 


y^*  F.rfy-/*"^'  G.d^, 


und  wir  haben  somit  die  Gleichheit  der  Entfernungen  der  ge- 
genüberstehenden Eckpunkte  unseres  Vierecks  nachgewiesen, 
sowohl  wenn  wir  die  gerade  Linie,  als  auch  wenn  wir  die  kür- 
zeste Linie  auf  dem  EUipsoid  bei  der  Abmessung  derselben  zu 
Grunde  legen. 

$.  14. 

Aus  dem,  was  wir  in  $.  12.  gezeigt  haben,  dass  die  Gonstante 
C  für  die  beiden  kürzesten  Linien,  welche  die  gegenüberstehen- 
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den  Eckpunkte  unseres  Vierecks  mit  einander  verbinden ,  den- 
selben Werth  erhält,  können  u*ir  noch  den  8atz  ableiten,  dass 
jene  kfirsesten  Linien  mit  den  KrOmmungsiinien ,  welche  durch 
ihren  Durchschnittspunkt  gehen,  gleiche  Winkel  bilden. 

Denken  wir  uns  nämlich  in  jenem  Durchschnittspunkte  eine 
Tangentialebene  an  das  Elüpsoid  construirt,  und  bezeichnen  die 
Entfernung  des  Ellipsoid- Mittelpunktes  von  dieser  Tangential- 
ebene,  wie  in  §.6.,  mit  P,  und  die  halben  Durchmesser  des  Ellip- 
soidsy  welche  den  Tangenten  an  den  beiden  in  Rede  stehenden 
kürzesten  Linien  in  ihrem  Durchscbnittspunkte  parallel  sind,  mit 
Dg  und  />2  9  so  haben  wir,  da  die  Constante  C  für  diese  beiden 
Linien  dieselbe  ist,  nach  der  in  §.  6.  aufgestellten  Gleichung  (9): 

Di^=-^    und  />a«=-^. 

Woraus  hervorgeht ,  dass,  />i  =  />.»  ist. 

Wenn  wir  uns  also  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  paral- 
lel mit  der.  erwähnten  Tangentialebene  eine  Ebene  gelegt  denken, 
so  werden  die  Durchmesser  der  durch  den  Durchschnitt  dieser 
Ebene  mit  dem  Ellipsoid  gebildeten  Ellipse,  welche  den  Tangen- 
ten unserer  beiden  kürzesten  Linien  in  ihrem  Durchschnittspunkte 
parallel  sind,  einander  gleich  sein. 

Wie  nun  ferner  Dupin  gezeigt  hat  (vergl.  die  Abhandlung 
von  Joachimsthal  in  Crelle's  Journal,  XXVI.,  S.  166.),  sind 
,die  Tangenten  zweier  sich  schneidender  Krümmungslinien  in  ihrem 
Durchschnittspunkte  den  Axen  der  Ellipse  parallel,  welche  durch 
das  Ellipsoid  und  die  durch  den  Mittelpunkt  desselben  parallel 
mit  der  Tangentialebene  in  dem  Durchschnittspunkte  der  Krüm- 
mungslinien gelegte  Ebene  gebildet  wird,  und  da  in  einer  Ellipse 
gleiche  Durchmesser  mit  den  beiden  Axen  gleiche  W'inkel  bilden, 
so  ist  die  Richtigkeit  des  von  uns  aufgestellten  Satzes  hiermit 
dargethan. 


Spifttr:  hUeprM d. Unear. M^ertHtialgMch, aßm^f^\-siA99*'\'By. 4i3 


Integration  der  linearen  Differentialgleichang 

Ton 
Herrn  Simon  Spiixer, 

Professor  an  der  Handels -Akademie  zu   Wien. 


Ich  habe  mich  mit  der  Integration   der  Gleichung 

schon  zu  wiederholten  Malen  beschäftigt.  (Archiv.  Band  XXVI  IL 
Seite  254.»  Band  XXX.  Seite  82.)  Die  Gleichung  (1)  ist  ein 
specieller  Fall  der  Gleichung  (2)  und  geht  aus  ihr  hervor«  wenn  man 

mssl — 2» 

setzt.  Da  ich  aber  bei  der  Integration  der  Gleichung  (2)  bloss 
positive  Werthe  von  tn-i-n  voraussetzte«  sa  will  Ich  hier  ieeigen^ 
dass  sich  trotzdem  die  Gleichung  (1)  auf  ähnliche  Weise  integri«: 
ren  lässt.  Folgt  man  genau  dem  Band  XXVIII.  Seite  254.  ange*^ 
zeigten  Weg«  so  erhält  man: 

woselbst  tii,  u^  Wurzeln  der  Gleichung 
sin^«  und  '^{^x)  ergibt  sich  aus,  . 
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und  es  ist  folglich: 


Ml  A»!  '*» 


unter  fi|,  fi2....fifi  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  fi«.=  l^  und  uo- 
ter  Ci ,  C3 . . . .  Cn  willkührliche  Constante  verstanden.  Man  hat 
daher : 

tt"+:J-*e»^»  [Ci  e"  5i  +  Cie""  Si +....+  de    «*]  du, 
und  al$ .  Gleic^ung^  zur  Bestimmung  der  Integrationsgrenzei)  t 


1  i". 


-.fü.  ^   ^^ 


n 


Damit  man  aus  dieser  letzten  Gleichung  schickliche  Grenzwerthe 
erhält,  wollen  wir  statt  u  eine  neue  Variable  v  in  Rechnung  ein- 
fuhren mittelst  der  Substitution 

1 

V 

alsdann  hat  man:  ^ 

/»,  Ä  I_  Ml»  f^tf  ^n^ 

t>"""'"Ze«^[Cie~ir  +  C8e'"  «  +....  +  Cn6"  «]rfr 


»1 


und  als  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Grenzen: 

t?^"-"-;?  e»^a;»-i[Ci  e"'~+  C2e~"F  +  .. ..  +  C„  e"  ir]=0. 

Setzt  man  voraus,  dass  A  negativ,  1-^n — -j  aber  positiv  ist, 

so  hat  man  v=0  und  v  =:  oo  als  Wurzeln  der  eben  hingestellten 
Gleichung,  und  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  (])  ist 
alsdann : 

/»  1    —  Ml»  M«»  ^n^ 


o 


So  hat  man  z.  B.,    falls  ^=-^1,   B=n  ist,  die  Gleichung: 

welche  das  Integral  hat: 

e    nA\Cie     X  -^-C^e^  x   +....  + Cie    iTJdti. 

o 
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Note  bezüglich  eines  zwischen  DifferenzoDgleichijiiigca 
und  Diflferenti^leichungen  stattfindenden  Reciprocitäts- 

gesetzes. 


Von 
Herrn  Simon  Spitzer^ 

Professor  an  der  Handels* Akademie  zn   Wien. 


\ 


Nachdem  mir  die  Summation  einiger  unendlichen  Kettenbrflche 
gelungen  w&t,  strebte  ich  natürlich  dahin  ^  noch  mehrere  andere 
Kettenbrfiche,  namentlich  den  folgenden: 


(I) 


i|)(a;)  =  x*  + 


(«+1)«  + 


zur  Summation  zu  bringen«  und  obwohl  mir  dieses  bisher  nicht 
gelang«  bin  ich  doch  hierbei  zu  einem  sehr  beachtenswertheo 
"(Satze  gelangt,  den  mltzutfaeilen  Ich  mir  hier  erlaube. 


Aö8.(l)  folgt: 


und  setzt  man 


folglich 


1'  .  ; 


80  kommt  man  zu  der  Differenzengleichong 

(2)  fXa?  +  2)+a:afT(a?  +  l)  — F(ar)=0, 

welche  nun  aufzulösen  ist. 

Man  hat  9  meine  Methode  zur  Auflosung  von  Differenzenglei- 
chungen einschlagend,  für  F{x)  zu  setzen  einen  Ausdruck  yon 
folgender  Form: 


lind  erhält  dann,  unter  Voraussetzung  von  il==0,  zur  Bestimmung 
von  f{r)  die  Differentialgleichung 

(3)  r«nr)  +  (r  + 1)/»  -  f(r)  =  0, 

welche  in  geschlossener  Form  zu  integriren  mir  bisher  nicht  ge- 
lang. Ich  werde  nun  versuchen,  diese  Differentialgleichung  (3) 
mit  Hülfe  unendlicher  Reihen  zu  integriren,  und  setze  zu  dem 
Behufe  f(r)  in  folgender  Form  voraus: 

unter  Aq,  A^  A^,  A^,  A^....  constante  Zahlen  verstanden.  Ans 
(4)  folgt: 

/'"(r)  =  1 .2.3^3  +  2.3.4J4r  +  3A.6A^r^+  ....; 
somit  ist,   diess  in  (3)  substituirend : 

(1.2Ja-A)  f  (2.3^3+  1. 2Ja-A)r 

+  (3.4^4  +  22.3^3—^2)»-* 
+  (4.5^5  +  3*. 4^4-^3)r3 

+  (5.6^6 +  4^5^5-^4)r4+....=0, 

und  damit  diese  Gleichung  stattfinde,  müssen  die  einzelnen  Coef- 
ficienten  der  Potenzen  von  r,  und  zwar  jeder  fiir  sich,  verschwin- 
den, d.  h.  es  muss  sein: 

2A2  =  Aq  , 

2.3^3+1.2^2=^1, 
3.4^4  +  2^.3^3  =:^a, 
4.5^5 +3«. 4^4=^3, 

5.6^5 +  4«.5^5  =  4i. 
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und  allgemein : 

(n  +  l)(n+2)-4„+a+n«(n+  l)An^i  =  An. 
Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

^2  —   2  ' 
aus  der  zweiten : 

"^'-T  """6  ' 
aus  der  dritten: 

.  Ai   .  5Ao 

-44=  — -g-  +"24    "•  s-  ^-^ 

und  aus  der  allgemeinen  Gleichung 

(n  +  l)(n+2)^„+24-na(n  +  l)i<n+i  =  An 
folgt,  wenn  man 


somit 


setzt : 


_<p(n+l)  _y(n  +  2) 


(p{n  +  2)  +  nV(«  + 1)— 9(«)  =  0. 


Allein  diess  ist  genau  die  Gleichung  (2),  von  der  wir  ausgingen» 
somit  sieht  man,  dass  man  hehufs  der  Integration  der  Differen- 
zengleichung 

(2)  F(a;  +  2)  +  a:«F(a:  +  l)-F(ar)=0 
das  Integral  der  Differentialgleichung 

(3)  rV»  +  (r  +  l)r(r)  -f(r)  =  0 

bedarf,  und  umgekehrt  bedarf  man,  behufs  der  Integration  der 
Differentialgleichung  (3),  das  Integral  der  Differenzeugleichung  (2). 

Die  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3)  hängen  daher  auf  eine 
merkwürdige  reciproke  Weise  von  einander  ab,  und  dürften  einer 
genauem  Untersuchung  würdig  befunden  werden. 
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Note  aber  anendliche  Kettenbrücbe, 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

Professor  na  4er  Haadels -  Akademie  so  Wien. 


Im  ersten  Supplementbande  zu   KlCigel's  matheroa 
;hem  W5rterbuebe  Seite  555.  ist  fiSr  den  Kettenbrucb 


tiscbem 


t^(ar)=: 


x-t- 


X  "j*  tL  "i"  •  •  •  • 

folgender  Werth  gegeben: 

r         1             r" 
VW  = j ;ä 

der  auch  nachstehende  Schreibweise  gestattet: 

(x  - 1)!  +  ira  +  äl  (a:  +  1)!  +  "• 
Da  nun 


o 


iL. 

4I4I  +  -  •• 


(siehe:    LacToix,  Trait^  du  eaUui  diff^rentiel  etc.,  3.  Bd., 
S.  559.)  ist,   so  bat  ißian : 


apU»*^:  Not»  MertnumOUeätMttttnMItte.  ^% 

V(«)=r.g;zr     ** 


Bi^iLf  *'^""'" '^"] 


0 

somit 

,  I  j 1[^ o 

a?+l+  —  —      gar  ir     /*Ä  -|  • 

^  +  2  +  ^^13^::;;::        ^IJ      i^rc^d^j 

o 


leb  werde  nao  deo  unendlichen  Kettenbrach 

2fli 


V.(^)  =2«:  +  1  +  2m_ 

2^  +  3  + ^ 

in  geschlossener  Form  zu  bestimmen  suchen.    Es  ist 

und  wenn   man 

setzt 9  so  kommt  man  zu  der  DMerenzengleicbung 
Setzt  man  hierein 

80  erhält  man  zur  Bestimmung  von  ^(r)  folgende  DiJBerentialgleichung: 

(2r+2m-2Jl)y'(r)  +  9>'fr)-9(r)«=0, 
die  för  m  =  iL  sich  vereinfacht,  und  zum  Integrale  bat : 

folglich  ist: 

98* 
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lind  somit: 


\Si^^iC^e+ir^r+Ce-V2r^ 


m 


Nun  lässt  sich  weiter  leicht  zeigen ,  dass  Ci  =  C^  ist;  man 
erhält  daher,  wenn  man  der  Einfachheit  halber  m  durch  r  ersetzt» 
folgende  merkwürdige  Formel: 

2*+l  +  -r ^^ ^Äe+^  +  e-^] 

2a: +  3+ äi =  ^533 . 

woraus  man  sieht»  auf  welche  eigenthümliche  Weise  r  und  auf 
welche  eigenthfimlicbe  Weise  o?  in  die  Summe  eintreten. 


XXIV. 

Zur  Lehre  vom  Dreieck. 


Von 


Herrn  Franz   Unferdingery 

Lehrer   der   Mathematik    in    der  k.  k.    österreichischen   Kriegs -Marine, 
eingeschifft  auf  Sr.  Maj.  Propeller -Fregatte  Donau. 


1)  Indem  wir  voraussetzen,  dass  der  Mittelpunkt  O  (Taf.  II. 
Fig.  2.)  des  dem  Dreieck  ABC  umschriebenen  Kreises  inner- 
halb des  Dreieckes  liege,  fallen  wir  von  ihm  aus  auf  die  drei 
Seiten  des  Dreieckes  ABC  die  Senkrechten  OD,  OE,  OF,  con- 
struiren  das  Dreieck  DEF  und  verbinden  O  mit  den  drei  Ecken 
Ay  B^  C  durch  die  Geraden  OA,  OB,  OC.  Nach  den  Lehren 
der  Elementar -Geometrie  sind  alsdann  die  Seiten  des  Dreieckes 
DEF  halb  so  gross,   als  die  Seiten   des  Dreieckes  ABC,    und 
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zwar  ist,  wenn  wir  diese  letzteren,  wie  gewöhnlich  mtl  a,  b,  c 
bezeichnen,  EFz=z\a,  DF=:\b,  DE=\c.  Ferner, entstehen  auf 
diese  Art  drei  Vierecke  AEFO,  BDFO,  CDEO,  welche  die 
für  uns  besonders  wichtige  Eigenschaft  haben,  dass  sich  densel- 
ben Kreise  umschreiben  lassen ,  welcher  Umstand  die  Anwendung 
des  Ptolemäischen  Satzes:  „Das  Rechteck  aus  den  IHagonalen 
eines  im  Kreise  beschriebenen  Viereckes  ist  gleich  der  Summe 
der  Rechtecke  aus  den  gegenüberliegenden  Seiten  ^^  gestattet.  In 
der  That  folgt,  wenn  man  OD=pi,  0E=:p2,  OF=:p^  und  den 
Radius  des  umschriebenen  Kreises  gleich  r  setzt: 

ar:=bp^-i-€p2, 

(1)  br=icpi+ap9, 

cr=:ap2+bpi. 

Werden  diese  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  addirt,  und  je  zwe 
addirt,  die  dritte  davon  subtrahirt,  so  erhält  man  folgende  vier 
Gleichungen : 

(a  +  6  +  c)r=zpi  (b  +  c)  +pa(«  +  c)  +  Pz(a  +  b), 

(6  +  c  — a)r=/i,  (6  +  c)  +  /ia(a--c)+p3j(a  — 6), 

(a) 

(a  +  c— 6)r=/>i(6— c)  +  /?2(a  +  c)+/>8(6  — a), 

(a  +  6— c)r=/>i  (c—b)  +p^(C'-a)  +P3(a  +  b). 

Bezeichnet  man  mit  den  Buchstaben  /l^  ^,  Qi,  q^,  (is  den  Flä- 
ehenraura  des  Dreieckes  ABC,  den  Radius  des  demselben  ein- 
geschriebenen Kreises  und  die  Radien  der  drei  äusseren  Berüh- 
rungskreise, welche  beziehungsweise  den  Seiten  a,  b,c  gegenüber 
liegen,  so  ist  (s.  Archiv  Tbl.  XXVII.  p.328.): 

(2) 

2z^  =  (a-fc — 6)^, 

2z^=(a  +  6  — c)^3; 

femer  ist  aber  auch,  wie  aus  dem  Anblick  der  Figur  unmittelbar 
hervorgeht,  2J=i  api  4-  bp2  +  cp^ ,  mithin : 

—  api  —bp^—cp^  +  (*  +  c— «)  ^1  =  0, 

—  api  —  6/?2— '<^P3  +  (ö  +  c— 6)^  =  0, 
--api'-bp2-'Cp^  +  (ai'b—c)QQ=0; 
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'^liiid  tirenti  nrnn  hielte  vier  Glelcbungeii  izu  jeiien  (a)  cl«f  Rethe 
«ach  addirt 'Und  bemerkt,   dass  alsdann  beide  Theile  derisdiMtt 
,  ^ie'Factoren 

a  +  6  +  c, 
6.  +  c  -^  a, 

gemeinschafUich  haben,  durch  welche  man  also  abkürzen  kann, 
80  erhält  man  die  vier  EteUtionan : 

»•=     Pi+;'2  +  P3  — ^» 

»•=— JPi  +Pa  -  Pa  +  ^* 
»•=— Pi— Pa  +  Ps  +  ^s; 


oder 


(3) 


P%  +  Ps  — Pi  =  ^1  — *•> 

Pi  +  Ps  — Pa  =^a  — »• » 
Pi  +Pa— ^8=^8— r; 


welche  in  die  gewuhnli<ihe  Wortsprache  übersetzt  folgenden  Lehr- 
satz geben: 

Liegt  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises 
innerhalb  des  Dreieckes,  so  ist  die  Summe  der  aus  die- 
sem Mittelpunkt  auf  die  Seiten  gefällten  Perpendikel 
der  Summe  der  Radien  des  eingeschriebenen  und  um- 
schriebenen Kreises  gleich.  —  Die  Summe  zweier  Per- 
pendikel vermindert  um  das  dritte  ist  gleich  dem  Ra- 
dius des  dem  subtractiven  Perpendikel  gegenüber 
liegenden  äusseren  Berührungskreises  weniger  dem 
-Radius  des  iim:schriebenen   Kreis'es. 

Werden  die  drei  letzten  Gleichungen  in  (3)  addirt,  so  erhält 
man  mit  Rücksicht  auf  die  erste  derselben: 

Pi+Pa+P8  =  ^+Pa  +  P3  — 3r=^  +  r 
oder 

(4)  Pi +^  +  ^3  — 9  =  4r. 
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Weoii-  man  die  drei  letdenr  Gieiehvngeo  den  Systeme:  (8)  dü 
Beibe  eaeli  zur  ereten  addirt,  eo  folgt: 

und  wenn  ^lan  diese  Gleichungen  addirt: 

^(Pi  +P2  +P3)  =  Ql  +  Q2  +  Q3+^l 

werden  endlich  die  vorhergehenden  drei  Gleichungen  mit  2  niulti- 
pHcirt  Qiid  von  der  letzten  subtrahirt,  so  efgibtf  siek  mit  Leiieh<^ 
figkeit : 

^Pl  =  ?  +  ?2  +QB^Qlf 

(5)  4jöÄ  =  ^  +  ?i+es  — pa» 

^P3  =  Q  +  Qi  +^a— ^8- 

2)  Wir  wollen  nun  voraussetzen,  der  Mittelpunkt  O  (Taf.  II. 
Fig.  3.)  des  dem  Dreieck  ^iBC  umschriebenen  Kreises  liege  aus- 
serhalb desselben  und  der  Seite  BC  gegenüber.  Fällen  wir 
wieder  von  O  aus  auf  die  drei  Seiten  die  Perpendikel  ODy  OE, 
OFy  construiren  das  Dreieck /)£F  und  verbinden  O  mit  den  drei 
Ecken  des  Dreieckes  ABC  durch  die  Geraden  OA^  OB,  OC, 
60  ist  nach  wie  vor  EF=:\ay  DF=lb,  DE=:{c,  und  es  ent- 
stehen drei  Vierecke  AEFO,  BDFO,  CDEO,  um  welche  eben- 
falls Kreise  beschrieben  werden  können,  so  dass  sich  auch  auf 
sie  der  Satz  des  Ptolemäus  anwenden  lässt:  aber  diese  Anwen- 
dung fuhrt,  wenn  wir  0/)=^j9|,  OE^=^p2»  OF=p^  setzen,  jetzt 
zu  folgenden  Relationen : 

ar  =  cp^-i-bp^f 

(6)  br  =ap^—cpi, 

er  s=2  ap^  —  bpi» 

Werden  diese  drei  Gleichungen  addirt  und  dann  auch  je  zwei 
addirt,  die  dritte  davon  subtrahirt,  so  erhält  man  leicht  folgende 
vier  Gleichungen: 


(b) 


{a  +  6  +  c)r=~pi  (b  +  c)+p2(a+c)i^p^(a^b), 
(b  +  c— a)r=-/>|  (b  +  e)i-p^(a-c)  +p%ia-  6), 
(a+c  — 6)r=  pi(c— 6)+;i2(a  +  c)+/?3(6~a), 
(a  +  ft-c)r=    pi(6-c)+;>«(4?-tf)+;?3(«  +  6). 
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Da  aus  der  Figur  unmittelbar  ekdeuchtet,  das«  die  Grueae 
—  opi  +6/ia  +  c/98  den  doppelten  Flächenraum  dea  Dreiecka  ABC 
vorstellt»  so  hat  mau  mit  Rücksicht  auf  früher  Gesagtes  auch  fol- 
gende vier  identische  Gleichungen: 

—  a/?i  +  *Pa  +  q»3— {«  +  *+c)^  =0, 
api  — 6jöt  —  cps  +  (6  +  c  — a)^i=0, 

api— 6p2— c/^  +  («  +  c  — *)?2=0,    • 

«Pi""*^2— q»3 +  («  +  *— c)^8=0; 

und  wenn  man  diese  zu  den  vier  vorgehenden  Gleichungen  der 
Ordnung  nach  addirt  und  die  gleichartigen  Glieder  vereinigt»  so 
zeigt  sich  bald»  dass  beiden  Theilen  die  Factoren: 

a  +  6  +  c, 
b  -{-c^^a, 
a  +  c  — 6, 

der  Reihe  nach  gemeinschaftlich  sind»  durch  welche  abgekürzt 
man  zu  folgenden  vier  Gleichungen  geführt  wird: 

»•=— /^i+Z^a+Z^a  — ^> 

»•=     /?i  —  j»a  +  P3  +  ^ 

oder  " 

Vi  +;>a+P3  =  ?i— ^> 

Pi+/?3— P2=^  —Qz* 
Ih  +  P^—Ps  —  r  —^2; 

welche  Gleichungen  folgenden  Lehrsatz  aussprechen: 

Liegt  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises 
ausser  dem  Dreieck»  so  ist  die  Summe  der  aus  diesem 
Mittelpunkt  auf  die  Seiten  gefällten  Perpendikel  gleich 
dem  Radius  desjenigen  äusseren  Berührungskreises^ 
dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkt  des  umschrie- 
benen Kreises  derselben  Seite  gegenüberliegt»   wenl- 


(7) 
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ger  dem  Radtas  des  umschriebenen  Kreises.  —  Die 
Summe  de>  zwei  anliegenden  Perpendikel  weniger 
dem  dritten  oder  mittleren  ist  gleich  der  Summe  der 
Radien  des  eingeschriebenen  und  umschriebenen  Krei- 
ses. —  Die  Summe  des  mittleren  und  des  ersten  an- 
liegenden Perpendikels  weniger  dem  zweiten  ist  gleich 
dem  Radius  des  umschriebenen  Kreises  weniger  dem 
Radius  des  ersten  anliegenden  Berührungskreises '^). 

Werden  die  letzten  drei  Gleichungen  addirt,  und  berücksich- 
tigt man  die  erste  dabei ,  so  zeigt  sich: 

woraus  folgt: 

da  diese  Relation  mit  jener  (4)  identisch  ist,  so  gilt  In  voller  All- 
gemeinheit folgender  Lehrsatz: 

In  jedem  Dreieck  ist  die  Summe  der  Radien  der 
drei  äusseren  Berührungskreise  weniger  dem  Radius 
des  eingeschriebenen  Kreises  dem  vierfachen  Radius 
des  umschriebenen  Kreises  gleich. 

Addirt  man  die  drei  letzten  Gleichungen  in  (7)  der  Reihe  nach 
zur  ersten,  so  folgt: 

aus  deren  Vereinigung  sich 

ergibt.  Werden  diese  Gleichungen  nun  mit  2  multiplicirt  und  der 
Reihe  nach  von  der  letzten  subtrahirt,  so  erhält  man: 

4Pi  =^i""^— ^  — ^» 
(8)  4pa  =  ^i  +  ^  +^  — ^2> 

4p8  =  ^i  +  ^  +^i— es; 


*)  Der  in  La  Fr^moire's  Sammlung  Ton  Lehrsätzen  und 
Aufgaben,  herausgegeben  Ton  Dr.  C.  G.  Beuschle,  p.  81.  auf- 
geführte Lehrsatz  gilt  also  nicht  für  jedes  Dreieck,  sondern  nur  dann, 
wenn  der  Mittelpunkt  des  umsehriebenen  Kreises  innerhalb  des  Dreiecks 
fällt,  für  welchen  Fall  er  auch  dort  nur  bewiesen  ist» 


*^   ■', 


miiß^i^ 


^  Die  ritlrlwft  (4  ftat  äUk  mmk  UUHt 


V  ß 
—  i.4  • 


1»    ,     .(ii-HJfa-NiJfatefft}     .^       fcfcfc 

«dehe  Idb  fai  Archiv  TfcL  XZDL  f.  434.  fctHJBMi 
iiÜMi,  ibaa  rie  gebea  anrfttrflMr: 

I 


(HB  H  +  S+S 

9      A       ti      A 


{»t 


^=..^+«(j4)+-a-s)+-G-s> 


nlthiii 

(4)  4r  =  ^i  +  ^  +  e8  — ^ 

Aus  der  zweiten  der  Gleichangen  (9)  folgf  auch  : 

oder,  weil 

ist: 

(11)  ih(^  +  QiQ9  +  Q%Q9^\l(^  +  b  +  e)\^f 

-i.  h.   dte  SvBime  der   Reebtecke  an»  den  Badieo   des 
ersten  und  zweiten,   des  ereten  tfn^  dritte»  and  zwei- 


"« 
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teo  and  dritten  äusseren  Berfilirungskreises  eines 
jeden  Dreieckes  ist  gleich  d«m  über  dem  halben  l}ni- 
fang  desselben  errichteten  Quadrat. 

4)  Bezeichnet  man  mit  ds  di,  d^,  d^  die  Entfernungen  des 
Mittelpunktes  des  einem  Dreieck  umschriebenen  Kreises  von  den 
Mittelpunkten  der  vier  BerührangMireise  desselben«  so  ist  be- 
kanntlich : 


(12) 


d^  =r«— 2r^, 
d3«=r»  +  2r()8. 


woraus  folgt: 


^i  =— 2r~' 

da*— r« 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt  und  darauf  Rucksicht 
nimmt,  dass  nach  dem  oben  Bewiesenen 

(4)  Qi+Q2+Qb-9=^^ 

ist»  so  zeigt  sich : 

4r  =  2;  (<P  +  di«+da«  +  i?B*)-2r 

oder 

(13)  I2r«  =  rf«+i?i«+da«+d8*, 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Distanzen  des  Mit- 
telpunktes des  umschriebenen  Kreises  von  den  Mittel- 
punkten der  vier  Berfihrungskreise  eines  Dreieckes 
ist  gleich  dem  zwulffachen  Quadrat  Aber  dem  Radius 
des  umschriebenen  Kreises. 

Setzt  man  ferner  die  eben  fflr  Q,  QifiHi$  Qn  gefundenen  Werthe 
In  die  oft  benutzte  Gleiehong 
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(10)  *-  =  i  +  l+i^ 

9       Ol       Qi       9* 
und  bringt  sie  auf  Null,  so  erhSit  man  nach  Division  mit  2r: 

1  1  1 1        _ 

^^=75  +  «ii«  -  r»  ^  rfj»— r«  +  di»  -  r«  ~  " 


oder 


—  1M.«+  12r«_19*«»a+  i9,a_i2J  «— "» 


12t»— J2d»^  12r»— 12rfi«^  12r«-l2«iaa^  12r»— 12^8» 

oder,  weil  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (13) 

12ra— 12da  =d,a  +  rf2»+«4«— lld«, 
12ra-12dia=rf«  +da*+rf8*-lK'. 
12r«— 12rfa2  =  rf«  +di»+d8*-ll<^*. 

12r»— 12<^»=:rf»  +«?i»+da»-lli^« 
Ist: 

1 1 

^    '      rfi«  +  rf8«  +  rfs2— lld«  +  d«  +  da*  +  rf»'— IWi» 

+  dä^+^i'+ds^-llrfa*  "•■  <i*  +  di»+««a*-ll^~"' 

und  dieses  ist  die  Bedingungsgleichung,    durch  welche  die 
vier  Distanzen  d,  di,  d^,  d^  mit  einander  verbunden  sind. 
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Einfache  Begründung  der  ebenen  Trigonometrie. 


Von 


Herrn  Franz  Unf erdinger ^ 

Lehrer  der  Mathematik   in   der   k.  k.    österreichischen  Kriegs -Marine» 
eingeschifft  aaf  Sr.  Maj.  Propeller -Fregatte  Donau» 


Die  Lehre  vom  rechtwinkeligen  Dreieck  (welche  aus  den  ersten 
Begriffen  der  Goniometrie  ohnebin  hervorgeht)  als  bekannt  voraus- 
gesetzt, sei  ABC  (Taf.  IL  Fig.  4.)  das  zu  betrachtende  Dreieck, 
dessen  Seiten  wie  gewohnlich  durch  a,  b,  c  bezeichnet  werden 
mögen.  Wir .  verlängern  beiderseits  die  Seite  AB,  machen 
AD=^AE=zb,  ßF=iBG  =  a,  verbinden  die  Punkte /),  JE,  F,  Cr 
mit  C  durch  Gerade  und  ziehen  CP  senkrecht  auf  AB.  Alsdann 
sind  aus  geometrischen  Gründen  die  Dreiecke  CDE,  CFG  in  C 
rechtwinkelig,   ferner  ist  ^Z>=iil9    ^^^"=1^65  folglich 

Aus   der  Figur  sieht  man  unmittelbar,    dass 

/)G  =  6  +  c  — a,    J5;F=a+c  — Ä; 
DG  +  EF=z2AB,    DF=a  +  b'{'C,    DF  ^2Aß=:a  +  b  -  c. 

Weil 


(1)  CP^=DP.EP=zFP.  GPy 

so  hat  man  die  Proportion: 

DP:GP  =  FP:EPy 

also 

DPiDP-^GP^FPiFP^EPy 

(2)  DPiDG  =  FP:EF, 


490  ünferä$mg^r:   B^flteke  Be^fsättdunff 

woraus  folgt: 

DPiDP  +  FP^DGiDG  +  EF, 
DP:DF=DGi'lAB\ 

und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  das  Obige : 

PF.  DG  _  (a-ffe-fc)(fe-fc--fl)(fe4-t')«— g^ 
^^^^    ^AB     ""  2c  —         2c 

Ferner  folgt  aus  (2):    , 


DP 

FP  i=s  EFm  rfc'>^» 


•  .  oder,  well 


ist. 


mitbia 


DP       DF 
FP^EP^EF,    j^-=2ÄS 


EP+EF^EF.^. 


_^     EF.jDF^^AB)     (a  +  c-^byjä+b^e). 


setzt  man  die  gefundenen  Werthe  für  DP  und  EP  in  die  Glei- 
ahong  (1)  und  bezeichnet  die  Hübe  CP  des  Dreieckes  ABC  mit 
h,  bedenkt  man  ferner,  dass,  wenn  A  den  FläcbeniDbalt  des 
Dreickes  bezeichnet,  A=.\ch  ist,  so  findet  man  mit  Leichtigkeit : 

Ä=:2^V(a+6+c)(6+c— a)(a+c— 6)(a+6— c), 

Az=i\  V  (a+6+c)(6+c-a)(a+c-6)(a+6-c). 
Ferner  ist  offenbar: 

Z>P=  JZ>  +  ^P= 6  +  6  Cos  ^4  =  26  Cos«U, 

EP-AE—APznh-bCosAzzi^bSin^lA, 

und  wenn  man  hieraus  Cosi^l,  SinJ^I  bestimmt  und  für  DP,  EP 
seine  Werthe  setzt: 

(11)  1  r- J-  —. 


i^  thttuM  Trttotumetrf».  4M. 

woraus  auch  gleich  folgt: 

•g.^  — Y  (a  +  64c)(6  +  c-a)' 

(>M)  {  , 

Sin  ^  =  2^V(o+Hc)(A+c— «)(«+c-*)(a+*-e). 


Weil  nach  dem  Obigen 

(A  +  c)«-a« 
2c 


=  6  +  6Cosil, 


so  hat  man  zur  Berechnung  einer  Seite  aus  den  beiden  anderen 
und  dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel,  ^^e  ^^^  ^^^  findet, 
die  Gleichung : 

(IV)  a«=:6»  +  c«-26cCoSil. 

Weil  in  den  beiden  rechti^inMigen  Dreiecken  ACP  qnd  BCP 
CP=  6  Sin ^=:a8in^,  weil  ferner  z/=:4c.CP  ist,  so  hat  man 
auch: 

(V)  a:6  =  Sinil:SinÄ, 

(VI)  ^  =  \bcS\nA. 
Kraft  obiger  Proportion  hat  man 

im  JACG:    AC:AG:B,S\nm:S\nn, 

im  AACFi    AC:AF=^SinFiS\n(9fy>+n) 

oder 

ft:c  — a  =  SlnJ(C  +  il):Sini(C-^), 

öic  +  u^CoBUC+AhCoaUC'r'dU 
woraus  folgt: 

\  6Slni(C-il)=(c-ii)Sin4(C+il)  =(c-a)CosiÄ, 
bCosl(C-A)=(c+a)Cosi(C+A)==(c-l'a)SmlB ;      • 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  multipiicirt  und  dividirt: 

6«  Sin  (C-A)  =  (d^^-a?)  Sin(C+^)  =  (c^-a*)  Sin», 

^tgi(C-^)  =  ^tpUC+^)  =  ^ctg4Ä 


(vn)    j 


4aSL  Vnferdim§0r:   Sin/keJU  BegfümL  dir  ebenen  Trtganametne. 
Es  ist  auch: 

/)P=i?/)l— BP=6  +  c— aCosi?=26Co8«Jil, 

JSP=BP— Ä£:=flCo8fi+6— ci=2ÄSin«i^; 

inithiu  ist: 


(IX) 


cosi2fl=Y ^^ » 


2^ 


si„.^=^^*z:-  +  «CosÄ 


26 


Die  beiden  rechtwiokligen  Dre^BcIce  CDP  und  CFP  geben 
CP= /)P.  ctg  iil  =  FP.  ctg  4Ä,  und  man  hat  die  Proportion : 

DP:  FP  =  ctg  IB  i  ctg  iA ; 

■ 

weil  aber  nach  dem  Obigen  DP: FP^  DG:  EG  Ist,  so  hat  man 
aueh : 

DG.EG  =  ctg  iB:eig\A, 

und  wenn  man  für  DG  und  EG  ihre .  Werthe  setzt  uud  die  Pro- 
portion in  eine  Gleichung  verwandelt,  so  wird  man  zu  folgender 
Relation  geführt: 

(X)  (6+c-fl)ctgiJ  =  (a+c-6)ctgiÄ=(a+6-c)ctgiC. 

Es  kann  nicht  meine  Absicht  sein,  dieser  Skizze  einen 
besonderen  wissenschaftlichen  Werth  beizumessen,  aber  den  Be- 
diirfnissen  des  trigonometrischen  Unterrichts  empfiehlt  sich  der 
hier  betretene  Weg  durch  seine  Einfachheit.  Indem  man  die  Figur 
dergestalt  abändert,  dass  die  Basis  kleiner  als  eine  der  beiden 
oder  als  beide  anderen  Seiten  wird  und  das  Perpendikel  ausserhalb 
des  Dreiecks  fällt,  gibt  man  Schülern  Gelegenheit  zu  nützlicher 
Uebung. 


Yifiier:   teilimm.  der  Quadraiuren  »ämmti,  Keg^UcknUie  elc.  433 


Bestimmung  der  Quadraturen  sämmtlicher  Kegelschnitte 

mittelst  jenes  in  Theil  XXXI.  I^.  449.  bewiesenen  all- 

gemeinen  Satzes  von  den  Curyen. 

Von 

Herrn  Doctor  Völler^ 

Lehrer  an  der  Realschule  zu  Saalfeld. 


,  Das  merkwürdige  Gränzverbältniss  bei  ebenen  Curven,  wel- 
ches von  Herrn  Professor  Dr.  Grün  er  t  und  mir*)  in  Tb  eil  XXXI. 
des  Archivs  (S.449.)  bewiesen,  gab  mir  bald  Veranlassung  zu  der 
Frage :  Ist  es  nicht  möglich ,  mittelst  jenes  Satzes  den  Flächeninhalt 
•bener  Curven  zu  bestimmen  ?  Mit  diesem  Gedanken  wandte  ich 
mich  —  natürlich  nur  für's  Erste  —  zu  bekannten  Curven  und 
zwar  —  wie  aus  ThI.  XXXII.  S.  420.  dieser  Zeitschrift  zu  ersehen  -- 
zunächst  zur  Parabel,  die  hinsichtlich  ihrer  Quadratur  jedenfalls 
der  einfachste  aller  Kegelschnitte  ist. 

Mit  Bezugnahme  auf  jenen  allgemeinen  Satz  und  mit  Hülfe 
einiger  passender  Transformationen  der  an  jenem  Orte  aufgestellt 
ten  allgemeinen  Formel  des  bewussten  Verhältnisses  gelang  es 
mir,  in  Kurzem  die  Formel  für  den  Flächeninhalt  der  Parabel  ab- 
zuleiten. Die  Ableitung  ist  auch  nicht  complicirt,  und  gewiss 
Jedem  klar,  der  das  Agens  der  höheren  Analysis,  den  Begriff 
des  Unendlichkleinen,  nach  allen  seinen  Beziehungen  richtig  auf« 
zufassen  bemüht  gewesen. 

Indess  der  Gang  der  so  eben  erwähnten  Entwickeinng  ist 
wenig  geeignet,  darnach  auch  den  Flächeninhalt  der  übrigen  Kegel- 


*)  Herrn  Dr.  Völler  gebührt  allein  die  Ehre  der  Erfindung;  ich 
habe  daran  gar  keinen  Theil.  G. 

Theil  XXXIII.  29 


il 


iMiMillto  Alt  Lelobttglwit  bMUmoien  sn  Uädm,  weshalb  ich  dft 
Dntermiehiing  ^tob  Reoem  au^eDommen  und  nuirmehr  aitf  «fai 
Verfithrea  zur  Bestimmung  der  Quadraturen  sämmtlicher  Kegel- 
schnitte anfioierlrsam  machen  möchte»  welches^ allerdings  nicht  our 
ein  Bedenicen  in  Bezug  auf  das  ganze  Raisonnement  der  der 
höheren  Analysis  entsprechenden  Herleitnng  in  keiner  Weise  ge- 
stattet, sondern  welches  auch  hinsichtlich  des  Caiculs  grossere 
Bequemlichkeit  als  das  in  Theli  XXXILbesehrieliene  darbietet' 


I. 


J 

Es  sei  O  der  Anfiaingspunkt  der  Coordinaten  (Taf.  IL  f%.  (£) 
und  das  unendlich  kleine  Segment  habe  eine  solche  Lage,  :d<uHi 
die  Sehne  desselben  senkrecht  auf  der^Jt-  Achse  steht,  also  sysi^ 
inetrisch  geg^n  letzte^  gelegen  ist, . ,  «.; 

Da  nun  flär  i^iiendlicli  kleine  Dimensionen  t 

8egm,ssi<AiV7W, 

so  kano  man  fiir*s  Erste  *^  wenn  nur  die  endlichen  Werthe  In's 
Auge  gefasst  .yi^erden  und  ausserdem,  auf  die  ßntwidcelung.  RQdi^- 
sicbt  genommen  wird,  die  in  Tbeil  XXXI.  des  Archivs  gegeb^i^ 
worden  — 

^■=X t(y.-»'.H^-y^t(g-.,)r(»,>i       ] 

feietzen. 

Wie  aus  der  Figur  erhellt^   ist  aber  jetzt: 

OTl    =  X^y 

und  demnach  auch : 

Aliso  ergiebt  sich  nach  Snbstitation  der  vorstehenden  Werthe: 

Seirm   -4  ^^*'~'^^, 
»egm.  ~,._2^,^^^, 


d.  i. 


^•'8™-  ^''/fe  • 


mitM$tJeneftin'Tki.9i.  Ss  u».  ^mvM.  oHgem.  satui  vonäBHemrv.  436 

Ifiiii  vsi  Bker  abgieeeben  vom  Zerchea  ^  denn  hier  interel^iren 
nur  die  absoluten  Zablenwerthe  —  bei  der  Parabel: 


mitbin  erbäh  man: 

was  die  bekannte   Formel  für  den   Flächeninbalt  eines  Parabel- 
Segments  ist. 

Auf  den  ersten  Blick  scheint  allerdings  in  der  vorstebendte« 
Entwickelung  darin  ein  Versehen  begangen  worden  zu  sein,  dass 
das  Gränzverbältniss,  welches  urspriSngflcb  nur  für  unendlich  kleine 
Grössen  Geltung  hatte,  auch  stillschweigend  auf  endliche  Werthe 
(lllrertrbgen  worden. 

'  Indess,  obgleich  dies  geschehen,  seist  doch  die  Untersuchung 
nicht  unrichtig,  weil  die  Formel,  welche  für  den  Flächeninhalt 
des  Dreiecks  MTN  substituirt  worden,  natürlich  auch  dann  noch 
gilt,  sobald  Xi  und  x^  sehr  klein,  d.  h.  unendlichklein  werden. 

Ueberdies  kann  man  auch  in  dem  Endresultat 

Segm^  c=:|. 0:2^2 

unter  x^  und  y^  sich  recht  gut  dx^  und  d^  denken,  indem  dann 
nur  für  ein  bestimmtes  Parabelsegment: 

Segm.  =3  s  ff  Sx^Sy^  +  C 
oder 


Segm.  =jy       8x2/      %5 


'0  Vo 

gesetzt  zu  werden  braucht,  was  in  gleicher  Weise,  da  hier  x^ 
und  ^2  als  unabhängige  Variable  anzusehen  sind,  wieder  zu  der 
Formel 

Segm.  =$.2:2^2 

fuhrt  *). 

Der    Kreis. 


Liegt   das  Segment   (Taf.  II.  Fig.  6.)   auch  hier  symmetrisch 
gegen  die  Jü^- Achse,    so  gilt  in  gleicher   Weise   —  sobald  man 


*)  Bei  der  ersten  Ableitung  der  Quadratur  der  Parabel  in  Theil  XXXII. 
lat  diese  Discussioji  leider  nbergangen  worden. 

29* 


iteita»  fTaLO.  Fi»i74.  «»  «<<#  irtäl. 

r«=^ — ^ 


' »       ■■  *       ■  •  ••• 


let: 


/"<*>=Ä-«- 


Demnach  wiv^;  S^  . 

Segm.  =}.? — — , 

AI. 

Dk  aber  mit  Rflckslcbt  auf  die  EJtipsiengleicbunj^ 

>  » 

gesetzt  .weiden  kann/ ae  folgt  welter: 

Seg».  =5.^. 

und  endlleb^  weil  aus  denselbeii  Griiidea 


ist: 


mithin : 


X' 

=  5V6«-»« 

k<kjwlr%         «■ 

«V 

• 

>egiii.  — 

"*•      a    . 

9 

6*.|V6«- 

-»« 

'Segni. 

_.         «»' 

'•6\^6a_ 

«>*' 

WQ  natürlich  y  hinsichtlich  seiner  absoluten  Länge  als  sehr  klein 
anzusehen  ist.    Setzt  man  nunmehr  wiederum : 

so  ergiebt  i^icb  die  Gleichung: 

wo  das  Integral    /    ^y  ,^     -^  gleichfalls  mittelst  der  unter  No.  II. 
citirten  allgemeinen  Formel  gelöst  werden  kann. 


Mao  erhält  nebnilich  auch  hier:  .     . 


oder 


Segm.  = 


V '  -d )■  ■ 


d.  i. 


Segm.  =3«6 


demnach  nach  erfolgter  lotegratioo: 


=,  \^-(f)" 


Segm.  =  2a6  |  —  ^ 5-^—  +  \  »rc  (sin  =  ^)  ( 

V  z  0  / «=0 


Es  ergiebt  sich  also,  wenn  man  die  angedeuteten  GrSnzen  be- 
rficksichtigt,  fOr  die  halbe  Ellipse  die  Formel : 

,oder 

abn 

folglich  für  die  gaoze  Ellipse  der  Ausdruck  des  Flächeninhaltes: 

ahn. 


IV. 

Die    Hyperbel. 

Allgemein  gilt  für  alle   ebenen  Curven  bei  verschwindenden 
Dimensionen  die  Gleichung: 

Segm.  ==!.-^ 


mithin  auch  bei  der  Hyperbel.    (Taf.  H.  Fig.  8.) 


/    - 


Wegen  dw  Gte&skttng  ^ '^ 


folgt  weiter: 


.) 


t  ~   ,  '■' 


i.  l 


v  ■.• 


■ .     ■  » 


%■■  vt-'. 


De  eher  aac|i 


■  -.i- V  ■  ■ 


... 


> 


Vr>> 


i*j 


eo  ergiebt  sieb  Dich  Sabetitiitiofl  dfeeee  WeHhee« '  '■  - 

Segm.  =J, — ^"^      — f 

oder:  '    . 

''  Segni.  =1.      -^ > 

Setzt  man  nun  nie  frilber : 
•o  erhalt  man  die  Gleichung: 

wo    das  Integral /-Ö^   leicht  mit  Uflife  der  allgenjelo«. 
Formel 


bestimmt  werden  kann,  weou  maa  fibrigensiior  noeh  dataufRifck» 
Sicht  nimmt^  dass 

4 

y*y==i  =  i0g(»+  VlTF)  +  CoDSt 

-ist. 

Man  bringe  also  zunächst  obigen  Ausdruclc  auf  die  Form:      | 

(lYs  C«1 


dann  ergiebt  sich  mit  Bezugnahme  auf  die  allgemeine  Formd: 

oder : 

wo,  wegen  der  besonderen  Eigenschaften  der  Hyperbel,  die  Con- 
stante  dadurch  wegßllit,  dass  man  von  iy=0  bis  y=y  integrirt» 
in  welchem  Falle  man  fSr^n  beliebiges,  gegen  die  2l- Achse  sym- 
metrisch gelegenes  Flächenstfick  eines  Hyperbelastes  zu  der  For- 
roel  gelangt: 

Da  aber  fär  gewlihnlich  die  Variable  x  mit  in  die  Formel  her- 
eingezogen wird,  so  ergiebt  si'ch,  weil 

ist: 

^4/~i — !•*? 

Segm.  =2a6  \       ^.«.26« *'"8- 6 «' 

d.  i.  endlich: 

Segnü.  =;2«Ä| — -gjjjr— — tlog. j {. 


•      « 


^^B^^'  ■  «W  I^^W^^HH  «•^^W'i  ^HWJ^^^^^NV^MTW^^^^^^^n  WV^n^^!^  \  i^^lv^^^l^Nm^^V '^^ 


i'.\T 


/     • 


tere  Form:  •  ■  -''.y    'm--?.-;.    i-lsi.j 


S^goi.  =/rsf-j:a6,log  j^  f  + 1 1       , 


vertreten  wird. 


.*«.i 


j,..,  ,.-.1    ;V.  • •...    ,■  .  .    '      ..     .    ••  ''_-.  :  ■•  •  .      •     •    ■       f 


''  .-.'    :  *" 


Zur  Auflösung  biquadratischer  Gleichungen. 

Ypn 
Herrn  Dr.   Carl  Spitz ^ 

Lehrer  am  PoLytechniknin   zu  Carlsrulie. 


1. 

■ 

Es  am 

a:*  +  Äx»+i:r«  +  il/x  +  A'=0    .    ...    (!) 

eiDe  biquadratische  Gieicbvng,  so  kalio  mao  dieselbe  betrachten 
als  das  Resultat  der  Elimination  von  y  zwischen  den  zwei  Kegel- 
schnitt^gletchungen 

ü  =  0,       17'*:«. 

Da  diese  Gleichungen  zusammen  10  willkührliche  Constanten  enf- 
tUilten,  die' biquadratische  Gleichung  (1)  aber  nur  vier  solcher  hat, 
so  geht  daraus  lißrvor^  dass  vorUegeede  Aufgabe  eine  unbestimmte 
ist.    Man  kann  auch  in  4m  Tfaat  «ntndiicb  viele  Kegeiechnitts- 


paare  angeben «  weiche  did  Eigenschaft  besitzen «  daea  dufcb  filimi- 
nation  .von  y  aus  ihren  Gleichungen  ^ie  gegebene  biquadratische 
Gleichung  resultirt.  Zu  unserem  Zwecke  sind  jedoch  von  allen 
diesen  Kegelschnittspaaren  nur  diejenigen  anwendbar,  welche  sich 
auffinden  lassen ,  ohne  dass  man  nüthig  hätte ,  eine  Gleichung  von 
einem  höheren,  als  vom  zweiten  Grade  aufzulösen. 

Wir  wollen  hier  nur  eine  Auflösung  dieser  unbestimmtem 
Aufgabe  geben  und  dieselbe  zur  Auflösung  der  biquadratischen 
Gleichungen  anwende«. 


2. 

Wählen  wir  als  ersten  Kegelschnitt  eine  Parabel^  deren  Gleichung 

a?«  =  öy     ........    (2) 

ist,  so  erhalten  wir  für  den  anderen  Kegelschnitt,  wenn  wir  In  der 
Gleichung  (1) 

aflz=zay 
setzen,  die  Gleichung: 

Verbinden  wir  die  zwei  Gleichungen  (2)  und  (3)  durch  einen  iin* 
bestimmten  Coefficienten  fi  zu  der  Gleichung  eines  beKebigen  Kegi^ 
Schnittes  der  Schaar,  so  erhalten  wir  fOr  denselben: 

aV+*'oyar  +  fia:a  +  ay(L-fi)  +  Jlfo  +  jy=:0.   .  .   (4) 
Setzen  wir: 

a2=J,  a(Ii-fi)=:2Z>, 

Ä'a=2Ä,  M=:z2E, 

.    f*=^C;  .         ^  N  =  F; 

so  wird  die  Bedingungsgleichnngj  dass  der  letztere  Kegelschnitt 
ein  geradliniger  sei  '^: 

Substituiren  wir  hierin  fär  A,B,  C ....  die  betreffenden  Werthe, 
so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  (i  feigende  Gleichung: 


•)  VergV  Un  Asftats  XIX;.  u  Thoil  XXXII.  dieses  Ardüv«.. 


•    ■     -         ■• 

■'"■■■■  lÄ—iiir-i-« 


■ «         I 


f  •.  .  .-.•_.■ 

^  iMi'BIBM,  weöB  der  Kisg^IachDitt  (3)  daiar  äy«Mi  BWel«f  ChqjittMleB 
difVtoHMi  •oll!«  die  BexielHihg  etattfioden: 


1    ♦ 


p(J,+B»+l))«-(|Mf+»)»==0*) 
oder 

»        ^      ..-.■.•  .;  .      :.■...    i..      ..V   ■    ■ ■    .>  •       .;■'-..-'   -.-^  ;:*i:-j 

wo  9  einen  beliebigen  der  zwei  Wertbe  Ton.Vjp  bedent^. 
-.:;.  Da'dber 

I  "  "^ 

WO  das  Zeichen  anf  delr  Ilnb:eii  Sdte  so  gewillitt  ^ttdta  niiij|( 
daen  die  Gleiclifaeit  wirldicb^  stattfindet.    Bezeiehneo  wir  diesen 

Werth  von  ^.  dureh  It  und  berficicsichtigen»  dass  Jß^szp,  so  ver- 
wandelt  sieb  die  Gleicbung  (7)  in : 

Ay  +  ßa:  +  bz=:Tßa;+n.     .    .    .    .    •    (8) 
Vermöge  der  Relationen  (6)  ist  aber: 

und  es  darf  somit 

gesetzt  Werden. 

^  Siebe  §•  2»  de«  in  f orhergebender  Note  angefahrten  AnffBtssi. 
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Ffir  K  erhält  man : 


»=±.V"(t^)'-*- 


wo  aber  das  Zeichen  dem  Obigen  entsprechend  gewählt  werden  niiiss. 

Verbindet  man  nnn  die  Gleichung  (8)  mit  der  Parabelgleichang 
(2)^  so  findet  man: 

Es  ist  aber    *-  =  a.     Dividiren  wir  daher  die  vorstehende  Glei- 

a 

chnng  durch  a,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  Werthe  von    . 
X  die  Gleichung 


Man  ersieht  hieraus»  dass  in  den  Ausdrücken  für  P  und  JH  immer 

a  =  l, 
also 

gesetzt  werden  darf,  wodurch  vorstehende  Gleichung  alsdann 
Gbergeht  in: 

^*+2^  +  — 2— =  1»J:  +  B-      •    .    .    .    (9) 

Das  Zeichen  der  rechten  Seite  im  Ausdrucke  für  P  ist  hierbei 
beliebig  zu  wählen ;  in  dem  Ausdrucke  für  TU  ist  es  jedoch  so  zu 
bestimmen»  dass  man  hat: 

-r 


3.     • 

Wenden  wir  das  Gesagte  noch   schliesslich   zur  AuflAsung 
einer  biquadratischen  Zablengleichung  an. 

Es  sei 


I'     '       '"  '    .  '     ? 


a?*  +  2a:»  — 25^— 28«  +  128  Ä  0     I ,    ^  nyVM 

die  vorgelegte  Gleic^iiig»^'  io  efgehqfi  srcb  aiie  der  Vergleichung 
demelben  mit  der  allgeni€!kiie&  Foriii*^(l)  die  ßesiehoogen : 

^MuAr.  '  Ä«— 28.  ,    .= iVsl28.; 

and.  ed  wird  also :       ' 

■  ;■  '  -■.■,■.'  -2i««Qi, 

-?■• ;  •  ■■ :      ■ .  ■ .  .  j^ijf  ^  .ji,,  ^  U^^  ä^  — 144; 

so  dÜM  die  6leicbnng  (t{)  ttbeiifehfin:  ° 

l»*+.S(^*+  d3(t— 144  e  0. 
Hieraus  ergetieD  sidi  für  fi  die  Werthe:. 

Für  jeden  dieser  Werthe  .mais  nun  die  Gleichung  (9)  die  ▼{er 
Warsein  der  vorgelegten  biquadratiscben  Gleichung  liefern,  ^MR 
man  dort  einmal  P  positiv,  das  andere  Mal  Tß  negativ  in  Rech- 
nung  bringt 

Nehmen  wir  z.  B.  an«  es  sei 


.   1  ■' .  •■ 
f. 


und  setzen 


also  , 

SO  verwandelt  sich  die  Gleichung  (9)  in 

a:«+ar  — Il=2ar+1, 

woraus  folgt : 

Xi  =s  4,    a?2  =*  —  3. 

Wahlen  wir  nikn  in  derselben  Gleichung  (9)  und  bei  def^elben 
Annahme  von  f*  für 

=  -2, 


8pii%:   iur  Aufläinng  H9^mbrM$cher  meMurngtH.        4i7 
also  für 

80  erhalten  wir: 

0;«  +  ^  — ll  =  — 2a:— 1, 

and  hieraus: 

a:8  =  — 5,    j:4=:2; 

die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind  daher: 

4,    -.3,    _5,    2. 
Hätten  wir 

|i  =  — 48 
angenommen  5   so  wäre 


J)  =  +  ^^-^=+7, 


also 


*  — p— 2 


gevl^orden,  utid  die  Gleichung  (9)  fibergegangen  in: 

23  7 

• 

woraus  sich  die  zwei  Wurzeln  4  und  2  ergeben. 

Nehmen  wir 

P=-7, 


also 


B  =  — 2' 


so  folgen   aus  der  Gleichung 

23  7 

die  beiden  anderen  Wurzeln  — 5  und  — 3. 

Wir  erhalten  somit  genau  dieselben  Resultate  wie  bei  der 
ersten  Substitution.  Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  dieses  für  die 
dritte  Substitution  von  fi=:l  «eigen. 

Es  ist  klar»  dass  auf  dem  hier  eingeschlagenen  Wege  noch 
mehre  Auflösungen  der  biquadratischen  Gleichungen  können  er- 
zielt werden. 


448  Simon:    Vtker  ptrtoätHki  ifeiienkfiUke, 


Ueber  periodische  Kettenbruche. 

Von 

Herrn  Dr.  O.  Simon, 

ordeDtlichem  Lehrer  am  königl.  Joachimstharschen  Gjmnasio  zu  Berlin. 


Die  vom  Prof.  Oettinger  Im  44.  Bande  des  Crelle'scheo 
Joamals  veröffentlichten  Resultate  über  periodische  KeftenbrQche 
sind  von  zu  grossem  Interesse»  als  dass  nicht  statt  der  umstand 
liehen  Induction  ein  analytisches  Verfahren  gesucht  werden  sollte^ 
durch  welches  jene  Ergebnisse  mit  grösserer  Allgemeinheit  und 
Einfachheit  abzuleiten  wären.  In  den  folgenden  UntersuchuBgen» 
die,  von  einigen  Sätzen  Mob  ins*  und  Clausen*s  ausgehend, 
dieses  Ziel  verfolgen»  sollen  überdiess  die  allgemeinen  AusdrQcke 
für  unendliche  periodische  Kettenbruche  in  geschlossener  Form 
gegeben,  und  daraus  specielle  Resultate  für  die  Darstellung  von 
Quadrs^twurzeln  gezogen  werden. 

1. 

Wird  der  allgemeine  Eettenbruch 

6| 


a:  = 


«1  +6 


2 


02 -fr  "  "  "ir  an 


CK 


durch  das  Symbol    (— *  —  >....-^>   —j  dargestellt,  so  ergibt  Btcb 
zunächst  die  Beziehung: 


Simon:   Oeber  perioditche  Ketteabreche,  449 

und  hieraus  folgende  Gleichung  für  deu  letzten  Nenner  «: 

Da  einem  Werthe  von  a  nur  ein  Werth  von  x  entspricht,  und 
umgekehrt,  so  führt  der  Kettenbruch  zu  der  Gleichung 

um  Af  B^  d  Dy  Functionen  von  b  und  a,  zu  bestimmen,  setze  man 

wodurch  sich  folgende  Relationen  ergeben: 

4__(bi       bn-i\       B_(b^       bu\       ±_(ß_     J».        *»V 
C^\ai on-xj'     D—\ai an)'     B~\ttn'   a,-i'"aj' 

C_/£        bn_       M 
D       \an'     a»-i'""  Ol/' 

und  daher  durch  Gleichsetzung  der  beiden  Werthe  vod    -ji'- 

/6l     .       bn^\(ß^  h\-(h  ^\(ß  M 

Die  Gleichung  (X)  nimmt  hiernach  folgende  Form  an: 

r        f^i        Mir   ^/"i^        Ml 

-V^     M/1     M./"^     ^l^/'l     M 

— —  ^^  I  ,  ••••  11  ,  ••••  I    "f"    I  •  ••••  I    I  •••••  1  • 

Vßl  an/\nn         Ol/        V«!  «n/Vfln  »a/ 

Wird    nunmehr   für   et   und   |3   resp.   crn4^i    und   bn^\    und  für 

fln+x+f-^,.... -^  I  der  reciproke  Werth  von   ( ,  -^,....  —  ) 

gesetzt 9  so  resultirt  zunächst: 

=-6„+/-V ^Vj-.-^ *^)r(*L *=H*i *=^oi 

Thcil  XXXUI.  30 


/  - 
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und  durch  Wiederholung  dieser  Gleichung: 

Da  dieselbe  Differenz  aber  auch  gleich 

/  1  b^\f\   b^        6«\r/6„+i       6a\    /*n+i       6s\T 

'Vö»+i         fli/\ai  «a         fln/LV  flu        «1/    V  ««         Oa/J 

so  findet  man  für  sie  nach  ähnlicher  Berechnung  der  sich   hier 
darbietenden  Differenz  den  Ausdruck: 

( — \)^bib^.>..bn\^i 

_/  1  b^\/\    b^      bnXfi       ö«V     /i     MY^V 

X  I  "■"""  5  ••••  —  l'i  — *  — >•••• —  I  I      »••••  —  I  ••••I       '   9  "7"  I  I  "■•  I  • 
^Vfln+l  fli/   \öi     »2         fl«/    Vo»         «n/  \a«-l    flu/   Vo«/ 

Aus   der  Gleichstellung  beider  Werthe   der   Differenz   folgt  die 
wichtige  Relation: 

/l      b^  bn\/l  bn\       /I\ 

I  9     J   ••••  I   l    ~'  ••••  l»»»«l  I 

\ai    a^        an/  Ka^        an/      V««/ 

—  I        »  j  ••••  I    I  — — —  9  ,,,,   —  I   ,,,,  I  I* 

\an     an-1         «1/  \an-i  «i/         \ai/ 

Der  reciproke  Werth  des  links  stehenden  Productes  ist  für  die 
weitere  Untersuchung  von   grüsster  Bedeutung  und   mag,    obwol 

von  6|  unabhängig,  durch  9 (—,....  — J  bezeichnet  werden.    Un- 
mittelbar  erhellen  folgende  Gleichungen : 

(^2  bn\      \a2*  ""  an)  Vfls '  ""  fl«/  **"  vfl«/  ' 

—  y  ....  —  1 
«2  «n/ 

(^1              ^«^              t^i          bn  6a  \ 

—  >  ••..  —   j  =■  9^  l  — >    >  ••••  —  l* 

Aus  der  Verbindung  der  ersten  Gleichung  mit  der  für  bi.—rr t~v 

aufzustellenden  resultirt  der  Ausdruck  für  den  Kettenbruch: 


(bi       bn\ ,  ^V«a'""0)i/ 


I 

I 
I  \ 
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Um  den  Character  der  Function  qt  zu  erkennen ,  setze  man  die- 
selbe in  (A)  ein,  woraus  sogleich  folgt,  dass 

/Äi  *n\  /Äa         bnV.      /6a  bn\ 

d.  h.  q>  eine  ganze  Function  der  b  und  a  ist,  und  demnach  bi.^l  '~^'****^y 

den  Zähler,  q>{  -  9  -..—  )  den  Nenner  des  Kettenbruchs  (  — , ....  ~  ) 
darstellt  Daher  fuhrt  die  zweite  der  obigen  Gleichungen  zu  dem 
Satze»  dass  die  Werthe  der  beiden  Kettenbrüche   (-^»••••-^j 

und  |-^>   — ^,....  —  j  gleiche  Nenner  haben,  die  Gleichheit  der 

\an     «n-l  öl/  ^ 

Nenner  dagegen  für  die  Kettenbruche  (—,.... ~J  und  (~^*—*~) 

nur  dann  stattfindet,  wenn  sämmtliche  Zähler  b  einander  gleich 
sind.  —  Die  Gleichung  (X)  föhrt  demnach  zu  dem  Resultat: 

fbi  bn\       (h  *«-i'\_/_l\n-l bxb^....bn 

Uj"*"««/      Vai  "■■*  ff."-i/    ^      '         (h       bn\    fbi       6„_iV 

welches  durch  EinsetzaDg  der  Functionen  tp  fibergeht  in: 

(9) 

fbi  bn\       (b^  bn-\\  ("b^  bn\      /61  bn~\\ 

=  (—  l)"Äa  öä  •  •  •  •  6«. 


2. 

Nimmt  man  nunmehr  an,  dass  der  Kettenbruch  aus  n-f  m-fl 
Quotienten  besteht: 

_A  bn         ^  Bn.       ß\ 

so  lässt  sich  diess  auf  die  frühere  Gleichuiig  durch  die  Substitu- 
tionen zurückführen: 

30* 
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■ 

wonach : 

Indem  man  fiir  die  beiden  Werthe  von  x  und  fiir  den  von  £  die 
der  Gleichung  (X)  analogen  aufstellt  und  17 >  S  aus  x  und  a  be- 
stimmt»  erhält  man: 

Q)*|  — »  .... I     X — I  — •••.. I 

^  \«i        Ofi-1/  \«i        a«^i/ 

Aus  (a)  resultirt  die  Zusammengehörigkeit  der  Werthe 

/61  Bm\  ,  /  /5  62\ 

sowie  aus  (|)  und  (17)  die  von 

Die  letzteren,   in  {a)  eingesetzt,  ergeben  die  Gleichung: 

—  /■_11n+m bl  —  -Bmß 

ebenso  folgt  durch  Substitution  der  ersteren  Wertbepaare  in  die 
Differenz  von  (0  und  (ji): 


=(_i)„-i 


c)|  • .  •  •  Oft  X 


=  (-!) 


Bi  ....  ^m  j8  1 

J^W~W\ '  TT     vr~7Z     5^ ' 
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und   aus   dieser  Doppelgletchang,    nach   Benutzung    der    vorigen 
Gleichung  und  Ausziehung  der  Quadratwurzel: 

(S)  „.+  ^_....._^^^_,...._J 


Mit  Hülfe  dieser  Relation  ergeben  sich  aus  eben  jeuer  Doppel- 
gleichung : 

(D,)  (^^ , ....  2f  )  -  (^ ' "  •  £) 

9*1  T  '"••  IT) 

Wendet  man  die  Beziehung  1.  (A)  auf  (S)  an»  sowie  die  Gleich- 
heit 

auf  (S)  und  (Da)»  so  erhält  man  folgende  von  einander  unabhän- 
gige Uauptgleichungen : 

(6.2  6n-l\       /6|  Äm\        ,       iv-^ij-  JL         f^l         Bm\ 


454  Simon:    Vtber  perioMsche  Kettenbrüeke. 


3. 


Ist  nun  der  Kettenbruch    f-^».... -j^»  -i  ein  aas  X  Perioden 

b        btk 
•bestehender,  in  welchem  die  n  Quotienten  einer  Periode  —  ,-^~ 

heissen,  und  wird  derselbe  durch  (—»....—  )    bezeichnet,  so  ist 

(—»....  -T^  1  =  1  —  >  ..••  -^---  I  »  wo  nur  in  der  letzten  Periode  der 
Ol         Am/      Vfli         an-ijx 

Quotient   -^  fehlt,  und  (I)  i^immt  daher  die  Form  an: 

wo  im  letzten  9  der  erste  Quotient  -^  nur  in  der  ersten  Periode 

fehlt.    Zur  weitern  Umformung  dieser  Gleichung  nehme  man  an, 

(h  /?  \ 

—  >.... -j^)  einen  Kettenbruch  nur  von  A  —  1  Pe- 

rioden  darstelle,   so  dass  (II)  übergeht  in : 

/bx       bn-S\     /^       bn-\\ 

und  hiernach  aus  obiger  Gleichung  resuitirt: 

(IV)  <pC^,....^0 

'  ^VOl  Oü-X/A-S 
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Setzt  man  nan  in  (III)  für  -^9 ....  —    ^^1  Perioden,  deren  jede 

«I  Oft 

aus  den  Quotienten  -^ , ....  -y^  besteht^  so  erhält  man  nach  Ver- 
tauschuDg  von  B,  A  und  m  mit  6,  a  und  n: 

^^^  ^U'-Wa     7b^ — K::c\^\a^ ^lA 

B  B  b  b 

Werden  endlich  in(I)  fiir  -r  y  ••••  -:r^   ^  Perioden   — » ....  -7  ge- 

setzt,  so  ist  nach  Anwendung  der  Gleichung  (IV) : 

/öl        6«-i\  '  ^  Vfli         tfn  /  ^  Vfla         ««-1/  ■  ^      ^ 

Q)  I  —  »  ••••  I 

^  V«!  On-l/ 

also   durch  Transformation    des  in   der   Parenthese    befindlichen 
Ausdruckes  nach  der  Relation  1.  (9); 

(h        ^ 

(x\\     ^{^^      *"^  -,,  ^ygg''"«»/      /61      6n-A 

(VI)   9^u*-wa"-  a,  ftn-iy^U iii^iA 

'^  V^i '""  fl«-i/ 

Aus  der  Combination  von  (V)  und  (VI)  ergiebt  sich  unmittelbar : 

Vfli         a«/A 

'Tbl       M   /*i       6.-i\-      ,     ,,    -.       ~  /6i      6«-i\ 
als  Werth  des  aus  A  Perioden  bestehenden  Rettenbruches. 
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Um  zonSchst  fifr  «of-^»  ....-^  j    einen  geschlossenen   Aus- 

drack  za  finden,  bedient  man  sich  der  Gleichung  (IV),  indem  man 
die  dort  vorkommende,  von  X  onabhängige  Summe 

mit  <^  beseicbnet;   setzt  man: 

so  nimmt  (IV)  die  Form  an: 

«a— <^Ä+(—l)« 61  fta  •••*«  =  0» 
daher 

9    4  /"(P*  cP     ▲  /~  O*  ~ 

ÄiSi=(— l)«6i....6«. 
Jetzt  nehme  man  der  Aligemeinheit  wegen: 

80  erhält  man  für  A=0,   |li2=  — |iii   und  für  A  =  l: 

1  I 


4r^* 


weshalb 


2V    1 {-lYb,,...bn 


(Sl^-V), 


und  schliesslich : 

(K) 


'Sa^)+(-l)"-'&i...6»(Äi^-^~Sa^^) 


Nennt  man  die  den  Kettenbriicheo  (—,....  —  )    und  {—,....-^1 
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zugehurigeo  Nenner  Nx  und  iV;ui«   so  ergiebt  sich  die  Differenz 
beider  KettenbrClcbe  als 

■ 

Werden  die  den  Kettenbrüchen  f  -^  * ....  -^ )    und  (  — , ....  -^  ) 

entsprechenden  Nenner  mit  Nn  und  Nn^i  bezeichnet,  so  ist  die 
Differenz  beider  Kettenbrüche: 

Zur  Berechnung  des  unendlichen  ngliedrig  periodischen  Ketten- 
bruches dient  die  Gleichung  (K) »  aus  welcher  durch  die  Annahme 
X=cx  resultirt: 

(k^       ftn\    _  1 

^  Vax        On^l/ 

in  welcher  <Z>,   wie  oben  angegeben,   die  Summe 

flp  I  —  *  ..... —  I  'T  <a  •  9 1  — «  •••• I 

bezeichnet. 

Durch  Vergleichung  dieses  Resultates  mit  dem  leicht  zu  finden- 
den Werthe  eines  unendlichen  ein-,  resp.  zweigliedrig  periodi- 
schen Kettenbruches  erhält  man  folgende  Sätze: 

1.    n  ungerade. 

Jeder  unendliche  ngliedrig  periodische  Kettenbruch  v"^»*— ~^  j 

kann  auf  einen  unendlichen  eingliedrig  periodischen  Ay  dessen 
Zähler  das  Product  61  ....6»  und  dessen  Nenner  <Z>  ist,  zurück- 
geflihrt  werden  vermittelst  der  Gleichung 

W\  —*....- —  I 

^Vfll         «n-l/ 
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2.    n  gerade. 

Jeder  unendliche  ngliedrig  periodische  Kettenbmch  kann  auf 
einen  unendlichen  zweigliedrig  periodischen  k^  dessen  Zäbler  der 
Reihe  nach 

&! . . • .  An -|-  V  61 ....  6fi(6i ....  hn  —  1)  und  Äj ...611—  V  6i .... bn (fix ....  ft»—  1), 

dessen  Nenner  1  und  d> — 2Ai....6fi  sind»  znrückgefi&brt  werden, 
80  dass 


(bi        bn\     __  /bx       6n^\ 
fll         ««/od  \öi         fln-l/ 


+  -?6i 


■T r- •  [A —  6i  . . •  •  Ön  —  V61  ....6n(Ai  .... Ä«  —  1)]. 


Ofi-1 


; 


Da  im  letztbezeichneten  zweigliedrig  periodischen  Kettenbruch 
die  Zähler  im  Allgemeinen  irrational  sind,  so  empfiehlt  sich  die 
Transformation  in  einen  Kettenbruch  mit  negativen  Vorzeichen. 
Werden  für  eines  solchen  die  den  tp  analogen  Functionen  mit  ^ 
bezeichnet»  so  genügen  sie  der  Relation 

,/,(^.....)  =  a,,|;(^,....)-6,t(|-...)- 

Man  findet  alsdann  für  gerade  n^  dass 

jeder  unendliche  ngliedrig  periodische  Kettenbrucb  mit 
positiven  Vorzeichen  sich  in  einen  eingliedrig  perio- 
dischen k  mit  negativen  Vorzeichen,  dessen  Zähler 
bi  .:.bn  und  dessen  Nenner  O  ist,  verwandein  iässt,  so  dass 

\ai ' ""  ttn/ac  ""  \ai  *  **"  flji-i/        /6,        6n-i\ 

fp\  — >.... ) 

\ai        an-i/ 

Allgemein  aber  ergiebt  sich : 

Jeder  unendliche  ngliedrig  periodische  Kettenbrucb  mit  nega- 
tiven  Vorzeichen 


/&,      bny  _b, 

I    9.... I         =5 

«1 


an- 


kann   auf  einen    eingliedrig   periodischen  k   mit    negativen    Vor- 
zeichen,   dessen  Zähler  6|....6n  und  dessen  Neuner 

il;!— »....  —  J — Vi.ilfi — >.... 1 
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ist,  laruckgef&hrt  werden  vermittelst  der  Gleichuiig 

Eine  einfachere  Gestalt  nehmen  diese  Rielationen  an,  wenn 
sämmtiiehe  Zähler  6  gleich  1  gesetzt  werden;  bezeichnet  man 
alsdann  den  Kettenbnich 


.1 
«1  + 


mit  (a,....n),    sowie  die  Function  q>  mit  g>(ai....n),   so  ergiebt  sich 
zunächst : 

q>  (ai....a)  =  9>  (afi....i) . 

(an....i);i       9>(ai,...fi-i)* 
<I>  =  g)(ai....n)  +  9(^2  ....«-1)5 

Sehr  vereinfacht  wird  die  Reduction  dieses  speciellen  Ketten- 
brnches,  dessen  Periode  eine  grade  Anzahl  von  Niennern  hat,  auf 
einen  zweigliedrig  periodischen  k\  denn  die  Nenner  des  letzte- 
ren heissen  der  Reihe  nach  1  und  <Z>— 2,  während  die  Zähler  1 
bleiben,  so  dass 

(ai....n)aD  =(«i....n-^l)  +  ^TT -r.(Ä— 1). 

Y'V*»  j  ..,,11—1/ 


4. 

Der  Werth  der  Quadratwurzel»  die  hiernach  durch  den  Ket- 
tenbruch mit  den  Zählern  1  dargestellt  wird,  hängt  davon  ab: 
1)  ob  die  Anzahl  der  Stellen  in  einer  Nennerperiode  und  2)  ob 
der  Ausdruck  O  grade  oder  ungrade  ist  Nach  dem  Bisherigen 
darf  aber  der  Fall  nicht  ausgeschlossen  werden,  dass  der  Radikand 
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einen  quadratischen  Factor  enthält  E«  bleibt  daher  zu  unter- 
suchen, wann  die  Gleichung 

■ 

(TA 

--^ (-l)«=tt«L 

stattfindet«  ¥orausgesetzt,  dass  L  nur  aus  ersten  Primzablpoten- 
zen  besteht  Es  erhellen  daraus  die  Bedingungen,  unter  welchen 
eine  irrationale  Quadratwurzel  durch  einen  Kettenbruch  von  einer 
graden  oder  ungraden  Stellenzahl  der  Periode  dargestellt  wird. 
Die  Resultate  dieser  Untersuchung  vergegenwärtigt  die  folgende 
Tabelle  j  in  welcher  zu  jeder  Form  von  L  die  Form  des  quadra- 
tischen Factors  a,  sowie  die  von  1<P,  und  endlich  die  Beschaf- 
fenheit von  n  angegeben  ist. 


L  T.  d.  Form 

a  ▼.  d.  Form 

n 

J0  ▼.  d.  Form 

4A+I      .... 

8A  +  1  .    .    . 
8A  +  5  .    .    . 

>»             •        •        . 

tW       .      .      .      • 

41  +  1  .    .    . 
4/+1  .    .    . 

2/  +  1   .    .    . 

grade 
ungrade 

grade 

8)fe±l 
ik 

^^i^  oder  Sk±2 

U  +  l 
2 

4Ä  +  3     .... 
8A  +  3  .    .    . 

8/^+7  .    .    . 

^v             •           •           •            • 

4/+1   .    .    . 
4/+1    .    .    . 

grade 

8k±l 
4Ä+2 
ik 

2(4Ä  +  1)     .    .    . 
2(8A-f-l)    .    . 
2(8A  +  5)   .    . 

AI  resp.  4/+2 
4/+1  .     .    . 
4/  +  1  .    .    . 

grade 
ungrade 

99 

16A±1  resp.  16A-+3 

8Ä  +  1 

Sk±3 

2(4A  +  3)     .    .    . 

4/  resp.  4/+2 

grade 

16Ä+1  resp.  mk±S 

Witt.  jltt  W^  AAt 
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Integration  der  Gleichung 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 
Professor    an    der    Handels- Akademie    zu    Wien. 


Differenzirt  man  diese  Gleichung  bezOglich  x  mroal^  so  hat  man: 

und  setzt  man 

m  =  —  X, 

so  vereinfacht  sich  dieselbe  nnd  gibt  durch  Integration:  . 
d?^^H  _         q>{x)  .  .  _  dh-^  r__5?.^fL_T 

wenn  9(0?)  eine  wiiikiihrliche  Function  von  x  bedeutet  Da  man 
einen  ganz  ähnlichen  Ausdruck,  mit  einer  willkuhrlichen  Function 
von  y  versehen»  gewinnen  kann^  so  ergibt  sich  für  das  volbtän* 
dige  Integral  der  vorgelegten  Gleichung: 

—^iL  r     yW     1 .  <^"^  r     '»(y)     n 

Anmerkung.    Wird   derselbe   Weg    eingeschlagen   bei    der 
Integration  der  Gleichung 

d!^x  dz         dz 

80  erhSit  man : 

unter  F(x)  eine  willkfibrliche  Function  von  x  verstanden. 
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Die  Brennpunkte  eines.  Kegelschnitts  als  solche  Punkte 
der  Ebene  aufgefasst,  in  welchen  je  zwei  entsprechende 
Punkte  zweier  kreisyerwandter  Systeme  vereinigt  sind. 

Von 

Herrn  Doctor  H.  Stebeck, 

Director  der  ProTinzial  -  Gewerbeschale  zo  Liegnitz« 


1. 

In  einem  Aufsatze  im  55.  Bande  des  Crelle'schen  Jour- 
nals habe  ich  u.  A.  nachgewiesen,  dass  bei  Zugrundelegung  der 
von  Gauss  gegebenen  graphischen  Darstellung  imaginärer  Zab- 

len,   die  Bedeutung  des  Ausdrucks      ,  völlig   mit   der  des 

gleichlautenden  Ausdrucks  im  baryeentrischen  Calcül  übereinstimmt 
Sind  nämlich  A  und  B  beliebige  constante  complexe  Zahlen« 
durch  welche  also  zwei  beliebige  feste  Punkte  einer  Ebene  dar- 
gestellt   werden  und   ist  v    eine  beliebige   reelle  Zahl»   so  ist 

A  -V-  Bv 

•  I  , —  Ausdruck  eines   in  der  Geraden  AB  liegenden  Punktes 

P,  und  zwar  des  so  liegenden  Punktes,  dass  das  Schnittverbält- 

AP 
niss  -jj^zizv  ist.    Nimmt  man  daher  v  als   veränderlich  an,    so 

A4-  ßv 

kann  — r-j —  als  Ausdruck  der  Geraden  AB  betrachtet  werden, 

X-f-V 

wobei  nicht  zu  übersehen  ist,  dass  v  einen  positiven  oder  nega- 
tiven Werth  hat,  jenachdem  der  durch  jenen  Ausdruck  darge- 
stellte Punkt  in  der  zwischen  A  und  ß  liegenden  Strecke,  oder 
ausserhalb  derselben  liegt. 


der  t^eme  onfMdM^  in  welchen  je  sM#  eni^freeä,  üMtt^etc,  4%^ 

Untersnchen  wir  nun,   ob   auch    der  allgemeinere  Ansdmok 

1 — z ,  in  welchem  ABC  wieder  beliebige  feste  Pankte 

(die  sog^enannteo  Fundamentalpunkte},  uvw  aber  beliebige  reelle 
Zahlen  sind,  hier  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  im  barycentischen 
CalcüL    Setzen  wir  zu  dem  Ende 


so  folgt  hieraus: 


Au-l-Bv-i-Cw 


=:P,     (8.Taf.Il.Fig.9.) 


Au  +  Bv       P(u  +  «?  +  «?)  —  Cw 

Bezeichnen   wir   den    durch  diese   einander   gleichen  Ausdrücke 
repräsentirten  Punkt  durch  X,  so  liegt  in  Folge  des  Obigen  Jl  sowohl 

in  AB,  als  auch  in  PC,  und  es  ist  somit  — ~ —  Durchschnitts- 


punkt  von  ^^nnd  PC.    Ebenso  beweist  man^  dass  F= 


ßo+Cw 


Durchschnittspunkt    von   BC   und    AP 9    endlich    Z  = 


Au+  Cw 
u-t-w 


Durchschnittspunkt  von  AC  und  BP  Ist    Hierbei  sind  die  Schnitt^ 

JY     ßV      CZ 
Verhältnisse    -jT^»  Tt*   "ZÄ  ^^^^^^^  ^®™  Obigen  zufolge  resp. 

V     w     u      c       *  •  4.  o      Au-)rBvi-Cw  ...      n     ii.j 

=:— >   —  *   — *     Somit  ist  P= 1 — i denenige  Punkt  der 

Ebene,   welcher  so  liegt,   dass  die  Geraden  AP,  BP,  CP  ver*' 
längert  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  resp.  nach  den  Schnittver- 

faältnissen  —  >    —  >    —   theiien,   und    es   hat  somit   der  Ausdruck 
u       V      w 

Au  +  Bv  +  Cw 
u  +  v-i-w 

in  der  That  von  unserem  Standpunkte  aus  völlig  dieselbe  Bedeu* 
tung  wie  der  gleichlautende  im  barycentrischen  Calcül,  und  eS; 
können  überhaupt  alle  im  barycentrischen  Galcul  ge- 
zogenen Resultate^  in  soweit  sie  sich  nur  auf  eine, 
Ebene  beziehen,  auch  als  unmittelbar  für  den  Punkt*, 
calcül  mit  imaginären  Zahlen  gültig  angesehen  werden. 


2. 

Muss  nun  der  Pnnktcalcül  mit  imaginären  Zahlen  dem  bary« 
centrischen  in  so  weit  nachstehen,  als  ersterer  sich  vorläufig  nur 
auf  die  Ebene  beschränkt,  so  übertrifft  er  ihn  doch  andererseits 


4ö4  sieb  eck:  Die  Brennpunkte  e/ties  Kegelscknita  aU  aotcUe  Funkle 

innerhalb  dieses  beicien  gemeinsamen  Gebietes  an  Tragweite,  weil 
durch  ibn  nicht  nur  die  Addition  und  Subtraction  von  Punkten, 
H'ie  bei  jenem,  sondern  auch  die  Multiplication ,  Division  etc.  un- 
mittelbar in  die  Kecbnung  eingeführt  werden  kann,  so  daes  hier- 
durch ermöglicht  wird,    nicht    bloss    Ausdrucken    von    der    Form 

— — X — jT '  sondern  überhaupt  jedem  beliebigen  algebraischen 

oder  frauKscendenten  Ausdrnck  einen  ptanimetrischen  Sinn  bei- 
zulegen. 

Wenn  wir  nun  unternehmen,  die  so  eben  aufgestellte  Behaup- 
tung durch  Entwicbelung  einer  neuen  Anschauungsweise,  mittelst 
deren  die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte  mit  der  Kreisverwandt- 
schaft  in  Beziehung  gesetzt  werden,  zu  rechtfertigen,  so  müssen 
wir  noch  einige  Vorbemerkungen  vorausschicken,  theils  behufs 
leichterer  Orientirung  des  Lesers,  theils  auch  um  einige  Punkte 
zu  erörtern,  welche  im  barycentrischen  Calcül  nicht  so  ausführ- 
lich erörtert  sind,  als  es  für  de»  vorliegenden  Zweck  nüthig  er- 
scheint. 

Zunächst  ist  aus  dem  barycen Irischen  Calcül  bekannt,  dass, 
wenn  ABC  drei  Fundament  alpunkte  einer  Ebene,  A'B'C  drei 
Fundamentalpunkte  einer  zweiten  Ebene,  nbc,  a'b'c'  beliebige 
reelle  constante  Zahlen  und  uvw  beliebige  reelle  veränderliche 
„  , ,  .  ,  Aau^^Bhv^Ccw  ,  A'a'u+B'b'v  +  C'c'w  . 
Zahlen  smd  ,  ~— — z-^ — und  — r^r-n — ; — i Aus- 

drücke  coUineärer  Punktsysteme  sind,  sofern  wir  diejenigen  Punkte 
beider  Ebenen  als  entsprechende  betrachten,  zu  welchen  dieselben 
Werthe  der  Variabein  gehören.  Hierbei  entsprechen  sich  offen- 
bar A  und  A',  B  und  B',  C  und  C.  Das  vierte  zur  Feststellung 
der  Gollineären  Beziehung  niithige  Paar  entsprechender  Punkte 
wird  am  einfachsten  gefunden,  wenn  man  u=:p  =  jc  setzt,  wo- 
Aa+m±Cc_  A'a'  +  B'l)'  +  C'c' 

a+i  +  c       --"""<»  «'+/,'  +  «' 

entsprechende  Punkte  erhSlt.  Sind  die  Schnittverhältnisse,  nach 
welchen  die  entsprechenden  Seiten  der  beiden  Fundamentaldrei- 
ecke durch  die  von  den  Ecken  aus  resp.  nach  D  und  D'  gehen- 
den Geraden    geschnitten  werden,   in  beiden  Systemen  dieselben, 

ist  also  —,^-ri^—,,  so  sind  beide  Systeme  afiSn,  Fallen  dage- 
gen beide  Ebenenauf  einander  und  ist  j1==^',  B  =  B',  C=C'.  »o 
haben  beide  Systeme  diese  drei  Punkte  und  also  auch  die  drei  Rich- 
tungen, »eiche  durch  diese  drei  Punkte  gehen,  mit  einander  ge- 
mein.    Ist  ausserdem  noch   —  = —, ,  hat  man  also  die  beiden  Sy- 


durch  man        „.  a.  ^  ^  =  ^  ""^    „<j.,jrT/ =  ö'  a'a 
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Aau+Böv-t-Ccw      ^  Aau+Bb'f>+Ccw         .  , ,  ,.     ^ 
steme   r-r — -. und  r-j-. — ;, ,  so  giebt  dies  deo 

Fall  der  perspektiviscbeo  CoUineatioo»  w^lcber,  obwohl  an  Folge»- 
rongeo  der  frucht barste ;.  im  barycentriscbeo  Calcäl  nicht  abgehan- 
delt ist.  Bezeichnet  man  nämlich  zwei  beliebige  entsprechende  Punkte 

cto 
beider  Systeme  resp.  durch  P  und  P',  so  ist  —  der  Werth  des 

Schnittverhältnisses ^  nach  weichem  die  Strecke  AC  sowohl  durch 
die  Gerade  BP,  als  anch  durch  BP'  getheilt  wird^  und  es  liegen 
somit  je  zwei  entsprechende  Punkte  beider  Systeme  mit  B  in  ge- 
rader Linie.  Bezeichnen  yiriT  nun  den  Punkte  in  welchem  die 
Gerade  AC  von  den  beiden  auf  einander  liegenden  Geraden  BP 
und  BP'  geschnitten  wird,  durch  L,  so  dass  also 

y       Aau  +  Ccio 

jLz=:: ^ — i~Z —  * 

oM  +  ctr 

so  folgen  aus  dieser  und  den  beiden  nachfolgenden  Gleichungen : 

_^ Aau-\-  Bbv  -\-  Ccw 

au-{-bv-\-cw 

Aau + Bb'v  +  Ccw 
au  +  b'v  -\r  cw 

die  beiden  Gleichungen : 

L{au  +  cw)  +  Bbv 


P'  = 


P  = 


P'  = 


au-\-cw-{-  bn 

L{au  +  cw)  -f  Bb'v 
au-i-cw-\-  b'v 


bv  b'v 

Somit  sind    ; und   z resp.  die  Werthe  der  Schnitt- 

au  -f-cw  au-i-  cw        '^ 

LiP  IjP 

Verhältnisse   p^  und  -pTjh»  und  es  ist  daher  das  Doppelschnitt- 

▼erhältniss 

LP    LP^_b^ 
PB'PB~b" 

also  constant. 

-^.     ^  .,       ^     ,  Aau+Bbv  +  Ccw       ,  Aau+Bb'v+Ccw 

Die  beiden  Systeme  r-r — i und r-r? — l 

^  au-i-äv  +  cw  au  +  b'v  +  cw 

sind  somit  perspektivisch  collineär  und  zwar  ist  B  das  Collinea- 
tioDScentrum»  AC  die  üoUineationsaxe;   r?  aber  ist  der  Modulus 
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der  CollineatioD  (vergl.  Paulas,  Neuere  Geometrie).  Ist  ins- 
liesoudere  6'^ — b  und  folglich  der  Colüneations- Modul  ^— I, 
so  hat  man  den  Fall  der  involutoriacben  Colliiieationssysteme,  je 
zwei  entsprechende  Punkte  werden  dann  dtireli  das  Centrum  B 
und  die  Uauptaxe  harmonisch  getrennt. 


Betrachtei 


1  den  durch  - 


Aa+2Bbx+Ccx'  ,  ,, 

■  -^a-+26^-+^;r—  vorgestell- 
ten  Kegelschnitt  (wo  ABC  die  Fundamentalpunkte,  abc  helie- 
bige  constante  reelle  Zahlen,  x  eiue  reelle  Variable  bedeutet), 
so  eraieht  man  aus  dem  Vorhergehenden  sogleich,  dass  je  zirei 
KU  gleichen,  aber  dem  Vorzeichen  nach  entgegengesetzten  Wer- 
thcn  Ton  w  gehüri$;e  Punkte  dieses  Kegebchnitts  entsprechende 
Punkte  itweier  involutorischen  Collineationssyslenie,  und  dass  mit- 
hin B  und  AC  Pol  und  Polare  des  Kegelschnitts  sind.  Da  nun 
aber  der  Kegelschnitt  durch  die  Punkte  A  und  €  geht  (als  irelche 
Punkte  denWerthen  0  und  so  der  Variatieln  x  enläprecben),  so 
sind  A  und  C  die  Durcbschnittspunkle  des  Kegelschnitts  und  der 
Polare  von  B. 


Somit  ist  - 


Ausdru 


Kegelschnitts, 


,  Aa-\^1Bbx-\-Ccx'^ 
a  +  2i  j;  +  c  j:" 

voa  welchem  die  Seiten    AB  und    CB  des  Fundamerituldreiecks 
Tangenten  und  znar   A  und  C  die  Berührungspunkte  der  letzte- 


Betrachten 


den   Ausdruck 


«+6{a:+a)+c,  ^ 

welcher  zwei  unabhängige  Varlabele  x  und  |  enthält  und  in  den 
obigen  Kegelschnittausdruck  äbergeht,  wenn  %  =  x  gesetzt  wird, 
und  bezeichnen  wir  denselben  durch  F{x,%),  so  ist  F{x',^, 
wenn  x'  ein  bestimmter  Werlh  tou  x  und  |  variabel  ist,  Aus- 
druck einer  Geraden,  da  der  Zühler  sowohl,  als  der  Nenner  line- 
are Funktionen  von  |  sind.  Die  Variable  |  wird  aber  wShrend 
ihrer  stetigen  Veränderung  einmal  ■=  x' ,  und  da  F{x' ,  .-c')  ein 
Punkt  des  Kegelschnitts  ist,  so  ist  F{a:- .  x')  ein  jener  Geraden 
und  dem  Kegelschnitt  gemeinsamer  Punkt.  Es  lägst  sieb  aber 
leicht  beweisen ,  dass  jene  Gerade  F(x' ,  ^)  nicht  noch  einen  zwei- 
ten Punkt  mit  dem  Kegelschnitt  gemein  haben  kann.  Denn  wäre 
F(x' ,  £')  dieser  zweite  Punkt,  so  miisste  es  einen  Werth  x"  von 
'  geben,  för  welchen  F(x",  x")  =  F(x' ,  ^')  wäre.  Somit  wäre 
daun 


^ft(^'  +  r)_   ■ 
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t 

wekbdn  Gleichungen  aber  aur  genügt  werden  kann,  wenn  a/' ^s,lg:=zatf . 

''  Somit  ist  bewiesen,  dass  die  Gerade  F(x^yQ  nur  einen  Punkt 
mit  dem  Kegelschnitt  gemein  haben  kann  und  folglich  eine  Tan- 
gente ist 9  deren  Berührungspunkt  sich  in  F(x'^  ai')  befindet. 
Eben  so  Ist  natürlich  JP(a:,  ^'),  wenn  |'  constant  und  x  variabel 
ist,  eine  Tangente  und  ihr  Berührungspunkt  in  F(|',  |').  Nun 
liegt  aber  der  Punkt  F{x' ,  |')  sowohl  in  der  Geraden  F(psf »  £)> 
als  fluch  in  der  Geraden  F(a;»  |0>  somit  ist  allgemein  F(arMO 
der  Pol  der  Geraden,  welche  die  beiden  Kegelschnitt- 
punkte  F{x',a:')  und  F(|',  5')  verbindet. 

Man  kann  hieraus  mit  grosser  Leichtigkeit  eine  charakteri- 
stische Eigenschaft  des  Kegelschnitts  nachweisen.  Ist  nämlich 
in  Taf.  IL  Fig.  10.  GbnFix' ,  x')  und  folglich  F{x'yi)  Ausdruck 
der  Tangente  in  G,  so  ist  es  leicht,  die  Durchschnittspunkte  der 
letzteren  mit  AB  und  AC  zvl  bestimmen.  Setzt  man  nämlich  in 
f  (jr',1)  die  Variable  £==0,  so  erhält  man  den  in  AB  liegenden 
Punkt  derselben: 

Ebenso  ist: 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber,   dass 


/ 


AZ  ^  bx^ 
ZB-'    a  ' 


i 


und  folglich: 


BZ*  _cx 
Z'C^ 


AZ,BZ*_^ 
ZB'WÖ~  ac' 


also  constant  ist.  Dies  Ergebniss  congruirt  aber  mit  dem  bekann* 
ten  Gesetz,  dass  auf  liwei  beliebige  Tangenten  eines  Kegelschnitte 
die  Durchschnittspunkte  aller  übrigen  Taugenten  conforme  Punkt* 
reihen    bilden.     Der   Modulus   der   anbarmouisch    proportionalen 

Theilung  aber  ist  — ,  welche  Bemerkung  uns  über  die  Bedeutung 

der  Constanten  abc  einen   bemerkenswerthen  Aufschluss  giebt. 
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Es  seien  nun  l  und  fi  ^ie  beiden  Wurzeln  der  Gleichung: 

«  +  26ar  +  ca;«  =  0,  (I) 

und  folgrich  F(;i,  i)  und  F(fi,  \k)  die  beiden  unendiicb  entf^rntee 
Punkte  des  Kegelschnitts,  so  ist  F(^,  ft)  der  Pol  der  Verbin- 
dungslinie  dieser  beiden  Punkte,  also  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts.   Nun  ist  aber  in  Folge  der  Gleichung  (1): 


folglich : 


26        ,         « 

^+ft=:— -,    ^f*  =  -; 


2gfr^-(^  +  C)cic 


A-\-  C 
wofür  man,  wenn  man  die  Mitte  der  Sehne  AC^  d.  i.  •— « — >  durch 

2V  bezeichnet,  auch  setzen  kann: 

Aus  dieser  Gleichung  geht  aber  hervor,  dass  der  Mittelpunkt  Üf 

des  Kegelschnitts  mit  B  und  N  in  gerader  Linie  liegt,  und  zwar 

b^  NM 

ist der  Werth  des  Schnittverhältnisses    -jetö* 

ac  MiS 

Ist  6^ — ac  =  0,  so  liegt  der  Mittelpunkt  im  Unendlichen  und 
der  Kegelschnitt  ist  eine  Parabel.  Nebenbei  ersieht  man  zugleich, 
dass  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  oder  Ellipse  ist,  jenachdem 
die  Gleichung  a  +  ^hx  -f  cx^  =  0  zwei  reelle  Wurzeln  hat,  oder 
nicht;   jenachdem  also  6*— •ac>0  oder  <0  ist. 


3. 

Nach  vorstehender  kurzen  Entwickelung,  welche  die  Collinea- 
tion  zum  Ausgangspunkte  hatte  und  in  welcher  von  keinerlei 
Mitteln  Gebrauch  gemacht  ist,  die  nicht  auch  dem  baryoentrischen 
Caicul  zu  Gebote  ständen,  können  wir  dem  oben  von  mir  ange- 
deuteten Ziele  näher  treten.  In  dem  oben  erwähnten  Aufsätze 
im  Crelle'schen  Journale  habeich  nachgewiesen,  dass  die  Brenn- 
punkte einer  durch  eine  Funktiop  von  beliebiger  Form  F{x)  ge- 
gebenen Curve  diejenigen  Punkte  sind,  welche  man  erhält,  wenn 
man  die  Wurzeln  der  Gleichung 

F'{.r)=0 
in  V(x\  für  x  einsetzt. 
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Die  unmittelbare  AnivenduDg  dieses  Gesetzes  auf  den  Kegel- 

sebnittausdruck   rcH — ; — « —  würde  aber  etwas   umstand- 

a  +  Iox+ca* 

lieh  ctein,  weshalb  wir  einen  kürzeren  Weg  einschlagen  wollen. 

Ist  der  Zähler  des  Bruchs  '  ^^       ■ — ^ —  ein  Tollständi- 

ges  Quadrat  9  so  giebt  es  offenbar  einen  Werth  von  xr,  welcher 
zugleich  den  beiden  Gleichungen 

F'(ar)  =  0      i 

genfigt  Dem  Obigen  zufolge  muss  also  dann  ein  Brenn* 
ptiokt  des  Kegelschnitts  in  den  Nullpunkt  der  Ebene 
fallen.  Umgekehrt  muss  Aa -{-^IBbx ■\- Ccx'^  ein  vollständiges 
Quadrat  und  folglich 

Ä26«— ^Cac  =  0  (Y) 

sein,  wenn  ein  Brennpunkt  des  Kegelschnitts  in  den  Nullpunkt 
fallt.  Denn  es  genügt  alsdann  ein  und  derselbe  Werth  vonor 
den  beiden  Gleichungen  (#),  was  nur  möglich  ist,  wenn 
Aa+2Bbx-i- Ccx^  zwei  gleiche  Faktoren  hat. 

Ist  nun  aber  der  Nullpunkt  nicht  ein  Brennpunkt  des  gege- 
benen Kegelschnitts  und  bezeichnen  wir  einen  der  beiden'  Brenn- 
punkte durch  Z,  so  können  wir  doch  den  Nullpunkt  nach  Z  ver- 
legen, was,  wenn  wir  es  thun,  zur  Folge  hat,  dass  wir  für  die 
Fundamentalpunkte  resp.  A^Z,  B — Z,  C — Z  schreiben  müs- 
sen, so  dass  nun  die  Bedingungsgleichung  (Y)  folgende  Gestalt 
annimmt : 

(B-Z)«6*-(J-Z)(C— Z)ac=:0.  (L)  . 

Dies  also  ist  die  Gleichung  für  die  Brennpunkte  des  in 
Rede  stehenden  Kegelschnitts,  von  deren  Richtigkeit  man  sich 
theilweise  schon  dadurch  überzeugen  kann,  dass  man  sie  auf 
die  Form 

Z«-2i1fZ  +  ß  =  0 

bringt,  wo  denn  M  die  , halbe  Summe  der  beiden  Brennpunkte» 
also  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  sein  muss.    In  der  That 

erhält  man  für  M  den  Werth o^^^o^ >    was    mit    d^in 

schon  vorhin  auf  anderem  Wege*  gefundenen  Mittelpunktsausdruck 
fibereinstimmt. 
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4. 

Setzt  man  zwischen  zwei  veränderlichen  Pnnkten  Z  und  V 
einer  Ebene  eine  solche  Abhängigkeit  fest^  dass 

(^-Z)(i?-ZO**— (4— ^)(C-Z0aG=O,        (M) 

so  stehen  die  beiden  Punkte  Z  dnd  Z'  in  Kreisverv^andtschailt. 
Denn  die  Gleichung  (M)  lässt  sich  leicht  auf  die  Form  Z^=  i  ■  p^ 

bringen,  weiche ,  wie  ich  in  dem  mehi^erwähnten  Aufsatze  (§.  14.) 
gezeigt  habe,  dasjenige  Abhängigkeitsverhältniss  zweier  Punkte 
darstctUt,  welches  Kreisverwandtscbaft  genannt  wird*  Da  nun  die 
Gleichung  (M)  in  die  Gleichung  (L)  übergeht,  wenn  Z'z=^Z  gesetzt 

wird,  so  sind  die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts ■  oaw.  i — S — 

diejenigen  Punkte  der  Ebene,  in  welchen  je  zwei  einander  nach 
der  durch  die  Gleichung  (M)  ausgedruckten  Kreisverwandtscbaft 
en^prechende  Punkte  auf  einander  fallen,  welche  letzteren  mit 
nach  einer  bekannten  Analogie  die  Hauptpunkte  der  kreisverwand* 
ten  Systeme  nennen  wollen. 

Eiiminiren  wir  andererseits  aus  den  Gleichungen  {J)  und  (^') 
des  vorigen  Paragraphen  x* ,  so  erhalten  wir,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  ebenfalls  die  Gleichung  (M).  Hier  aber  sind  Z  und  Z* 
die  Durchschnittspunkte,  welche  eine  Tangente  des  Kegelschnitts 
mit  Z  und  Z*  bildet.    Sonach  erhalten  wir  den  merkwürdigen  Satz : 

Betrachtet  man  zwei  in  zwei  sich  schneidenden  Ge- 
raden be fi ndli che  projektivische  Punktreihen  zugleich 
als  kreis  verwandt,  so  fallen  die  Hauptpunkte  der  bei- 
den kreisverwandten  Systeme  in  die  Brennpunkte  des- 
jenigen Kegelschnitts,  von  weichem  die  Verbindungs- 
linien je  zweier  entsprechender  Punkte  jener  pro- 
jektivischeil  Geraden  eingehüllt  werden. 

Versuchen  wir  es,  aus  vorstehendem  allgemeinen  Gesetz 
diejenigen  Nutzanwendungen  zu  ziehen,  welche  aus  der  Theorie 
der  Kreisverwandtscbaft  am  leichtesten  hergeleitet  werden  können, 
so  gelangen  wir  theils  zu  den  schon  bekannten,  theils  aber  auch 
zu  neuen,  nicht  weniger  bemerkenswerthen  Eigenschaften  der 
Brennpunkte. 

a)  Seien  in  Taf.  IL  Fig.  11.  Al  und  h  die  Brennpunkte  eines 
Kegelschnitts,    AB  und  BC  aber  Tangenten,    so  sind  die   vier 
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_  I 

Punkte  AKLB  den  vier  Punkten  BKLC  kreiev^rivandt.    Nach  den 
bekannten  Eigenschaften  der  Kreisverwandtscbafl  mnss  daher  sein : 


KA    KB      KB   KC 


(X) 


AL'BL—BL'  CL' 

Ferner  muss  die  Winkelbeziehung  Statt  finden: 

KAL'-'KBL^KBL^KCL.  (II) 

Aus  (1)  folgt  der  neue  Satz: 

Das  Verhäitniss  der  Entfernungen  der  Brennpunkte 
eines  Kegelschnitts  von  einem  beliebigen  Punkte  der 
Ebene  ist  die  mittlere  Proportionale  zu  den  Terhäit- 
ni.ssen  der  Entfernungen  der  Brennpunkte  von  den  Be* 
rübrungspunkten  dar  Tangenten^  welche  von  jenem 
Punkte  aus  an  den  Kegelschnitt  gelegt  werden  können. 

Die  Gleichung  IL  dagegen  liefert  den  Satz: 

Der  Winkel,  unter  welchem  die  Strecke  zwischen 
den  Brennpunkten  eines  Kegelschnitts  von  einem  be- 
liebigen Punkte  der  Ebene  aus  gesehen  wird,  ist  gleich 
der  Summe  der  Winkel,  unter  denen  dieselbe  Strecke 

*  *  - 

von  den  Berührungspunkten  derjenigen  Tangenten 
aus  gesehen  wird,  welche  von  jenem  Punkte  aus  an 
den  Kegelschnitt  gezogen  werden  können. 

b)  Es  muss  ferner  sein: 

BL  BA_CL    CB 
LK'AK'^  LK'  BK 

oder 

AB.BC  =  ^^j^'  (Hl) 

I 

Hieraus  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  beiden  Tangenten,  welche  man  von  einem  be- 
liebigen Punkte  der  Ebene  an  einen  Kegelschnitt  le- 
gen kann,  verhalten  sich  zu  einander,  wie  das  Ver- 
bältniss  der  Entfernungen  des  einen  Brennpunkts  von 
den  Endpunkten  der  einen  Tangente  zu  dem  Verhält- 
uiss  der  Entfernungen  des  anderen  Brennpun^kts  von 
der  anderen  Tangente* 

Andererseits  muss  aber  auch  die  Winkelbeziehung  Statt  finden : 

CLKSLK^CBK^BAK 
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Aus  dieser  Gleicbiing  tindet^mau  aber-  diircli    eine  leichte  Eni* 
wiclcelung :  > 

Dies  giebt  deo  Satz: 

Der  von  zwei  Tangenten  eines  Kegelscbnitts  gebil- 
dete Winicel  ist  der  Supplementswinkel  desjenigen 
Winkels,  welchen  man  erhält,  wenn  man  den  Winkel» 
unter  welchem  man  die  erne  Tangente  von  dem  einen 
Brennpunkt  aus  sieht,  addirt  zu  dem  Winkel,  unter 
welchem  man  die  andere  Tangente  von  dem  anderen 
Brennpunkte  aus  sieht,    . 

Der  bekannte  Natz,  nach  welchem  man  von  einem  beliebigeik 
der  beiden  Brennpunkte  aus  jede  der  beiden  Tangenten-  unter 
gleichem  Winkel  sieht,  sowie  noch  andere  dergleichen  Winkel- 
beziebungen lassen  sich  aus  a)  und  b)  leicht  herleiten. 

c)  Verstehen  wir  mit  Mubius  unter  dem  Centralpunkt  eines 
Systems  denjenigen  Punkt,  welcher  dem  unendlich  entfernten 
Punkte  des'  ihm  kreii>verwandten  Systems  entspricht,  so  fallen  die 
beiden  Centraipunkte  offenbar  mit  den  Gegenpunkten  der  confop* 
men  Geraden  Aß  und  BC  (Taf.  IL  Flg.  12.)  zusammen ,  also  mit 
deo  Punkten  M  und  iV',  in  welchen  diese  Tangenten  von  den 
ihnen  parallelen  Tangenten  3IF  und  FiV'  geschnitten  werden. 
Nun  ist  aber  bekanntlich  das  Produkt  aus  den  Entfernungen  zweier 
entsprechenden  Punkte  der  kreisverwandten  Systeme  von  den  Cen- 
tralpunkten  constant.  Da  nun  der  Punkt  L  dem  Punkte  L,  der 
Punkt  B  dem  Punkte  C  entspricht,  so  Ist  folglich: 

ML.N'L  =  N'C.MB. 

Betrachten  wir  andererseits  ganz  ebenso  B  und  F  als  Centrai- 
punkte der  kreisverwandten  Tangenten  iV'j5  und  N'Fy  so  inuss 
aus  demselben  Grunde 

BL.FL  =  BC,FN' 

sein.  Aus  der  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  und  unter 
Berücksichtigung,    dass  FN'^^MB,   ergicbt  sich: 

ML.N^L+BL.FL  =  BJS\  BM. 

Hieraus  ergielit  sich  folgender  Satz: 

Das  Produkt  zweier  benachbarter  Seiten  eines 
einem  Kegelschnitt  nmschrieb  enen  Parallelogramms 
ist  gleich   der  Summe  der  Produkte   der  Entfernungen 


eines  beiieblgen  der  beideD- Brentipilnktitf  ron  j«  sw«| 
gegenfiberstebenden  Ecken  des  Parallelogramms.  (Uf 
der  Kegelschnitt  ein  Kreis,  so  giebt  dies,  den  Pytbagoräiscbtn' 
Lehrsatz.) 

Andererseits  bilden  aber  aacb  in  zwei  kreisverwaudten  Syste- 
men je  zwei  vom  Gentralpunkte  des  dnen  Systems  ausgehende 
Gerade  denselben  Winkel/  wie  die  ihnen  entsprephenden  im  an«* 
deren  Systeme.    Hiernach  ist  also 

und  ebenso 

MBL=:LFMn.^.w. 

Dies  giebt  den  Satz: 

Ist  ein  Parallelogramm  einem  Kjßgelscbnitt  um- 
schrieben, 80  wird  jede  der  V'^erbindungslinlen  der 
Ecken  mit  einem  Brennpunkte  von  zwei  gegenüber* 
stehenden  Ecken  des  Parallelogramms  aus  unter  glei- 
chen Winkeln  gesehen. 

d)  Liegen  zwei  Punkte  D  und  F  der  Tangente  Aß  mit  den 
Brennpunkten  K  und  L  in  einem  Kreise  und  sind  D'  und  F'  resp. 
die  Durchschnittspuokte  der  von  D  und  F  aus  gezogenen  Tan* 
genten  mit  BC,  so  müssen  auch  die  Punkte  D'  und  F'  mit  den 
Brennpunkten  in  einem  Kreise  liegen.     Dies  giebt  den  Satz: 

Schneiden  zwei  Tangenten  (DD'  und  FF')  eines  Ke- 
gelschnitts eine  dritte  Tangente  (Aß)  desselben  in 
zwei  solchen  Punkten  (Dnnd  F),  welche  mit  den  Brenn- 
punkten in  einem  Kreise  liegen,  so  schneiden  sie  über- 
haupt jede  Tangente  (z.B.  ßC)  d«es  Kegelschnitts  in 
zwei  Punkten  (D'  und  F')»  welche  mit  den  Brennpunk- 
ten in  einem  Kreise  liegen. 

e)  Schneidet  ein  beliebiger  Kreis  (Taf.  IL  Fig.  13.)  die  beiden 
Kegelschnitts-Tangenten  MB  und  MF  m  den  Punkten  DEGH,  und 
sind  D'E'G'H'  resp.  die  Punkte,  in  welchen  die  Tangei^ten  iV^^  und 
N'F  von  denjenigen  Tangenten  geschnitten  werden,  welche  noch 
von  />,  £,  G,  H  an  den  Kegelschnitt  gezogen  werden  können,  so 
liegen  auch  die  vier  Punkte  D^  £^  G* ,  H'  in  einem  "Kreise,  und 
zwar  in  demjenigen,  welcher  dem  zuerst  gegebenen  entspricht. 
In  beiden  Kreisen  haben  resp.  M  und  N'  eine  ähnliche  Lage. 
Geht  der  eine  Kreis  durch  Jlf ,  so  wird  der  andere  Kreis  zu  einer 
Geraden  u.  s.  w. 

f)  Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  und  sind  A 
und  C  die  unendlich  entfernten  Punkte  derselben,  so  fallen  die 
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Ci»ntralpvnkte  ilf  tiiid  Jf'  sogleich  mit  B  in  den  Mittelpunkt  der 
Hyperbel.  Die  Kreisverwandtscbaft  ist  dann  eine  involatorische. 
Man  leitet  hieraus  leicht  die  bekannten  Eigenschaften  der  Asym- 
ptoten u.  s.  w.  ab. 

Der  Satz  unter  e)  gewinnt  hier  folgende  Gestalt:  Zieht  man 
▼on  den  Tier  Durchschnittspunkten  eines  Kreises  mit  den  Asym- 
ptoten einer  Hyperbel  Tangenten  an  die  letztere,  welche  die 
Asymptoten  abermals  in  viei;  Punkten  schneiden,  so  liegen  auch 
die  letzteren  vier  Punkte  in  einem  Kreise.  Der  Mittelpunkt  der 
Hyperbel  ist  ein  Aehnlichkeitspunkt  beider  Kreise. 

.  g)  Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  fällt  der 
eine  Hauptpunkt  der  beiden  kreisverwandten  Systeme  in's  Un- 
endliche und  die  Kreisverwandtschaft  geht  in  die  Aehnlicbkeit  über. 


Darstellung  des  unendlichen  Kettenbruchs 


t})(a;)  =  w(2a;  +  l)  + 


m 


w(2.T+3)  + 


m 


n(2a:  +  5)  +  ...- 

in  geschlossener  Form. 


Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

Professor  an  der  Handels -Akademie  zu  Wien. 


Es  ist^   wie  man  leicht  sieht: 


rpia:)-7i(2a:  +  \)  + 


m 


if(a;+l)' 


und  setzt  man : 


V<*)=Ä(fcr+t)+J — ^_:«;^    ^  .,  47& 


«(2ar+3)+  ^ 


ii(&r-{'^~l'*-*« 


8o  kommt  man  zu  der  Gleichung: 

mF(a:+2)  +  n(ar+l)  F(a:  +  l)-JP(a?)=0. 

Wird  dieselbe  nach  meiner  Methode  gelost,  so  erhält  man 
somit:  < 


/- 


tu 

2ii 


Da  für  m=l,  n=l    £\  =  C|  ist,  so  erhält  man  als  Werth  des 


vorgelegten  Kettenbruebes : 


^ 2n_ 


an 

Will  man  nun  den  Werth  des  Kettenbraches 

1 


«4 


3n-| - 


5«+       * 


Tu  + . . . . 

s 

haben,  welchen  Euler  bestimmte  (siehe  Euler's  vollständige 
Anleitung  zur  Integralrechnung,  deutsch  von  Salo- 
mon,  4.  Bandy  Seite  39].)9  so  hat  man  bloi^  in  der  gefunde- 
nen allgemeinen  Formel 

zu  setzen;  man  erhält  dann  als  Werth  des  obigen  Kettenbrucbes : 

"I — ZV 
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%/%  1 1 


lotogratiaB  der  partienen  DiffereDÜalgleichiing 

^*  +y>'di4 + «I  (« +y)^ + "«.(« +y)  ^ + ~= 0.    (I) 

VOB 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
Professor  an  der  Haodds- Akademie  %n  Wien. 


Euler  behandelt  diese  Differentialgfeichung  (VollstSndige 
Anleitung  zur  Integralrechnung,  deutsch  von  Salomoo, 
3.  Band,  Seite  221.)  in  dem  specieilen  Falle,  wo  mi^zm^  ist, 
und  findet  fOr  das  Integral  derselben  eine  in  specieilen  Fällen  ab- 
brechende Reihe.  Ich  will  (Qr  die  Gleichung  (1)  einen  anderen 
Integrationsweg  einschlagen,  welcher  mich  in  sehr  vielen  Fallen 
mit  dem  besten  Erfolge  zum  Inte<>rale  führte. 

Ich  setze  nämlich  : 

unter  Z  eine,  einstweilen  noch  unbekannte  Function  von  a:  und  y 
und  unter  X  eine  constünte  Zahl  verstanden ;  alsdann  ist : 

j^  =  (jr  +  y)*  j|  +i(a:+a^)^-»Z, 

und  werden  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (I)  substituirt,  so  er- 
hält man  nach  gehuriger  Reduction: 

V«  d^Z    .  ,,         .,        ^  dZ     .,  .      ^^        ^dZ 
+  [A«+(»MiiOTa-l)A  +  M]Z  =  0. 


Wird  nun  l  so  gewählt,  auf  dass 

il«  +  (m,  +  m,— 1)1  +  n=0 
wird ,  so  bat  man : 

welche  Gleichang  offenbar  von  einfacherem  Baue  ist,  als  die  Glei- 
chung (]).  Ich  differenzire  nun  die  Gleichung  (2)  fonal  nach  dr, 
unter  (i  eine  ganz  beliebige  Zahl  verstanden,  und  erhalte  hierdurch, 
die  Llouvilie'scbe  fonction  coroplementaire  ausser  Acht  lassend : 

df*-^^Z  eli^-^^Z  df*^^Z      ^ 

Diese  Gleichung  vereinfacht  sich,  wenn  man  fi  so  wählt,  auf  dass 

A  +  W2  +  f*  =  0 
ist,  und  gestaltet  sich  dann  folgendermassen : 

hieraus  folgt  nun: 

df*^^Z  <p(ar) 

unter  g)(a?)  eine  willkfihrliche  Function  von  a  verstanden;  und  da 
ist,  so  hat  man: 

Ganz  auf  ähnliche  Weise  erhält  man  aber  auch: 
folglich  ist: 

unter  A  eine  Wurzel  der  Gleichung  A*-|- (m| +fii2-^l)A-f  itssO, 
unter  9(0:)  eine  willkflhrliche  Function  von  se  und  unter  ^^(y)  eine 
willkührliche  Function  von  y  verstanden.  In  dem  Falle,  als  X+nii 
oder  A-I-1112  eine  ganze  Zahl  ist,  lässt  sich  die  angezeigte  Diffe- 
rentiation leicht  ausfahren,  und  man  kOmmt  dann  ftn  den  von 
Euler  gefundenen  Ausdrücken« 


A7b  linäm^: '  JfemimsintHo  täeotemniii  ütmäeriM 


Demonstratio    theorematis  Lambertini    de    sectoribus 

parabolicis  qaadrandis. 

Aactore 

D'''.  Christiano  Fr.  Ltndman, 

Lect.  Strengne«en«i. 


Si  litteris  x,  y  et  x' ,  y'  notamus  coordinatas  orthogonales 
puDctoruin  parabolae,  cujus  aequatio  est  y^=^2px,  constat,  super- 
ficiem  figurarum,  quae  curva  et  ordinata  axique  abscissarum  con- 
tinentur,  esse  Ixy,  Ix'y'  resp.  Positis  y  ety'  positivis  et  y'^y, 
differentia  superficierum  evadit  i{x'y'  —  xy),  Si  reperire  rolumus 
sectorem  (=ä),    cujus  vextex  est   focus,    deducendum  est  ^"*» 

iyC«^'— f)  «t  addendura  A""  i^C^— f  )•    Ita  fit 

-\\^(Vx'^Vx)\1{x'^Wl^^-x)-[-Zp\.      .    (l) 

Chorda  (=A:),   quae  puncta  conjungit>    datur  aequatione 

J5:«=(a:'~ar)a+(y-y)2=(V^-Var)a{(Var'+V^)*+2;>).  (2) 
Radii  vectores  {T,T')y  sectorem  terminantes,  sunt 

■ 

r'  =  :c'  +  |,     r=zx  +  ^ (3) 

unde  invenitur 


Ott  ^s0MMmA  pmr9^§ff€is  gumiramlfMi,    .  471^ 

« 
In  (2)  W-|-r— (ar^-t-or)  pro  p  suMituta,   babebimus 

vel,  quia  est 

linde  facillime  invenimus 

/ ____^ 

Quia  est  V^' +  V^  >  V^' ~  Var,   necesse  est,   sit 

y  r^  +  r  +  V^CW  +  r)*-*»      ^ 
quod  nisi  sumto  sigiio  inreriore  fieri  non  potest.    Itaque  est 

V«  —  Va?=y  r  +  T — y  (r'  +  r)*  —  A*^ —5 

Si  pro  3p  in  (1)  substituitur  SCr'+r)— 3(a;'+ar),   evadlt 

'  '    '  -  ' 

iatroductoque  valore  quantitatis  V^' — V^i 

1(8 fl» 

vel,  quia  secundura  formulam   -^^--j^=a*  +  aj}+j3*  est 

Vr'+r+Ä  — Vr'+r— Ä 

S=^t(r'+r  +  /:)l-(r'  +  t— ^)2);    .    .    .    (4) 

quae  tarnen  formula  non  valet,  nisi  sunt,  y  et '5^  positivae  et  y'^y 
vel  nisi  est  r'^'T  et  uterque  supra  axem  abscissarum. 

Quod  si  r'  est  supra  axem  et  r  itifra,   patet«   esae  y  Hegati- 

vam  et  =-- V^2par.    Itaque  est  •  -      .      '      . 


='V?<i 


»         »  '        .  f       .!.'       ■       1»;      .^..      ■  i; 


<V>ar'+Va:)t2(ar'— V^.+  a;)  +  Spj 
5(V«'+V*)t«(r'4i^r-(V«'4V»)«*.  .    :    (8) 
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Jam  vero,  quia  est  y=— V'ipor,  evadit 

*«  =  (Vor' +  Va:)«  I  ( Va:' -  Var)«  +  2/1 } 
vel  «ubstituendo  2(r'  +  r)  —  'iC.r'  +  j-)  pro  2p: 

unde  facilüme  invenitur 

VÄ:'+Va:=y^r'  +  r±  V  (r'+  r)«—  Ä«, 

ubi  reataty  ut  dijudicemiis ,  utrum  signum  eligendum  sit,  id  qnod 
nunc  aliquanto  diflGcilius  est  quam  antea.  Ope  aequationis  a' — w 
5=1^  — r  invenimus 


2r'±V{r'  +  r)«— A«  ,  2r±  V(r'+r)«-A:« 

2 y  r'  +  r ±  V(r'+ r)«-  A:«  2y/  r'+r± VV+»Ö*^ 


Fieri  potest,  iit  sit  — —  =^-;f->  et  signa  ita  sumenda  sunt»  ut 


huic  conditioni  satisfiat    Si  igitur  ^^i  — j-  >  — ,   necesse  est, 
Sit 

2r^J:V(r^+r)«— I«  2rdb  V^(i^+r)g— ifc» 

2r' y/  r'+r±  V"(7'+r)2-Aa     2r y^i^+rTVp+^^^ 
vel 

vel  

0  >  ±  (r'  -  r)  V^(r'+ r)«-  Ä«. 

Itaqae    signum    inferius   aut   superius  eligendum   est,    prout  erit 

^  \^x^     \^x 

T* ^r.    Contra  faciendum  est,  si  erit  — 7- < — •    Si  denique  est 

V'ä'       ^x 

--7-  =i  —  9  patet,  esse  r*-{'rz=ik.    Jam  ut  antea  invenitur 

S=^{(r'+r+A)J±(r'  +  >— Ä)15.     ...    (6) 

Signum  inferius  sumendnm  est 

1)  si  r'  et  r  ambo  aut  supra  aut  infira  axem  jacent; 

2)  si  r*  supra  axem  est  et  r  infra»  quum 

"^  <^'       r'    <    r   ^ 
Signum  superius  eligendum  est; 


I      '       .  • 


Var 
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isi  r'  sbpni  äxw,  >  Äfra  jacef>  quiim  

'     ■  .  •  \  ■      ' 

Omnia  hac  regula  comprebeadiintar :  aaperiaBtigflnaiiVflHimendiiiii 
est,  .81  y  axi  radiis  vectoribus  iDterjacente,  angulus  eorum  a  parte 
verticis  parabolae  180^  superat;  sin  ipiDUfisigno  iDferiorenteadihn. 


* 


Ueber  den  Werth  von  e**"^. 

Vott 

*        • 

Herrn   Professor   Doctor  «f.  Dienger 

am  Polytechnikum  ia  Karlsruhe. 


Es  ist  mir  nicht  bekannt,  ob  die  nachstehende  Ermittelung 
jenes  Werthes  schon  veröffentlicht  wurde:  Falls  die»  nicht  ge-*^ 
schehen  sein  sollte,  mag  sie  hier  mitgetheilt  werden.    Ich  ßige 

noch  Betrachtungen  aber  den  GrSnzwerth- von  (l-f—)'"  binzu,  die 
vielleicht  nicht  unerwünscht  sind. 


le 

Wenp  in  der  (endlichen  oder  .unendKeben)- jReihe, 

a       'de 

a,  b,  c,  ...•  endKche  Zobleo  sho,  so  kann  miui  immer  einen  Werth 
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von  m,  gross  genug,  angeben  so,  dass  das  erste  Glied  Beinern 
absoluten  Werthe  nacb  mehr  beträgt,  als  alle  flbrigen  6lieder 
zusammen. 

Ist  g  der  grösste  der  Koeffizienten  6,  c, ....  (immer  absolut 
genommen),  so  genügt  biezu,  dass 

ZT^i?!  z:5  +  "~a+  ••••)»    *!•  h.  a>^i —  H — ä+...«  »n  inf.  )» 
oder  da  jedenfalls  m  >  1 : 

a>o \%    iii>J  +  — • 

Da  diese  Bedingung  immer  erftült  werden  kann,  so  ist  unser  Satz 
erwiesen. 

Ist  a>0,  so  ist  alsdann  die  Summe  der  Reibe  (1)  kleiner  als 
— ,  aber  positiv;    für  a<0  ist  diese  Summe  negativ,  aber  > — • 


iL 

Der  binomiscbe  Satz  giebt,  wenn  m  positiv  und  ganz: 

Da  alle  Glieder  positiv  sind,  so  folgt  hieraus  (wenn  n<i?i): 
(!+>>  1+1+0(1-^)  +  . ... 

Die  Grösse  zweiter  Seite  giebt  ausmultiplizirt : 

14.1.^+-!-+    + ^— ?^+i-+ 

'  +  1  + 1.2  + 1.2.3+  " +  1.2....«— 1     ni  +  ni«+*-» 

wo  a  positiv  ist.    Nach  I.  ist  es  nun  muglicli,  m  gross  genag  zu 
wählen,  dass  diese  Grösse  mehr  sei  als 

^+1  +  1.2  +  -  •  +1.2....n-l~^' 
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so  dass  abdann 

Die  Dach  dem  letzten  GUede  von  (3)  Folgenden  Glieder  in  (2)  geben : 
welche  Grösse  jedenfalls  kleiner  Ist  als 


d.  h. 


oder 


1  1.1       nH-l 

n+1 

Demnach 

(i+^)-<i+i+rä+..+  r2znrn+Ti:«"^^^  («) 

Aus  (4)  und  (5)  folgt,  dass 

2a 

111  1  ^      m 

(H--)-=l+l  +  0+-+1.2...n-^l+*-  1      ^+2 

^l....n      n 

ond  mithin  fär  m=QD,  wenn  man  (1 -f ')"*  alsdann  mit  ebezeich- 

m 

net: 

Ä>0, 

*  =^'+1  +  172+  -'  +  1.2....  n~-l+*'  ^     '        ^ 

^  1.2....n  n+r 

Dass  damit  die  Berechnung  von  e  gegeben  ist,  ist  bekannt. 


111. 

Wie  auch  immer  m  gegen  einen  unendlichen  Werthc  wachse, 
so  ist 
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Gr(l+^)«=c.    Gr(l+J)»  =  e',  (fi) 

wenn  x  einen  reelteR  Werth  hat.    Den  Beweis  dieeet  zwei  Sätze 
Obergebe  icb ,  .da  er  «Uhekannt  ist. 


IV. 

-    I     iL  * 

Es  soll  der  Werth  von  (1  +  --^)**     Wr    m=Qc    angegeben 

werden. 

o  "4"  oz 
Man  setze  I  -{ =  r (cosg) -|-  isiüg)),  so  Ist 

r  =  [l-| h     _o    ]*,    cosg)  = ,     slDa>  =  — ; 

'•'«im*-'*  ^        wir  ^      mr 

also  (wenn  m  poiE^tiir  und  ganz): 

(l+-~)«=[l  +  -+--^H«(cosm9)  +  isinmg>).     (7) 
Nun  ist,    wenn  o*  +  6*  =  A:*: 

r 

ferner 

,    1    A:^         1     ,      1  /    ^^  Vi    ^  Iw,     2  /^    \» 

"'*'*"Im+2a'*T:2^^'"m\m+2a/  ■*"  1.2.3^^" m^^^"~m\m+2ay  +;" 

Ist  nun  a>0,  so  ist  die  zweite  Seite 

^^+im+i.2U/  '*"i.2.3U/  ^••••' 

ist  dagegen  a'^0,  so  kann  man  m  immer  gross  genug  annehmen, 
dass  m4-2a  beliebig  gross  und  positiv,  so  dass  m-|-2a — a  noch 
positiv  ist,  und  da 

k  k_ 

m  +  2a  ^  m  +  2a — a* 

so  ist  die  zweite  Seite  kleiner  als 

*  +  lwi+2o-«+1.2Vn«  +  2a-«/  ^'•- 
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-  k^ 
Dß,  die  zweite  Seite. immer  >  1  und  t-q endlich  ist,  so  ist 

nach  I.: 


•  < 


*.     >' 


(^  +  ^%^^^''  ^1,2**    wenn   a>0; 

Lässt  man  m  unbegräut    «racbseo.-   so  werden  -I  4-  ~-  nQa; 

2a 
Da  alsdann  nach  III.  (1+ — )w  =  e*«,  so  ist  för  m=(x: 

1» 


P+??+"-^J-=^.  [i+S+^F=- 


m 
-1 


Ferner  ist,  wenn  m  gross  und  6>0,  der  Winicel  g>  positiv  und  klein. 
Daneben  ist 

>sin9     ,   .  nir  ^r 


J  +  — 


Für  b<0  ist  9><0  und 


—  g>  ^      .        ,    woritus  wieder  —  mq>  .  . 

^<  — tg9  ^       —fr 

■  m 

LSsst  man  m  wachsen ,   so  nähert  sich  r  der  Einheit,  also 
-  der  Grosse  6.    der  sich  auch    -^ nähert,  so  dass  flir  ein 

unendliches  m:  fwpssb.    Die  Gtelchung  (7)  giebt  also  für  mssoo: 
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a  +  ^^V=e-(coaft+£«iii6)-  (8) 

Setzt  man  die  erste  Seite  sse'r^,  so  hat  man  also  zur  Er- 
kiSrnng  dieser  Grosse: 

«a+M  s2e^(coBb+i  sin  b).  (9) 

Setzt  man  hier  a=0,  so  ist: 

^zscosb  +  ialnd.  (10) 

Ans  (9)  und  (10)  folgt: 

00  wie  auch  leicht  zu  erweisen  Ist,  dass 

1 .._     «•+« 


(a+M) 


=  i5Tw>    «•+Wue+Ä=«a+e+(H«D*.    r__=^-H-(»-«D.\ 


Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Aactore  D^^,  Christiane  Fr.  Lindman,   Lect  Strengnetensi* 

I.  Uno  latere  (=  a)  ^*  rectilinei  et  angulo  (=  Ä)  opposito 
datis,  ceteris  autem  lateribus  auguiisque  variantibus,  in  venire  locum 
geometricum 

1)  punctorum,  ubi  altitudines  intersecantes  conveniant 

2)  centri  circulorum  inscriptorum 
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3)  centri  gravitatis 


a  _  .  ..^  o* 


^'  +  (y  -  gC<>*^)'=36  SiriM :.       • 

Nota.    Latus  a  est  axis  abscissaram  ejusqae  panctam  me- 
dium origo  coordinatarum  orthogooalium  *). 

II.  Invenire  minimum  cooum  rectum ,   quem  circa  sphaeram 
datam  describere  liceat. 

III.  Demonstrare  formulam  integralem 


Are  Sin  7 
k 


l-ife«Sin«t[;     8    VA— 1/  '    ^ 


Sioi(;Vl-ife«Sin> 


Cayley  bat  folgende  Relation  zwischen  deo  Seiten  uod  Win- 
keln eines  sphärischen  Dreiecks  gefunden: 

sin  6  sine  4- cos  6  cos  c  cos  2I  =  sin£sinC^-cos;BcosCcosa. 

Wie  lässt  sich  dieselbe  beweisen?    (Ich  nehme  diese  Notiz  aus 
einem  Aufsatze  von  Airy  in  dem.Philosophical  Magazine.) 

G.       , 


Zwei   Lehrsätze. 

Von  Herrn  Dr.  H.  Siebeck,    Director  der  Provinzlal-Crewerbetchäle 

zo   Liegnitz. 

Lehrsätze.  I.  Bewegt  sich  ein  Punkt  E  (TaL  IL  Fig.  14)  so 
auf  einem  Kreise,  dessen  Radius  =1  ist»  dass  seine  Geschwind 
digkeit  stets  gleich  seiner  Entfernung  von  einem  beliebigen  festen 
Punkte  A  der  £bene  ist,  der  sich  in  der  Entfernung  k  vom  Mit- 
telpunkte befindet,  und  ist  u  der  Winkel,  welchen  der  der  Bewe- 
gung folgende  Radius  vector  JE  mit  dem  Radius  OA  bildet,  so 
findet  folgende  Gleichung  statt: 


*)  Aufgaben  der  vorttehenden  Art  scheinen  mir  sehr  geeignet  for 
Schüler  und  Yerdienen  daher  vermehrt  cu  werden«  Herrn  Lind  man 
danke  ich  recht  sehr  für  derea  Mittheilasg.  .      Q* 
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wenn  t  dte  Zeit  ist»  während  welcher  der  Bogen  }B JE  mrffekge- 
iegt  wird. 

IL  Zieht  man  einen  zweiten  Kireis  von  der  Beschaffenheit, 
dass  die  Polaren  von  A  in  Bezog  auf  beide  Kreise  identisch  «ind, 
and  sind  L^'F,  G,  B^  o.  s.  w.  Punicte  des  zuerst  gegebenen  Krei- 
ses von  solcher  Lage,  dass  die  Verbindungslinien  LF^  FG,  GH', 
fi«  8.  w«  den  zweiten  Kreis  berfihren,  so  werden  unter  Festhaltang 
der  oben  rficksichtlich  der  Bewegung  gemachten  Voraussetzung 
die  Bogen  LF^  FG,  G Ja  etc.  in  gleichen 'Zeiten  zurSckgelegt. 


i  8  c  e  1 1  e  ir. 


-  ■  .  ' 

Schreiben    de«  Herrn  Doctor   Zinken,    gen.  Somioer,    la  Braun- 

seKweig  an  den  Herausgeber. 

In  Band  31.  Heft  4.  Seite  476.  Ihres  geschätzten  Ärchives  finde 
ich  eine  neue  Construction  der  mittleren  Proportionale  von  Gouzy 
aus  den  Nouvelles  Annaies  de  Math^matiques  von  Ter- 
quem,  für  welche  Sie  auch  sogleich  einen  Beweis  mittheilen. 
Ein  solcher  dürfte  sich  Tlelleicht  noch  anschaulicher  mit  Hülfe 
der  Bemerkung  liefern  lassen,  dass  die  dort  in  Frage  kommen- 
den Dreiecke  AEB  und  CEA  einander  ähnlich  sind,  indem  sie 
gleichschenklig  sind  und  einen  gemeinsamen,  je  an  der  Basis 
liegenden  Winkel  bei  A  haben.  Aus  dieser  Aehnlichk^it  folgt 
dann  sogleich: 

CAiAE==AE:AB. 

q.  e.  d. 
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S.  124.  Z.  26,  statt  SJx  setze  man  ßJQ. 
„  185.  ,,  5.  n.  2«  ▼•  n.  statt  g  stelle  man  9. 
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162.  ,,  12.Y,o.  anstatt  ]a  stelle  man  }A. 
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Literarischer  Bericht 


CXXIX. 


Mechanik. 

Einleitung  in  die  Mechanik.  Zum  Selbstunterricht 
mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens 
von  H.  B.  Lübsen.  I.  Theii:  Gleichgewicht  (Statik) 
.fester  Korper.  Mit  89  Figuren  im  Text.  IL,  III.  Theil: 
Gleichgewicht  der  tropfbar  flüssigen  und  luftforrai- 
gen  Körper.  Mit  22  Figuren  im  Text.  IV.  Theii:  Bewe- 
gung fester  Körper.  Mit  36  Figuren  im  Text.  Ham- 
burg.   O.  Meissner.    1858. 

Dieses  Büchlein  enthält  nach  unserer  Meinung  eine  recht  gute 
und  sehr  deutliche  Darstellung  der  Grundlebren  der  Statik  und 
Mechanik  fester  und  flüssiger  Körper,  mit  Zugrundelegung  bloss' 
derjenigen  mathematischen  Vorkenntnisse,  welche  jetzt  in  jeder 
guten  Schule  gelehrt  werben,  also  ganz  ohne  Voraussetzung  (fer 
sogenannten  höheren  Analysis,  selbst  nur  mit  Anwendung  einiger 
ganz  einfachen  trigonometrischen  Formeln  in  der  eigentlichen  Be- 
wegungslehre bei  der  Lehre  von  der  Wurfbewegung,  wo  dieselben 
natürlich  gar  nicht  zu  entbehren  waren,  fiberall  mit  besonderer 
Rückläicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens.  In  der  Statik 
nimmt  der  Herr  Verfasser  seinen  Auslauf  von  dem  Parallelogramm 
der  Kräfte,  welches  er,  ganz  zweckmässig  in  einem  solchen  Buche, 
in  bekannter  Weise  auf  Principien  zurückführt,  die  nicht  fein 
statisch  sind,  sondern  schon  den  Begriff  der  Bewegung  und  Ge- 
schwindigkeit in  Anspruch  nehmen;  er  giebt  aber  späterhin  auch 
noch  einen  rein  statischen  Beweis,  ungeföhr  so  wiePoinsot,  im 
siebenten  Buche  unter  den  Erg&niungen  zum  ersten  Buche.  Der 
Lehre  vom  Schwerpunkte,  von  der  Stabilität,  der  Reibung  und  den 
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eiiir»chen  und  zusamiuengesefzteu  Maschinen  ist  die  gebührende 
BerCicksichtiiiung ,  so  weit  alle  diese  Dinge  in  ein  Koiches  Uuch 
gehüren,  zu  T heil  geworden,  und  eine  Reihe  von  üehungsaufgaben 
ist  deüBtatik  beigegehen.  In  der  Hydrostutiic  sind  die  sgnimtli- 
cheo  Gruudgeeetze,  auch  dus  Gesetz  des  Urutks  auf  die  Seiten- 
Hände,  ivaH  sonst  oft  in  ähnlichen  üficheru  fehlt,  in  einfacher  Weise  - 
gehörig  mathematisch  hegrOndet  "orden,  was  in  gleicher  Weise 
von  der  Aerostatik  gilt,  wo  auch  die  verschiedenen,  im  gemeinen 
Leben  am  häufigsten  vorkontmenden,  auf  dem  Luftdrucke  beruhen-  ' 
den  Maschirjen  deutlich  erklärt  und  die  wesentlichen  Umstände, 
auf  die  es  bei  deren  zweckniNssiger  Anlegung  in  der  Praxis  an- 
kotnnit,  erörtert  worden  sind.  Zweckmässig  gewählte  Aufgaben 
sind  auch  hier  überall  eingereihet  wurden.  Den  verschiedenen 
Methoden,  das  specifische  Gewicht  ku  bestimmen,  mit  Rücksicht 
auf  die  verschiedenen  dabei  in  Betracht  kommenden  Correctioiien,  \ 
hätten  wir  eine  etwas  eingehendere  Lrürterung  gewünscht,  wenn 
auch  dieser  (Gegenstand  mehr  dt.-m  Gebiete  der  Physik  als  der 
eigentlichen  Mechanik  anheimfnllt.  Die  eigeniliche  Bewegungslehre 
ffir  feste  Kilrper  enthjilt  ebenfall»  die  gewühnlichen  Lehren  in 
sehr  fasslicher  Darstellung  mit  steter  Rücksiclit  auf  {iraktische 
Anwendung.  Ob  noch  ein  der  Hydraulik  gewidmeter  Theil  folgen 
wird,  ist  ans  den  bis  jetzt  vorliegenden  Tlieilen  nicht  ersichtlich;' 
wir  wünschen  es  aber. 


Besonders  erkennen  Mir  bei  diesem  Büchlein  an,  dass  nur  so 
viel  in  dcmsellieu  gegeben  worden  ist,  als  sich  mit  den  voruusge- 
seilten  geringen  mathematischen  Hülfsmittelri  mit  vollständiger  Deut- 
lichkeit begründen  und  zum  VerstÄndnies  bringen  Hess.  Oft  ist 
uns  bei  Büchern  dieser  Art,  namentlich  auch  solchen,  die  eineitr 
praktischen  Bedürfnisse  in  der  Maschinenlehre  in  elementarer 
Weise  entsprechen  sollen,  das  Bestrehen  entgegeniietrelen,  auf  ' 
allgemeinere  mechanisclie  Uesctze  von  einer  höheren  Natur  zu-.< 
rückzugehen  und  deren  Anwendung  in  der  Maschinenlehre  sv 
zeigen.  Ein  solches  Bestreben  h.ilten  wir  für  verfehlt.  Dena 
einmal  zeigen  die  Verfasser  solcher  Bücher  oft  nur  zu  deutlich^  ' 
dass  ihnen  selbst  kein  ganz  vollständiges  Verständniss  dieser 
Gesetze  zur  Seite  steht,  und  anderniheils  gehen  dieselben  nieU 
stens  über  den  Gesichtskreis  des  Publikums,  welches  solche  BQ- 
cher  im  Ange  haben,  hinaus  und  führen  daher  nur  zu  leicht  Miss* 
Verständnisse  herbei.  Dies  hat  der  Herr  Verfasser  des  vorliegenden 
Büchleins,  nie  schon  gesagt,  mit  sehr  richtigem  Takte  dadurch 
vermieden,  dass  er  nicht  ivcitcr  zu  gehen  gestrebt  hat,  als  die 
vorausgesetzten  niathemaiischen  Grundlehren  nur  eben  gestatteten. 
Dies  loben  wir  neben  seinen  Übrigen  oben  schon  hervorgehobenen 
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Vorzügen  noch  besonilers  an  iliesem  Elementarbuche  und  eRipfeh" 
l«n  es  auch  deshalb  ror  vielen  anderen  biichern  einer  ähnlichen 
7'entlenz  allen  dene«  recht  sehr,  die  sich  für  die  gewöhnlichen 
Geschäfte  des  praklischen  Lehens,  welche  von  den  bewegenden 
Naturkräften  Gebrauch  maclien,  eine  hinreichende  Kenntniss  der 
(■rundlehren  der  Mechanik  verschaffen  wollen.  In  keiner  anderen 
malbemalisehen  WJHsenschaft  sind  durch  unklare,  der  gchüngeii 
Begründung  entbehrende  Vorstellun<:en  herbeigeführte  Missver- 
släiidnisBe  leichler  möglich  wie  in  der  Mechanik,  nirgends  führen 
dieselben  leichter  zu  falschen  und  verfehlten  Anwendungen.  Das 
vorliegende  BQchlein  wird  daitu  wenigstens  keine  Veranlassung 
geben,  was  wir  nuchniala  als  einen  besonderen  Vorzug  desselben 
erkennen.  Wer  weiter  in  der  Mechanik  gehen  will,  niuss  sich 
vorerst  weiter  in  der  sogenannten  reinen  Mathematik  umseben, 
wozu  es  Hiiirsmitlel  genug  giebt;  das  ist  nun  einmal  bei  einem 
solchen  Ueslreben  urierlässÜch. 


Astronomie. 


schaftlichen    Klasse 
Wissenschaften  besoi 


Physische  Zusammenkunft  der  Planeten  l  bis  42*) 
'ährend  der  nftchsten  Jahre.  Von  Karl  v.  Llftrow, 
irklichera  Mitgliede  der  kaiserl.  Akademie  der  Wis- 
enschaften.  Hit  zwei  Tatein.  (Aus  dem  XVI.  Bande 
er  Denkschriften  der  niath  ematisch  -  naturwissen- 
der  kaisorlichen  Akademie  der 
ders  abgedruckt).    Wien.    1859.    4. 

Eine  vorläufige  kurze  Anzeige  dieser  wichtigen  Arbeit  ist 
schon  im  Archiv.  Tbl.XXXlI.  Heft  3.  S.  357.  aus  den  SitKungS' 
berichten  der  Wiener  Akademie  von  uns  geliefert  worden,  und 
wir  freuen  uns  sehr,  jetzt  das  Erscheinen  der  wirklichen  Abhand- 
lung anzeigen  zu  können.  Worauf  es  bei  der  hetreffendeii  Auf- 
gabe ankommt  und  was  dieselbe  erstrebt,  kann  im  Allgemeinen 
als  hinreichend  bekannt  angenommen  werden.  Eben  so  ist  die 
Methode,  deren  sich  Herr  v.  Littrow  bei  den  hier  zur  Sprache 
kommenden  Ermittelungen  bedient  bat,  aus  seinen  früheren  hier- 
her gehiirenden  verdienstlichen  Arbeiten  bekannt.  Dieselbe  ver- 
bindet in  sehr  zweckmässiger  Weise  Zeichnung  und  Rechnung 
mit  einander,  und  ist  in  der  vorliegenden  Abhandlung  von  Neuem 
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in  der  KürEe  wieder  ans  einander  gesetzt  tvnrden.  Welclien  Änf- 
wand  von  Zeit  und  MShe  aber  bei  aller  Zweckmässigkeit  der 
Methode  Unteriiiücliungen  dieser  Art  errordern,  und  wie  sehr  die 
WisKenschall  Herrn  r.  Liltrotr  zu  Dank  Terpflichtet  ist,  dass 
er  sich  derselben  unterzogen  bat,  kann  nur  der  richtit;  beurlhei- 
len,  wer  sith  selbst  schnn  mit  snleben  Arbeiten  beschänigte. 
Altes  ist  in  der  Abhandlung  niitgelbeilt  wurden,  ivas  In  theore- 
tischer and  praktischer  Rücksicht  nitthig  ist,  um  zu  einer  voll- 
ständig deutlichen  Einsicht  in  die  ^anze  mühevolle  Arbeit  eu  ge- 
langen, so  dase  in  dieser  Bezie'bang  gar  nichts  zu  wünschen  äbrig 
geblieben  ist.  Ebenso  sind  die  gewonnenen  Resultate  mit  der 
grüssten  nichts  zu  wünschen  übrig  lassenden  Vollständigkeit  und 
Genauigkeit  mitgelheilt  worden.  Es  fanden  sich  zwischen  den 
betrachteten  42  Asteroiden  549  Bahniiähen  unter  0,1  (der  halben 
grossen  Erdbahnaxc)  gegenseitiger  Entrernung,  und  darunter  157 
von  besnnderer  Enge,  IJie  grosse  Anzahl  von  Bahniiiihen  über- 
haupt, etwa  zwei  Dritllieile  der  861  Paare,  welche  im  Ganzen 
durchzusehen  waren,  darf  bei  dem  weiten  Sinne,  der  dem  Worte 
„Bahrinähen"  hier  gegeben  wurde,  nicht  überraschen.  Mit  dem 
vorliegenden  Material  Hess  sich  eine  weitere  Frage  von  Interesse, 
nämlich  ob  irgend  besondere  Anhäufungen  von  BuhnnJihiin  an  ge- 
wissen Punkten  des  Weltsystems  satifinden,  leicht  beantworten. 
Um  in  dieser  Beziehung  einen  Ueberblick  zu  gewinnen,  wurden 
eämmtliche  Bahnnaben  nach  ihren  Längen,  projicirten  Radien- 
Vecloren  und  Lolhen  auf  ein  Blatt  gezeichnet,  wie  ans  Taf.  II. 
ersichtlich  ist.  Der  üeberblick  dieser  Zusammenstellung  lehrte, 
das»  keine  besondere  Anordnung  sich  geltend  macht,  man  im  Ge- 
gentheile  zn  der  Annahme  berechtigt  ist,  dass  bei  zunehmen- 
der Zahl  von  Asteroiden  die  jetzt  schon  nahezu  vorhandene  Gleich- 
förmigkeit der  VertheHung  sieb  immer  mehr  einstellen  werde. 
Für  I8S8  bia  1867  hat  Herr  v.  Littrow  folgende  Zusammen- 
kBnfte  gefunden: 

Enterpe- Lutetia  ....    1858  Mitte  Oclober. 

Bellona-MetiiS      ....    1858     „      November. 

Polyhymnia-Vesla      .    .    1898     „  „ 

Massatia-Payche    .    .    .    1859  Ende  October. 

Ennomia-Metis  ....    1860     „     Jfinner. 

Eunomia  •  Irene   ....    1860  Anfangs 'MSrz. 

Irene-Metia 1860  Mitte  März. 

Hebe  -  Partbenope  .    .    .    1860  Ende  November. 

Fides-Vesta      ....    1861  Anfang«!  MSrz. 

Metis-Poiyhymtila     .    .    1863  Enile  AprU.  ' 
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Eaterpe  -  Polyhymnia     .  1864  Mitte  Juni. 

Hebe-Parthenope .    .    .  1864     ^^      September. 

Melpomene-Partbenope  1864  Ende  November. 

Iris-Pomona      ....  1865  Mitte  October. 

Fides-Fortuna  •    •    •    •  1866  Ende  Jänner. 

CalUope-Egeria    .    •    .  1866  Mitte  October. 

Flora -Metpomene      •    .  1867     ,,      Febmar. 

Euterpe- Proserpina  •    •  1867  Ende  April. 

Pomona-Vesta     •    .    .  1867      „      November. 

Herr  v.  Littrow  hatte  seine  Arbeit  ^  bei  welcher  die  Herren 
Hornstein  und  Oeltzen  die  erspriesslichste  Hälfe  leisteten,  ganz 
beendigt  nnd  war  eben  mit  der  Zasammenstellung  der  Resultate 
beschäftigt,  als  er  von  einer  ähnlichen.  Arbeit  des  Herrn  Karl 
Linser  in  Sonneberg  bei  Coburg  Nachricht  erhielt.  Die  von  dem- 
selben angewandte  Methode/die  nur  auf  Rechnung  beruhet,  wird 
nebst  den  erhaltenen  Resultaten  i^n  Herrn  v.  Littrow  mitge* 
theilt  und  die  befriedigende  Uebereiustimmung  beider  Arbeiten 
nachgewiesen.  Dadurch  wird  die  vorliegende  interessante  und 
wichtige  Abhandlung  zugleich  zu  einem  Repertorium  alles  dessen» 
was  bis  jetzt  "Damentlich  in  praktischer  Rücksicht  mit  Erfolg,  auf 
diesem  Felde  gearbeitet  worden  ist. 

Wir  müssen  uns  leider  begnü'gen,  durch  die  vorhergehende 
kurze  Anzeige  auf  die  in  wissenschaftlicher  Röcksicht  grosse 
Wichtigkeit  der  vorliegenden  Abhandlung^  die  jedenfalls  zu  deh 
bedeutendsten  neueren  Erscheinungen  auf  astronomischem  Gebiete 
gehurt,  und  dad  grosse  Interesse,  welches  dieselbe  in  so  vielen 
Beziehungen  darbietet,  im  Allgemeinen  hingewiesen  und  unseren 
Lesern  zur  sorgfältigsten  Beachtung  empfohlen  zu  haben,  und  kön^ 
nen  zum  Schluss  dem  geehrten  Herrn  Verfasser  zu  deren  Vollen- 
dung nur  noch  aufrichtig  Glück  wünschen. 


In  dem  Jahrgange  1859  des  immer  viel  Lehrreiches  enthal- 
tenden Kalenders  für  alle  Stände,  welchen  Herr  von  Lit- 
trow herausgiebt,  befindet  sich: 

1.  Eine  ungemein  vollständige,  auf  die  neuesten  Bestimmun- 
gen gegründete  Ueberstcht  des  Sojinensystems,  in 
welcher  auch  das  Historische  in  sehr  lehrreicher  Weise 
tiubführlich  mitgetheilt  ist. 

2.  Ein  Aufsatz  über  den  Einfluss  des  Vorrückens  der 
Nachtgleicben    a-iif  i  die   Stellnng/der    Gestiroe, 
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welchen  wir  namentlich  auch  wegen  der  ihm  angehängten 
cilfTafeln  Ltehhaljern  der  Astronomie  recht  sehr  empfehlen. 
Tar.I.  his  Taf.X.  enthüllen  den  Hundertjährigen  Be- 
trag des  Vorn'ickens  der  Nach  tgleichen  in  gera- 
der AufsleiguTig;  und  Taf.  XI.  giebt  den  Hundertjäh- 
rigen Betrag  des  Vorrückens  der  Nachtgleichen 
in  Abweichung. 

3.  Die  Fortsetzung  der  im  Jahrgange  1858.  .S.  111.  angefange- 
nen Geschichte  der  beobachtenden  Astronomie, 
vorzüglich  betreffend  die  Errindung  iles  Alikronieters ,  die 
Verbindiiiig  des  Fernrnlira  mit  witikelni  essen  den  Inslmroen- 
ten  und  die  grossen  Verdienste,  welche  der  berühmte  dä- 
nische Astronom  Ulaus  RHmer,  ausser  auf  anderen  astro- 
nomischen Gebieten,  sich  hauptsächlich  durch  die  Einführung 
des  Passagen -Instruments  in  die  beobachtende  Astronomie 
erworben  hat. 
Wir  wQnschen  sehr,    dass    Herr  von  Litlrow    diese   nicht 

BS  dar  Laien   lehrreiche   Ga|chichte   der   beot)achtenden  Astro- 


iiomie  in  den  folgenden  Jahrgängen  seines  Kalenders  weiter  führen 
möge,  und  sind  im  Allt;eme!nen  Gberzeugt,  dass  dieser  Kalender  in 
sehr  erspriesslicher  Weise  zur  Verbreitung  aslronomischer  Kennt- 
oisse  unter  einem  grosseren  Publikum  niilzuwirken  geeignet  ist. 


liehe  neuere  Arbeiten  sind  die  folgenden  Bahnberechnungen  einiger 
Planeten  und  Cometen: 

Ueber  die  Bahn  der  Eugenia.  Von  M.  LSwy.  Wien. 
1858.    8. 

Ueber  die  Bahn  des  Cometen  V  185».  Von  Demsel- 
ben.   Wien.    1858.    8. 

Elemente  der  Bahn  des  von  Bruhns  am  21.  Mai  1^8 
in  Berlin  entdeckten  Cometen.     Von  Demselben. 

Ueber  die  Bahn  des  Cometen  Donati.  Von  Demsel- 
ben.   Wien.     183».     8. 

NatQrlich  müssen  wir  uns  hier  mit  der  blossen  Titel  Anzeige 
solcher  vorzugsweise  nur  calculatorischeo  Arbeiten  begntieen,  wo- 
durch aber  deren  Verdienstlichkeit  durchaus  kein  Eintrag  gelhan 
werden  kann  und  soll. 

; 


Vergleichung  des  „ÜRtalogus  generalis  pro  1830"  in 
StrnTO'fl  Stellkrum  fixarum  iraprimis  duplicinm  Qt  raul- 


tipliüium 
beiden  K 
VoD  Dr.  B 
kau.     Wu 
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a  medlae.  Petropoli  1852."  mit  d«n 
US  Uesaera  Zoneii-BeobachtuDgen. 
*r,  Directoi  der  Sternwarte  suKra- 


I  1S58.     8. 


Herr  Directnr  Weisse,  der  sich  durch  die  Bearbeitung  der 
beide»  aus  ttessel'a  Zonenheohaclitungen  abgeleiteleii  Sternca- 
taloge,  von  denen  aucfi  der  zweite,  an  welchem  rasch  gedruckt 
wird,  bald  in  den  Händen  der  Astronomen  sein  wird,  so  grosse 
Verdienste  envorben  bat,  liefert  in  dieser  aus  den  Sitzungsbe- 
richten der  Wiener  Akademie  der  Wissenschaften, 
Band  XXXII.  Jahrgang  1S9S.  besonders  abgedruckten  Ab. 
handlung  eine  Vergleichung  von  Struve's  „Positiones  me- 
diae"  mit  seinen  beiden  Cataingen,  ffir  welche  ihm  die  Astrono- 
men gleichfalls  zu  besoudereni  Danke  verpflichtet  sein  werden. 


Nautik. 


Ueber  die  Berechnung  des  Widers  tan  des  derDampf- 
Kchiffe.  Vom  Dr.  Eckhardt,  Grossberzoglicliem  Gc- 
heimerath  in  Darmstndt.  (Aus  dem  englischen  Jonrnal 
„ArtiKMii"  März  und  April  1858,  in's  Deutsche  Cher- 
tragen  nnd  niitgetheilt  von  dem  Verfasser).  Extra- 
Abdruck  aus  der  Zeitschrift  des  Architekten-  und  In- 
genieur-Vereins  l'iir  das  Königreich  Hannover.     4**, 

Wir  glauben  auf  diese  Abhandlung  aufmerksam  machen  eu 
müssen.  Der  Herr  Verfasser  unterscheidet  in  derselben  den  mitt- 
leren Scbiffstheil,  das  Vorderlheil  und  das  Hintertheil,  und  be- 
rechnet, immer  ein  an  seinen  Enden  mit  zwei  Prismen  versehenes 
Parallelepiped  betrachtend,  gestützt  auf  die  tia  Archiv.  Tbl. 
XXV.  S.  116.  entwickelte,  an  die  Versuche  der  Iran züsi sehen  Ma- 
tbenialiker  angeschlossene  Formel,  auf  S.S.  seiner  Abhandlung 
eine  Tafel  für  den  Widerstand  des  Wassers  am  Vor- 
schiff nnd  Achterschiff,  weiche  alü  das  Haupt- Resultat  die- 
ser Abhandlung  zu  betrachten  ist,  indem  er  zugleich  die  Anwen- 
dung derselben  durch  ein  interessantes' Beispiel  erläutert,  »elcheni 
die  Dimensionen  des  Great  Eastern  oder  Leviathan  zu 
Grunde  gelegt  worden  sind.  Für  dieses  Beispiel  ist  der  Wider- 
stand den  Vorderlheils  943,353  Pluud  und  der  Rücksloss  des 
Hinterlheils  31^598  Pfund;  also  der  verminderle  Widerstand  des 
ganzen  Schiffs  552,955  Pfund.     In   lehrreicher  Weise   beschäftig! 
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der  Herr  Verfasser  sich  auch  noch  mit  der  Lüsung  der  Aufgabe : 
„Wenn  zwei  Prismen  von  gleicher  Basis  zusammengefügt  werden, 
deren  Längen  veränderlich  sind,  aher,  susammen  addirt,  eine  con- 
stante  Summe  gehen,  dasjenige  Verhättniss  der  Längen  zu  Gnden, 
für  welches  die  Widerstandsverminderung,  welche  durch  das  ver* 
einigte  Vorder-  und  Hinterlhejl  hervorgebracht  wird,  ein  Maximum 
oder  der  Widerstand  seihst  ein  Minimum  wird"  und  schliesst  mit 
einigen  besonderen  Betrachlungen  über  die  Dampfschiffe.  Wir 
glauben,  dass  dieue  wenigen  Benierlcungen^  mit  denen  wir  uns 
an  diesem  Orte  begnügen  müssen,  hinreichend  sein  nerden,  um 
auf  die  Wichtigkeil  der  vorliegenden  Abhandlung  für  die  »eilere 
Entwickelung  des  in  ihr  behandelten  ticgenslandes  aufmerksam 
zu  machen.  G. 


Vermischte  Schriften. 

Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  hamburgiechen 
Gesellschaft  zur  Verbreitung  matbematischer  Kennt- 
nisse.    Faslnaclit  I85D.     4. 

Wir  haben  schon  mehrmals  die  Freude  gehabt,  in  unseren 
literarischen  Berichten  auf  das  so  sehr  verdienstliche  Wirken  der 
genannten,  im  Jahre  Iti'JO  von  zwei  achtnngswertben  Männern  und 
Lehrern  in  Hamburg,  deren  Namen  noch  jetzt  in  dankbarer  Er- 
innerung fortleben: 

Heinrich  Meissner,  Director  der  St.  Jacobi •  Schule  (gest. 
]716)  und 

Valentin  Heins,  Director  der  Schule  zu  St.  Michaelis  (gest 
1704) 
ursprGoglieb  unter  dem  Namen  der 

Die  Kunet-Rechnung  lieb-  und  übenden  SocietSt 
gestifteten  Gesellschaft,  welcher  auch  der  Heransgeber  des  Archivs 
als  Ehrenmitglied  anzugehciren  sich  zur  ganz  besonderen  Ehre 
rechnet,  hinzuweisen,  und  sehen  aus  diesem  neuen  jLibresberichte, 
dessen  Inhalt  wir  im  Folgenden  angeben  werden,  dass  das  Wirken 
der  Gesellschaft  im  I69slen  Jahre  ihres  Bestehens  an  Ausbrei- 
tung und  Bedeutung  nur  genonuen  bat. 

Seit  1853,  wo  der  letzte  Jahresbericht  erstaltet  wurde,  hat 
die  Gesellschaft  zehn  Mitglieder  durch  den  Tod  verloren,  von 
denen  wir  neben  anderen  verdienten  Namen  nur  Gauss,  Grelle, 
A.  C.  Petersen    nennen   wollen;  vierzehn    neue  Mitglieder,    fast 
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nur  einheimlscbe  oder  in  den  benachbarten  StSdten  Altona,  Lü- 
beck, Cuxhaven  ansfisstge,  sind  in  dem  Zeiträume  von  1853—1869 
aufgenommen  worden.  Werth volle  Geschenice  sind  der.  Geseil- 
»chaft  von  mehreren  Seiten  zugegangen. 

Der  vorliegende  Jahresbericht  enthält  mehrere  sehätasenswerthe 
Aufsätze,  die  wir  im  Folgenden  namhaft  machen. 

L  Versuch,  angestellt  zur  Bestimmung  des  Aus* 
fluss-Coefficienten  für  nebeneinander  liegende  Schüt- 
zenoffnungen  ynd  Ausfluss  unter  Wasser.  Von  Herrn 
Ingenieur  F.  H.  Reitz  in  Hamburg. 

2.  Aufjfabe:  Ein  Faden  ist  mit  einem  Ende  be- 
festigt, das  andere  Ende  ist  über  eine  lose  und  darauf 
Gher  eine  feste  Rolle  geführt;  welche  Curve'wird  bei*ro 
Aufziehen  ^es  Fadens  über  die  feste  Rolle  die  mit  ei- 
nemGewichte  belastete  loseRolle  beschreiben?  Von 
Herrn  Wasserbau-Inspector  J.  IDalinanu  in  Hamburg, 
jetzigem  Jahrverwaiter. 

3.  Aufjfabe:  Es  sind  ein  Seil,  dessen  Länge  /  ist, 
und  zwei  in  einer  horizontalen  Linie  liegende  Punkte 
gegeben.  An  dem  einen  Punkte  A  wird  das  Seil  fest 
gedacht,  läuft  von  A  über  eine  mit  dem  Gewichte  Pbe- 
lastete  Rolle  C,  geht  von  C  über  B  und  kehrt  von  B 
zur  losen  Rolle  C  zurück,  wo  es  befestigt  wird;  es  soll 
der  Punkt'  gefunden  werden,  an  welchem  die  Rolle  im 
Falle  des  Gleichgewichts  sich  befindet.  Von  IDem- 
selben. 

4.  Jedermann  kennt  die  einfache  geometrische  Lösung  der 
Aufgabe:  Wenn  eine  gerade  Linie  und  zwei  Punkte  gegeben 
sind,  in  dieser  geraden  Linie  einen  Punkt  so  zu  bestiiiinien,  dass 
die  Summe  seiner  Entfernungen  von  den  beiden  gegebenen  Punkten 
ein  Minimum  werde.  Herr  C.W.  Plath  beschäftigt  sich  nun  mit 
der  Lösung  der  folgenden  Aufgäbe: 

.Wenn  eine  Gerade  und  drei  Punkte  gegeben  sind: 
in  der  Geraden  einen  Punkt  so  zu  bestimmen,  dass  die 
Summe  seiner  Entfernungen  von  den  drei  gegebenen 
Punkten  ein  Minimum  werde. 

Legt  man  den  Anfang  der  fechtwinkligen  Coordinaten  in  die 
gegebene  Gerade  als  Axe  der  x  dahin,  wo  dieselbe  von  der 
auf  sie  von  dem  einen  der  drei  gegebenen  Punkte  gefiiliteu  Senk- 
rechten getroffen  wird,  und  bezeichnet  demzufolge  die  Coordinaten 


der  dMi  g^gebetisa  Paukte  dnrdi  0,  «;  t,  e;  i,*-,  A\6  AtacteM 
dM-gMiuhtcii  PuDktu  durch  a\  'M»  WtXmi  AVb  DlffBMBllklt*^^ 
lumg  zsr  Beatimamiig  Von  z  Ivldht  die  fiil«ichung: 
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=0, 


weich«  Berr  Plath  nttoul  gemacht  bat,  n-odurGh  er  xo  einer 
aefaf  weHNEaSfteti  Gteichang  de«  swOlften  Gradea,  deren  GiKwtcke- 
Inng  ihm-'-^ewlM  ultht'  geling« : HOh«  gemaolrt  Itat»'  i|teW>gt  -f*<> 
4eeb  hat  er  Hieb  die  Mflhe  iricbl  verdrieeeen  latisen,  diese  Glei- 
chung auT  ein  numeriscbea  Beieftel  ansiiwenden.  -Batlen  «r)r  diiWtt 
Entwickelugg  schon  an  aicb  filr  verdlens^icb  *},  ao  gbniien  wfa- 
voni  Standpunkte  nnaerea  Jonrnala  anaalle  Herausgeber  van  S^n- 
Inngen  allgebTaischer  Aufgaben  auf  diesen  Anfsats  des  ,^err0 
Plath  achop  deshalb  aofmeriiBam  machen  zu  iiiüssen,  well  dljB- 
•elben  woh(  ach  vrerl  ich  ander  wir  (s  ein  besseres  vollstSpfl|g'.Ba^-. 
gerechnetes  Beispiel  (tlr  daa  llationalmachen  der  Glölc^niigtt| 
ioden  dürften,  welcies  äbgleich  geeigneter  wäre,  die  Rr(M(ae  ^aj^ 
Rn^keit,  In  welche  diese  Operation  ineistena  l'ülirt,  nBchanwelsen. 

HSge  dre.Uambargische  Gesellschaft  zur  Verbreitung  ip'a|li^- 
vatlseber  Kenntnisse  die  Vnaeflnachaft  noch  «ft  mit  gleicjh^^eiv 
dienstlichen  Mittheilungen  erfreuen,  und,  tvoa  wfr  besonders  vem- 
achen,  die  vorwiegend  praktische  Tendenz  ihres  Wirkens,  wie 
bisher,  auch  fernerhin  stets  festhalten,  was  am  besten  geeignet 
sein  wird,  der  ungemein  grossen  Wichtigkeit  strenger  mathema- 
tischer Theorien,  neben  ihrem  grossen  Intel  lectuellen  Werlh«  an 
sieb,  fBr  alle  Gebiete  praktischer  Anwendung  im  weitesten  Sinne 
immer  mehr  Geltung  und  Auerkennung  su  rerschaffen. 
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Literarischer  Bericht 


CXXX. 


Durch  Mittheiluiig  eines  Necrologs  des  zum  grossen  Schaden 
der  Wissenschaft  derselben  so  früh  entrissenen  Professors 

Lejenne-Dirifdaot 

in  Göttingen  würde  mich  der  Einsender  zu  ganz  besonderem  Danke 
verpflichten.  Grunert. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Eine  Arabeske  aus  dem  Jugendleben  berühmter 
Naturforscher.  Von  Profeeisor  Doctor  H.  Emsmann  in 
Stettin.  (Pädagogisches  Archiv  1859.  Band  L  Nr.  7, 
S.  545-570.) 

Wir  halten  es  ffir  unsere  Pflicht,  unsere  Leser  auf  diesen  in 
mehrfacher  Rucksicht  interessanten  Aufsatz  aufmerksam  zu  machen, 
der  ihnen  jedenfalls  eine  angenehme  Lectiire  gewähren  wird,  wo- 
bei wir  noch  besonders  bemerken,  dass  hauptsächlich  die  mathe- 
matischen Naturforscher:  Gauss,  Ampere,  Thomas  Young, 
Clairaut,  Sauveur,  Fresnel,  Carnot,  Monge,  Huyghens, 
Gassendij  Fourier,  Pascal,  vor  Allem  Newton,  Kepler 
und  viele  andere;  auch  die  mathematischen  Frauen:  Uypatia, 
Maria  Gätana  Agnesi,  Laura  Maria  Catharina  ßassi, 
Madame  Lepaute  (die  Gehülfin  Lalande's),  HeveTs  Gattin, 
Herschel's  Schwester,  Mademoiselle  Sophie  Germain  und 
andere  Beachtung  gefunden  haben.  Möge  Herr  Emsmann  wei- 
tere Früchte  auf  diesem  Gebiete  der  Geschichte  der  Mathematik 
und  Physik  sammeln  und  sie  dem  Publikum  mittheilen! 


Tbl.  XXXTII.  Hff.  2. 
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Arithmetik. 

Erklärung. 

Nachdem  ich  vom  Herru  Regierungsrath  von  Ettingshau- 
sen  zu  Wien  benachrichtigt  bin,  dass  Herr  Professor  Spitzer 
daselbst  sich  darüber  beschwere,  dass  ich  in  meiner  vor  Kurzem 
erschienenen  Schrift  Ober  die  AaflSsung  det  GldiebuHgen  seiner 
früheren  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand ,  welche  in  einigen ,  der 
k.  k.  Akademie  der  Wissenschaften  überreichten  Abhandlungen, 
insbesondere  aber  in  der  Schrift  über  die  allgemeine  Auflö- 
sung der  Zahlengleichungen  vom'  Jahre  1851  niedergelegt 
seien,  nicht  erwähne,  obgleich  ihm  doch  für  gewisse  Operationen 
itas  Prioritätsrecht  der  Erfindung  gebühre;  so  b^fle  ich  mich, 
hierauf  folgende  Erklärung  abzugeben. 

Die  fraglichen  Afbeiten  des ileith  Professors  Spitzer  waren 
nitr  nicht  bloss  ihrem  Inhalte  nach  völlig  unbekannt;  ich  hatte 
auch  nicht  einmal  Kenntniss  von  ihrer  Existenz  überhaupt.  Ob 
diess  mehr  durch  eine  unvollkommene  buchhändleri8che  Verbrei- 
tung jener  Schriften  oder  durch  eine  ephemere  Besprechung  in 
den  Journalen  oder  durch  die  allgemeine  Ablenkung  der  Aufmerk- 
samkeit in  jenen  politisch  bewegten  Zeiten  veranlasst  ist,  muss 
ich  dahin  gestellt  sein  lassen,  und  kann  nur  bedauern,  dass  es 
unter  solchen  Umständen  für  mich  eine  Unmöglichkeit  war,  die 
Verdienste  des  Herrn  Professors  Spitzer  hervorzuheben. 

W^as  die  Sache  seihst  betrifft,  so  iil)erzeuge  ich  mich  durch 
die  mir  jetzt  vorliegende  oben  erwähnte  Schrift,  dass  in  Bezieh- 
ung auf  die  Verallgemeinerung  der  Hörn  er' sehen  Methode  behufs 
Berechnung  der  komplexen  Wurzeln  einer  Gleichung  mit  einer 
Unbekannten  und  der  Wurzeln  eines  Systems  von  Gleichungen 
mit  mehreren  Unbekannten  dem  Herrn  Professor  Spitzer  die 
Priorität  gebührt.  Ob  nun  die  Unbekanntschaft  mit  den  Unter- 
suchungen k\^s  gedachten  Herrn  hinsichtlich  derjenigen  Partien 
meiner  iScbiift,  welche  mit  jenen  Untersuchungen  in  den  Grund- 
gedanken kongruiren,  für  die  Wissenschaft  insofern  von  Nutzen 
gewesen  sei,  als  zwei  selbstständigc  Forschungen  auf  demselben 
Gebiete  eigenlhümliche  Details  der  Entwickelung  darbieten,  über- 
lasse ich  der  kritischen  Vergleichung  der  Sachkenner. 

HrauTlscbweig,   den  9.  Juni  1850. 

Dr.  H.  Scheffler. 


..     ,,.  Up«aia  Sternwarte  1859,  Mai  2^. 

Herr  Professort 

Erlauben  Sie  mir,  Ihre  Aufinerksamkeit  auf  eine  etwas  grosse 
Arbeit  zu  richten,  welche  vor  einigen  Jahren  herausgekommen 
ist,  die  aber  der  Bestrafung  der  deutschen  Kritiker  entgangen  zii 
sein  scheint,  vielleicht  desshalb',  weil  man  in  Deutschland  die 
englische  wissensdiaftliclie  Xltterattii^.  wenig  studiri.  EWtst  eine 
Al)h£^'pdlun^  ulier  die '  A'uflüsu'qg  'd^r  äl^i^'bi'aischen' 
6 1  e  i  c  h  u  n  g  e  ii  cI  e  r  hTi  h  je  r  e  n  O  r  d  n  ii  n  g  e  H '  v  b'h  9r«  iSi^llniaAre.' 
Diiese' Arbeit  ist  s^ar  nVch^s  a'odöres  als  ipine  "O^beWeteuri^^ 
„Theory  and  Solution  of  Al'^ebrard^l  EqUatrphs  o'f'th'e 
higher  Orders.  By  S.  R.  iToniiit'*,  welche  Herr  Scbnüi^6 
übersetzt  und  als  seine  eigene  Arbeit 'ausg(Bgebch"  hat. 

Mit  ausgezeichneter  Hochachtung 

.  ergebenst 

Ai.J.  i>i.  Wackerbarth. 

•  _  •        .  * 

Für  den  vorstehenden,  zum  Abdruck  i«^  Archiv  mir  mitgetheil- 
ten  Brief  de«  Herrn  A.  J.  L>.  WackerJ^arth.  an  dQr  Sternwarte 
in  Upsala  danke  Ich  dem  Herrn  Einsender  recht  vielmals,  weil 
man  dadurch  das  schon  oft  gerögte  literarische  Treiben  des  Herrn 
Dr.  S't'bfiDse  immer  mehr  und  mehf  und  immer  t>ess«r  kennen 
lernt.  Traurig  ist  es  nur ,  4ass  durch  solche«  Treibieii  die  Ach/r 
tung  vor  der  deutschen  mathematischen  Literatur  ini  Auslande 
nnr  ainken  kann,  namentlich  in  einem  Lande  wie.  in  Scbwe- 
de|i,  w<^  so  viele  treffliche,  wenn  auch  theilweise  weniger  durch 
Schriften  bekannte  Mathematiker,  leben,  In  deren  Ansäen  wahr- 
hafte  Gründlichkeit  die  erste  Bedingung  eine^  guten  Qiathefn^jU«. 
sehen  Schrift  ist,  und  die  von  solcher  Schniise*si;ben,.  ^uf  UofBen, 
Gelderwerb  speculirenden  Fabrikarbeit,  namentlich  wenn  JA,|JeMeJbefit 
von  ihnen  :ein  Plagiat  erkannt  wird ^  wenigste.»«  in  ihrea^  Lvifidß^ 
keine  Ahnung  and  keine  Vorstellungi  haben»  wenn  ibllf^P  dlepeJhe^ 
nicht  so  unmittelbar  wie  im  vorliegenden  Falje  entgegentritt,  wo- 
bei übrigens  bemerkt  wird ,' dä^s  uns  selbst  eine  nfihere  Kennt- 
niss  der  in  Rede  stehenden  Seh  nuse' sehen  Schriff  abgeht",  und" 
wir  den  obigen.  Brief  nur  so  mittbeil^n,  wie  er  i^knsf' 'zugesandt 
worden' ist.  Grbnert.  * 


Geometrie. 

Berichtigung. 

Mein  in  Tbl.  XXXIl.  Nr.  IL  S,  68-82.  abgedruckter  Aufsatic/ 
„Ueber.  die    Relation    awischen    der    Entfernung    dj^C 


4  UierariBcker  ßericki  CKXX. 

Mittelpunkte  und  den  Halbmessern  zweier  Kreise,  von 
denen  der  eine  uin  und  der  andere  in  dasselbe  Viel- 
eck besehrieben  ist'^,  der  übrigens«  vias  ich  ausdrQcklieh 
bemerke,  wenn  dies  auch  schon  seine  ganz^  Form  deutlich  erken- 
nen lässt,  zunächst  und  hauptsächlich  nur  den  Zweck  hatte,  zu 
einer  weiteren  Beschäftigung  mit  dem  fraglichen  Ge- 
genstande anzuregen,  keineswegs  denselben  zu  ersehSpfen^ 
bedarf  in  doppelter  Weise  einer  Berichtigung,  die  ich,  schon  vor 
geraumerer  Zeit  auf  dieselbe  aufmerksam  geworden,  in  diesen 
literarischen  Berichte  gebe,  um  sie  nicht  bis  zur  Ausgabe  des 
vierten  Heftes  dieses  Theils,  an  welchem  jetzt  schon  gedruckt 
wird,  aofschieben  zu  müssen,  wenn  ich  auch  sehr  wohl  einsehe, 
dass  sie  mehr  In  das  Archiv  selbst,  als  in  die  literarischen  Be* 
richte  gebort  hätte. 

Erstens  ist  es  nicht  allgemein  richtig,  wenn  es  auf  S.  75. 
heisst:  „Zuerst  erhellet  nun  auf  der  Stelle,  dass  im  vorliegen- 
den Falle,  wo  das  neck  um  den  einen,  in  den  anderen  Kreis 
beschrieben  ist,  der  im  Obigen  hervorgehobene  Umstand ,  dass 
die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  verschiedenen  Seiten 
einer  d«r  n,  das  Vieleck  einschliessenden  Seiten  läge,  gar 
nicht  vorkommen  kann,  indem  vielmehr  die  Mittelpunkte  der 
beiden  Kreise  auf  einer  Seite  jeder  der  n,  das  Vieleck  ein- 
schliessenden Seiten  liegen  müssen,  u.  s.  w. '*  Hierbei  ist 
aber  zu  bemerken,  dass,  i^enn  die  Mittelpunkte  beider  Kreise 
auf  verschiedenen  Seiten  einer  Seite  des  Vielecks  liegen  sollten, 
für  diese  Seite  unter  den  positiven  Winkeln  i(a>|  —  m^), 
i(fi)2  — Ol),  5(0)3  —  0)2)5  ••••  der  betreffende  Winkel  zwischen  90** 
und  180^  liegen,  sein  Cosinus  also  negativ  sein  würde,  man  also 
nach  den  auf  S.  73.  (unten)  gegebenen  Regeln  in  der  betreffen- 
den Gleichung  wieder  das  obere,  nämlich  das  positive  Zeichen 
nehmen  müsste.  Mit  Bezug  auf  diese  Bemerkung  wird  der  fol- 
gende Inhalt  des  Aufsatzes  keiner  weiteren  Berichtigung  bedürfen. 

Zweitens  beruhet  das  Kaisonnement  auf  S.  74.,  durch  wel- 
ches nachgewiesen  werden  soll,  dass  man  immer  eine  Ecke  des 
Vielecks  in  die  durch  die  Mittelpunkte  beider  Kreise  gehende 
Gerade  legen  könne,  ohne  der  Allgemeinheit  der  Betrachtung  zu 
schaden,  auf  einer  unrichtigen  Anschauungsweise  von  meiner 
Seife  und  kann  nicht  als  stichhaltig  angesehen  werden.  Daher 
wird  man,  um  die  in  Rede  stehende  Behauptung  zu  rechtfertigen, 
immer  etwa  auf  den  von  Poncelet  im  Trait^  des  propri^tes 
projectives  des  figures  pg.  361.  bewiesenen  Satz  zurück- 
gehen müssen,  den  er  auf  folgende  Art  ausdrückt:  „Quand  un 
polygone  quelconque  est  ä   la  fois  inscrit  ä  une  section   conique 
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et  circoDScrit  ä  une  autre  il  eo  existe  iine  infinite  de  semblable« 
qui  joDissent  de  la  m^me  propri^t^  ä  l'^gard  de»  deux  courhes ; 
ou  platdt  tous  ceux  qn'on  essaierait  de  decrire«  ä  volonte,  d'apr^s 
ees  eoDditions,  se  ferroeraient  d'eux  m^mes  sur  ces  courbes." 

9,  Et  reciproquement,  s\\  arrive  qu'en  essayant  d'ioscrire  ä 
volonte»  ä  une  section  coiilque,  ud  poiygone  dont  les  cot^s  en 
toocheDt  une  autre,  ce  poiygone  ne  se  ferme  pas  de  luimdme,  II 
ne  saurait  necessairement  y  en  avoir  d'autres  qui  jouissent  de 
cette  propri^tö/* 

So  schon  aber  dieser  Satz  auch  ist»  so  mass  man  doch  im 
Interesse  der  Elemente  wfinschen,  noch  eine  näher  liegende  Be- 
gründung der  in  Rede  stehenden  Behauptung  zunächst  und  spe- 
ciell  für  den  Kreis  zu  besitzen,  und  es  wäre,  da  mein  eigenes 
erwähntes  Raisonnement  nicht  genfigt,  zu  wünschen,  dass  eibe 
solche  elementare  Darstellung  gegeben  wfirde,  die  gern  im  Archiv 
Aufnahme  finden  wfirde. 

Alle  übrigen  Entwickelungen  In  meinem  Aufsätze  sind,  inso- 
fern sie  nur  den  Fall  betreffen,  wenn  eine  Ecke  des  Vielecks  in 
der  durch  die  Mittelpunkte  beider  Kreise  gehenden  Geraden  liegt, 
richtig»  und  werden  zur  Erßillung  ihres  Zwecks,  eine  weitere 
Beschäftigung  mit  diesem  nicht  uninteressanten  Ge- 
genstande in  elementarer  Rficksicht  anzuregen,  geeignet 
sein,  so  wie  überhaupt  die  vorstehenden  nur  kurzen  Bemerkungen 
zur  Verständigung  über  diesen  Gegenstand  hinreichen  werden. 

Grunert. 


Physik. 

J^ehrbuch  der  Physik  und  Mechanik  für  gewerb- 
U^e  Fortbildungsschulen  von  Ludwig  Blum»  Ober- 
.eallehrer  in  Stuttgart.  Leipzig  und  Heidelberg.  Win- 
ter. 1859. 

Die  württembergische  Regierung  hat  In  dem  fetzten  Jahrzehnte 
eine  Reihe  von  Instituten  in's  Leben  gerufen,  welche  die  thätige 
Fürsorge  derselben  für  die  Hebung  des  Gewerbewesens'  bekun- 
den. Eine  hervorragende  Stelle  unter  diesen  Anstalten  nimmt 
die  gewerbliche  Fortbildungsschule  in  Stuttgart  ein,  welche  sich 
einer  namhaften  Frequenz  von  Seiten  der  Angehörigen  der  Ge- 
werbe erfreut,  wie  sich  auch  das  allgemeine  Interesse  für  Real- 
bildung darin  ausspricht,  dass  die  dortige  Realschule  den  bedeu- 
tendsten derartigen  Anstalten  in  Deutschland  gleich  gestellt  werden 


6  Ut.eran$cher  Bericht  CXXX, 

darf.  Der  Verfasser,  dessen  Lehrt häti|>keit  eine  sehr  ausii^edehute 
ist,  vpurde  \on  der  K.  Commis^ioiL  für  FortbUdungsscbulei»  beauf- 
tragt, seine  Vorträge  im  Druck  su  verüffentlieheD,  und  diesem 
Umstände  verdankt  das  obige  Werk  seine  Entstehungj  welches 
die  wichtigsten  Lehren  der  Physik  und  Mechanik  in  populärer 
Darstellung  enthält;  der  Stoff  ist  in  42  Vorlesungen  abgetbeilt, 
wovon  jede  etwa  die  Dauer  von  2  Stunden  in  Anspruch  nefameo 
würde.  Bei  oberfläohlichem  Durchblättern  des  Bncbs  fällt  zunSchst 
die  grosse  Reichhaltigkeit  der  Figuren  angenehm  ln*s  Auge ,  welche 
hei  einem  Werke  von  verhältnissmässig  so  geringem  -Umfatig^ 
selten  anzutreffen  sein  wird,  worunter  Referent  namentlich  auf- 
merksam macht  auf  diejenigen ,  welche  sich  auf  die  ConstructioO' 
der  Uhren  beziehen,  der  Wasserräder,  der  DampfmaschineD  ui^d 
der  Telegraphen.  Die  Ausfiibtung  dieser  in  den  Text  eingedruck- 
ten Figuren,  deren  Zahl  sich  auf  365  beläuft,  ist  fast  obM  Aus- 
nahme musterhaft  zu  nennen.  Wenn  ^in  solches  Werk,  welches 
für  einen  bestimmten 'Leserkreis  berechnet  ist,  als  H.aiidbuch  fu^ 
die  Lehrer  an  gewerblichen  Fortbildungsschulen  zunächst  um  eine 
praktische  und  übersichtliche  Eintheilung  des  vorliegenden  Stoffs 
au  geben,  dre  eine  abgernndete  und  vollständige  Darstellung' tn 
einem  Cursus  von  vorgeschriebener  Dauer  ermöglicht,  auf  weitere 
Verbreitung  und  spezielles  Interesse  Anspruch*  machen  soll,  sa 
wird  man  eine  Berücksichtigung  der  Forschungen  auf  dem  He- 
biete  der  Physik  auch  bis  in  die  neueste  Zeit  herein  erwarten 
dürfen.  In  dieser  Beziehung  sind  insbesondere  anzuführen  die 
Darstellung  der  Bewegungen  in  der  Atmosphäre  und  im  Wasser 
in  Folge  der  ungleichen  Vertheilung  der  Wärme,  nach  Maury, 
die  umfassenden  und  detaillirten  Angaben  über  Dampfmaschinen 
mit  Zufi;nindelegung  der  vom  Verfasser  während  seines  Aufent- 
halts in  Paris  und  London  zur  Zeit  der  dortigen  Weltausstellun- 
gen gesammelten  Notizen  über  die  neuesten  Verbesserungen  und 
die  sehr  in's  Einzelne  gehende  Darstellung  der  Telegraphie. 
Selbst  die  neueren  Forschungen  von  Fizeau,  die  (Geschwindig- 
keit des  Lichts  auf  direkte  Weise  zu  messen,  sind  berficksich- 
tigt  worden. 

Weniger  einverstanden  kann  sich  Referent  mit  dem  Verfas- 
ser erklären  hinsichtlich  der  Behandlung  von  gewissen  theoreti- 
schen Fragen.  Das  bekannte  Beispiel  mit  dem  Schiffe,  welches 
quer  über  einen  Fluss  fahren  soll  und  durch  die  Bewegung  des 
Wassers  eine  schräge  Bichtung  erhält,  genügt  dem  Verfasser,  um 
hierauf  unmittelbar  den  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  zu 
begründen;  nach  der  ganzen  Anlage  des  Buchs  sollte  man  eine 
mehr  detaillirte  Berücksichtigung  der  verschiedenen,  noch  in  neue- 
ster Zeit  gemachten  Versuche  erwarten,  diese  Lehre  streng  wis- 
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«enscbaftikli  und  zugleich  verständlich  fir  ein  solches  Pttblikutii 
zd  b«grfinden,  bei  d«ni  maiheniatische  Vorkenntnisse  nicht  vor- 
ausznseteen  sind.  Poifisot  hat  durch  die  CinfiibriDg  des  Be- 
griffs der  (jegenpaare  in  der  Mechanik  ein  vi^esentlich^s  und  Deoes 
Element  geschaiKen ;  die  ganae  Theorie  ^^  Drehung  der  Körper 
gei^nnt  dadurch  inng^mein  an  Klarheit  und  Uebersichtlichk^ ; 
der  Verfasser  hat  bun  ^allerdings  diesen  Begriff  erwähnt  und  erklärt, 
ohne  jedoch  spezielle  Beispiele  anzuföhren,  welche  die  fruchtbare 
und  nützliche  Anwendung  desselben  zeigen.  Doch  ist  natörlicher- 
weise  die  Auffassung  der  Bedeutung  des  Worts  „populäre  Dar- 
stellung'^  subjektiv,  und  wenn  auch  die  nächste  Veranlassung  zur 
Ausarbeitung  des  Buchs  die  war,  den  Lehrern  an  gewerblichen 
Fortbildungsschulen  eine  ^übersichtliche  Darstellung  an  die  Hand 
zu  geben^  so  dürfte  dasselbe  den  Schülern  an  solchen  Anstalten 
n^cbt  tniAder  zu  empfehlen  sein.  Dr.   Bokten. 

*  .  .  .    .        ■  • . .    ■ 

Die  Potentialfunction  und  das  Potential.     Ein  Bei- 

.itrag  zur  niatheniatischeii  Physik   von  Dr.  R,  Clausius, 

Professor  der   Physik  an   d«r  Universität  und  am  eid- 

genüssiscben  Polytechnikum  zu  Zürich.    Leipzig.  B^arth. 

1859.    8.  * 

Es  war  jedenfalls  ein  Bedürfniss,  einen  kurzen,  aber  doch 
möglichst  vollständigen  Lehrbegriff  dor  Potentialtheorie  zu  besitzen, 
da  dieselbe  in  neuerer  Zeit  immer  mehr  an  Wichtigkeit  gewinnt, 
\^  mehr  efe  geniigt,  die  physikalischen  Erscheinungen  aus  ^ex\ 
WiHoingen  von  E lernen tarkräften  zu  erklären  und  sie  dadurch 
auf  einfache  mechanische  Principien  zurückzuföhren.  Herr  Pro- 
fessor Clausius  hat  sich  daher  durch  Herausgabe  der  vorlie- 
genden Schrift  jedenfAlfs  ein  sehr  dankenswerthes  Verdienst  er- 
worben, was  um  so  mehr  Anerkennung  verdient,  je  mehr  man 
bis  jetst  geniithigt  war,  bei'm  Studium  der  in  Rede  stehenden 
wichtigen  Theorie  auf  eine  nicht  geringe  Anzahl  einzelner  Ab- 
handlungen und  Aufsätze  zurückzugehen..  Der  Herr  Verfasser 
hat  hauptsächlich  die  Arbeiten  von  Green  und  Gauss  benutzt, 
ist  aber  bei  der  Beweisführung  in  verdienstlicher  Weise  häufig 
seinen  eigenen  Weg  gegangen,  und  hat  dadurch  seiner  Arbeit 
auch  ein  eigenthümliches  Verdienst  gesichert.  Dabei  hat  er  der 
Gr^isse  der  mechanischen  Arbeit,  welche  man  aus  der  ursprüng- 
lich ih  der  Potentialtheorie  betrachteten  Function  durch  Integra- 
tion erhält,  die  bei  Green  gar  nicht,  bei  Gauss  nur  gelegent« 
lieh  berücksichtigt  wird,  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet,  und 
hat  deshalb  zwischen  Potentialfunction  und  Potential, 
so   wie    ferner   zwischen   Potential   einer  Masse,  auf  ^in.e 
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Riidere  und  Putentittl  «iiier  Masse  auf  äicli  scUtat  un- 
terschieden, ueehalb  auch  die  Schrift  »us  den  beiden  1.  Die 
Potentiairunction.  II.  Das  Potential  (iWr^chiiebeiteii  Haupt- 
abschnitten besteht.  Aur Anwendungen,  namentlkh  in  der  Lehre 
von  der  ElectricilSt  und  lUagnetisiiiuSf  ist  der  Herr  S'erfasser  in 
dieser  tjcbrirt  nieht  eingef>B.iigen  ;  jedenfalls  ist  aber  zu  wünschen, 
dass  er  der  vorliegenden  verdienstlichen  Arbeit,  »elehe,  «ie  ge- 
sagt, die  allgemeine  rotentiallheorie  enthält,  bald  eine  den  ge- 
nannten Annendungen  gewidmete  ächrilt  folgen  lasse.  Indem  wir 
mit  diesem  Wunsche  von  dem  Herrn  Verfasser  scheiden,  empfeh- 
len wir  die  verdienstliche  Schrift  der  Beachtung  unserer  Leser  in 
jeder  Beziehung  recht  sehr. 


Preis  aufgäbe    der    Akademie    der    Wissensciwften   «u 
Paria 

Les  georaelres  coniiaissent  actuellenient  des  methodes  g^nri- 
rales  qui  permetteut  de  d^cider  si  deux  surfaces  donn^es  sont 
applicables  l'une  sur  lautre  snns  dechirure  ni  duplicature,  ou,  en 
d'uulres  termes,  s'ii  est  pnssible  de  laire  correspondre  les  poInts 
de  la  premiere  a  oeux  de  la  seconde  suivant  une  loi  teile,  que  la 
longüeur  d'un  arc  de  courbe  quciconque  trac^  sur  la  premiere, 
soit  ägale  ä  celle  de  larc  forme  par  les  painls  correspnndants  de 
l'autre.  Les  qiiestions  qui  se  rattachent  a  ce  beau  probt^me  sout 
bien  loin  cependant  davoir  ete  traitees  d'une  maniere  complete, 
et  la  recherche  des  eurfaces  applicables  sur  une  surface  donntfe 
n'a  4ti  enfreprise  que  dans  de  eas  tr^s-particuliers.  L'Acadämie 
propose  ce  prnbleme  pnur  sujet  du  grand  prix  de  Matbematiques 
en  1^60,  et  met  au  cuncours  la  quesliou  suivante: 

„  Former  FeaHaUoti  ou  les  eauatimts  diffireniielles   des 

surfaces  applicables  sur  une  surface  ilontiee,  Iraiter  le 

prableme  dann  ^uel^ues   cas  parUciiliers ,    soit  en  eher' 

ckttnl    lonles   les    surfaces   applicables  sur   une    surface 

donnfe.    soit  en    trvuvant  seiilement  eetfes  qui  rempUs- 

sent,    en  oittre ,    une  seconde   coudition  choisie  de  nin* 

niere  ä  stmpUfier  la  Solution  *' 

L'Acadeniie  verrait  avec  interet  l'applicalion  des  fonnules  g^ne- 

rales  a  la  determination  des   surfaces  applicables  sur  une  surface 

du  second  degrä,  et  sans  en  faire,  pour  les  concurrents,  unecon- 

ditinn   obligatoire,    eile   les  invile    particuli^rement  a  traiter    cette 

question. 

(Le  prix  consistera  dans  une  roedaille  d'or  de  la  valeur  de 
trois  niille  francs.  Les  Memoires  devront  Atre  remis  avant  le 
l^  Novembre  1860.)  Comptes  Rendm  —  14  IHart  —  I8S9. 
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richte,    gr.  8«.    geh.    Weimar.    20  Ngr. 

J.  G.  Fisch  er  >  Leitfaden  zum  Unterricht  in  der  Elementar- 
Geometrie.    2.  Cursus.    2.  Aufl.    gr.  8^.    cart.    Hamburg.    6  Ngr. 

A.  St  üb  ha,  Lehrbuch  der  Geometrie  für  Stadtschulen  und 
Schutlehrerseminare.    3.  Aufl.    gr.  8^.    geh.    Leipzig.    28  Ngr. 

Oeodftüfe. 

Die  Triangulation  von  Thüringen.  Ausgeführt  in  den  Jahren 
1851—1855  von  der  trigonometrischen  Abtheilung  des  kunigl.  preus- 
sischen  Generalstabes.  gr.4o,  InLeinw.  cart  Berlin.  4  Thlr.  12y2  Ngr. 

•  üEeelaaiiik. 

F.  V.  Arminjon^  Essai  sur  lesboulets  creuz  ä  percussion  ou 
d^scription  et  th^orie  d'une  nouvelle  fus^e  ä  percussion  pour  les 
projectiles  sph^riques.    Genes.    8^.    Mit  1  Taf.    1  Thlr.  15  Ngr. 

W.  H.  Besant>  A  Treatise  on  Hydrostatics  and  Hydrodyna- 
mics.    8^.    London«    Cloth.    9  s. 

AstFonomle« 

Atlas  des  nördlichen  gestirnten  Himmels  Rir  den  Anfang  des 


L 


.faljros  1855.  enl»orfen  auf  Jer  kfiiiigl.  Sternwarte  zu  IJoiiii.    4.  Lief, 
qu.  Imp.-Fol.     Bonn.    3  Thir. 

M.  O.  liallo,  EinlluRS  der  atniosplißrisclten  l<:i>be  und  Fiulh 
auf  den  Barnnieterstaitil  und  die  afitronomisuheRerractiori.  gr.  4*'. 
geh.    Königsberg.    20  Ngr. 

J.  F.  Encke,  Ueb«r  die  Erecfaelnungen  der  Kometen.  Ein 
Vortrag,    gr.  8«.    geh.    Berlin.    T'/a  Ngr. 

J.  F.  C.  Hessel,  Dienierkviurdigen  ariihmelisciten  Eigensehaf- 
ten  der  ivichtigslen  NShcrungereihe  für  die  Soiincnabsfände  der 
Planeten  und  die  ihnen  entsprechenden  astronomischen  Entdeckun* 
gen.     gr.  4".     geh.    Marburg.     10  Ngr. 

J.  Kepler!.  Astronnini,  opera  omnia  ed.  C.  Frisch.  Vol.  II. 
Pars  II.    Lox.-8f.    geh.     Frankfurt  a.  M.     3  Tlilr. 

J.  Clerk  Maxwell,  Oll  IbeStabilityof  the  Motiotis  ofSalums 
Hings:  an  Essay,  which  ohtained  fhe  Adams  Prize.  London.  40. 
2  Thlr.  12  Ngr.' 

A.  MuTmann,  Ueber  die  Bahn  der  Europa.  Lcx..S*'.  geb. 
Wien.    3  Ngr. 

Pbyilk. 

M.  Bequerel,  Rechcrches  sur  les  causea  de r^Jectricitä atmo- 
spherique  et  terrestre  et  sur  les  effets  chltniques  produits  en  vertu 
d'actions  lentes,  avee  ou  sans  le  cnncours  des  forces  älectriques. 
In -4.  Paris.  (Extrail  des  M^moires  de  lAcad^nOe  des  sciences.) 
T.  27.    2  P. 

Allgemeine  Eacyclopädte  der  Physik.  Bearb.  von  C.  W.  Brix, 
G.  Decber,  v.  Feilitzsch  etc.  Herausgegeb.  von  Karsten. 
5.  Lief.    Lex.-S".    geh.    Leipziij.    2»/,  Thir. 

Manuel  Fernaiidcz  de  Figares,  Manual  de  Gsica  y  nocio- 
nes  de  qttiniica.     Granada.     4«.     Mit  10  Taf.     4  Thlr.  16  Ngr. 

J.  LumoDt,  Untersucliungeu  über  die  Richtung  und  Stärke 
des  Erdmagnetismus  an  ferschiedenen  Punkten  des  siid westlichen 
Europa,     gr.  4°.     Manchen,     geh.     4^3  Thlr. 

Physikalisches  Lexicon.  2.Aufl.  VonO.  Marbach.  Fortgeselst 
vonC.  S.Cornelius.  73.  u.74.Lief.  Lex.-B«.  geb.  Leipzig,  äiThlr. 

F.  Mann,  Natorlehre  für  Mittelschulen  ta  einer  Reihe  phy- 
sikalischer Individuen.     I.  Hfl.     gr.  8^     Frauenfeld.     8  Ngr. 

J.  Petzval,  Ueber  die  Schwingungen  gespannter  Saiten.  §^4". 
Wien.     geb.     %  Thlr. 

TranüBcIite  Stiirlfteii. 

Melanges  raath^matiques  et  astronoiaiqnes  fires  dn  bulletjn 
physico-raathematic|ue  de  l'acad^mie  Imperiale  des  sciences  de 
St.  Petersbourg.  Tomell.Gliiv.  Lex.-S".  St.  Ptflersbourg  et  Lip- 
zig.    geh.    20  Ngr. 
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Literarischer  Bericht 


cxxxi. 


Der  Begründer  der  franzusischeD ,  ja  man  kann  sagen,  der 
ganzen  neueren  mathematischen  Journalistik,  der  hochverdiente 

Joseph  Diez  Gergonne, 

ist  in  dem  hohen  Alter  Ton  88  Jahren  zvt  Montpellier  gestor«* 
ben.  Er  war  am  19.  Juni  1771  zu  Nancy  geboren  und  starb  am 
4.  April  1859.  Die  von  ihm  begründeten  Annales  de  Math^- 
niatiques  pures  et  appliquees  und  viele  überaus  werthvolle 
eigene  Arbeiten,  sichern  seinem  Namen  ein  unvergängliches  An- 
denken in  den  Annalen  der  Wissenschaft.  Das  Archiv  wird  sieb 
bemühen,  seinen  Lesern  bald  einen  ausführlichen  Nekrolog  des 
trefflichen  Mannes  aus  kundiger  Feder  vorlegen  zu  können. 

G. 


Systeme ,  Lehr-  und  Wörterbücher. 

Clementarny  wyklad  matematyki  von  J.  K.  Stecz- 
kowski,  Professor  an  der  Jagielionischen  Universitfit 
zu  Krakau,  Tbl.  lil.    Geometrie. 

Im  vorigeil  Jahre  ist  in  Krakau  der  III.  Tbl.  des  im  Jaht^ 
1851  *)  begonnenen  Werkes  der  elementaren  Mathematik^  von  Herrd 

*)  Die  Ananige  der  beiden  ersinn  arilhmetischen  Theile  diesee  4t9 
Ipolnischeo  inathematischeD  Literatur  jedenfull«  zu  besonderer  Zietd« 
gereichenden  Lehrbuche  s.  m.  im  Literar.  Ber.  Kr,XC.S,4.  MQ(^a 
der  geehrte  Herr  Verfasser  Zeit  finden,  une  bald  mit  weiteren  Forteetznn- 
gtn  Mhie#  ichlkieN  Werkes  mi  erfreuen.  Gran  er  t. 

Thl.  XXXIII.  Hfl.  3.  .3 
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I 

ProfeASor  Steczko\T8ki  bearbeitet,  erschienen,  die  zwei  ersten 
Theile  der  Geometrie :  die  Planimetrie  und  Stereometrie  ent- 
haltend. 

Wenn  wir  einerseits  der  auf  dieses  Werk  gewandten  Sorg, 
falt  und  Korrektheit  unsere  Anerkennung  zollen  müssen,  so  sind 
wir  andererseits  von  der  klaren  und  anschaulichen  Darstellung, 
einer  Aufgabe,  die  wohl  für  den  Zweck ,  welchen  der  Verfasser 
verfolgte,  nicht  leicht  zu  erreichen  sein  dürfte,  ganz  besonders 
angenehm  berührt  worden,  und  mit  Freuden  geben  wir  zu,  dass 
das  Buch  sich  ganz  vornämlich  als  Leitfaden  für  den  Unterricht 
im  Gymnasium  eignen  würde. 

Eine  vieljährige  Praxis,  während  deren  der  Verfasser  die 
allerdings  gegründete  Erfahrung  gemacht  hat,  dass  die  Jugend 
nach  Beendigung  des  Gymnasiums  die  Universität  bezieht,  ohne 
sich  klare  Begriffe  von  der  mathematischen  Wissenschaft  angeeig- 
net zu  haben,  dass  vielmehr  ihr  gesammtes  Wissen  ein  mecha- 
nisches sei,  welches  nicht  nach  dem  Grunde,  dem  verständigen 
Beweise  fragt,  will  ihm  die  Anregung  zu  einem  Handbuche,  das 
dem  jetzigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  entspräche,  gewesen 
sein»  und  wir  freuen  uns  des  glücklichen  Resultats. 

Man  kann  sich  nämlich  aus  diesem  Werke  mit  allen  nothigen 
Lehrsätzen  der  Planimetrie  und  Stereometrie  vertraut  machen, 
und  den  Zweck  derselben  bei  verschiedenen  Aufgaben  und  Aiuven- 
dungcn  gründlich  und  klar  kennen  lernen. 

Der  Verfasser  bemüht  sich  dem  Anfänger  darzuthun ,  dass 
man  die  mathematischen  W^ahrbeiten  auf  mannigfache  Art  dar- 
stellen und  beweisen  kann.  Diese  verschiedenen  Arten  von  Be- 
weisen haben  einen  doppelten  Zweck;  während  sie  einmal  dem 
Anlanger  die  Ueberzeugung  abgewinnen,  dass  dasjenige,  was  sieh 
so  mannigfach  beweisen  lässt,  durchaus  eine  absolute  Wahrheit 
sein  muss,  geben  sie  ausserdem  noch  Anregung  zu  eigenem  Nach- 
denken und  Versuchen,  die  schon  bekannten  und  ausgemachten 
Thatsachen  zu  begründen,  wodurch  sich  der  Anfänger  nicht  ängst- 
lich an  sein  Buch  gebunden  sieht,  vielmehr  den  Anlass  erhält, 
den  gedachten  Wahrheiten  selbstständig  nachzuforschen,  um  auf 
einem  ihm  eigenthümlichen  W^ege  zum  Beweise  zu  gelangen. 

Des  Verfassers  Streben  ist  ferner  darauf  gerichtet,  den  Le- 
ser mit  der  synthetischen,  so  wie  mit  der  analytischen  Beweisart 
bekannt  zu  machen,  und  zeigt  zugleich,  wie  die  Arithmetik  auf 
die  Geometrie  anwendbar  ist. 

Die  Beweise  sind  theilweise   von  Euklides,   theilweise  \on 
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andern  berühmten  Mathematikern  neuerer  Zeit,  zum  Theil  aber 
auch  dem  Verfasser  eigeothümneh,  von  denen  einige  den  Lesern 
unseres  Archivs  schon  bekannt  sind. 

Die  Anwendungen  und  Beispiele  sind  glücklich  gewählt  und 
eignen  sich  vorzüglich ,  den  Anfänger  zu  bilden,  und  ihn  schon 
hier  zu  späteren  eigenen  Untersuchungen  vorzubereiten. 

Am  ausführlichsten  behandelt  der  Verfasser  die  Kreislehre» 
die  Lehre  von  den  dreiseitigen  Ecken ,  vom  sphärischen  Dreieck 
und  von  der  Kugel. 

Bei  der  Kreislehre  giebt  Herr  Professor  St eczkowski  roehr^ 
praktische  Methoden  zum  Einschreiben  regulärer  Figuren  in 
den  Kreis  an,  ohne  denselben  Beweise  beizufügen.  Die  praktische 
Methode,  ein  reguläres  Fünfeck  in  den  Kreis  einzuschreiben,  hat 
der  Verfasser  dem  Almagest  von  Ptolemaeus  {Zvvxal^g  nsyccXrj) 
entnommen. 

Die  anderen  Methoden,  reguläre  Vielecke  in  den  Kreis  einzq* 
schreiben,  sind  aus  einem  in  Metall  gestochenen  Werke:  „An* 
Weisung  zum  Zirkel-  und  Linealgehrauch,  sowohl  für  die  Jugend 
als  Professionisten  und  Handwerker.  Verlegt  in  Augsburg. von 
Johann  Hertel.*'  Der  Verfasser  macht  aber  gleich  darauf  auf- 
merksam, dass  diese  Methoden  nur  Näherungsmethoden  sind,  die 
mit  den  bis  jetzt  erlangten  Kenntnissen  noch  nicht  bewiesen  wer- 
den können. 

Jedenfalls  verdient  dieses  treffliche  Buch  alle  Empfehlung, 
auch  rücksichtlich  der  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  der  sprach- 
lichen Darstellung,  und  ist  eine  Zierde  der  polnischen  mathema- 
tischen Literatur.  S. 


Arilhmetik. 

Logarithmisch-trigonometrisches  Handbuch.  Her- 
ausgegeben von  Dr.  Heinrich  Gottlieb  Köhler.  Sechste 
Stereotypausgabe.  Leipzig.  Verlag  von  Bernhard 
Tauchnitz.    1859. 

a 

Von  diesen  in  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten,,  äusserst 
correcten  und  auch  äusserlicb,  wie  alle  Productionen  der  berühm- 
ten Verlagshandlung,  in  der  trefflichsten  Weise  ausgestatteten 
Tafeln  ist  so  eben  die  sechste  Stereotypausgabe  erschienen.   JNatür- 
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Uefa  ist  dies  der  l>este  HeweU  ßir  die  «veite  Verbreitang  d«s 
Bucbs»  wenigsteos  in  D^t^chland,  und  eiper  Anzeige  bedarf  es 
daher  eigentlich  im  Archiv  nicht  mehr.  Um  aber  dem  trefflichen 
Buche  auch  im  Auslande  eine  immer  noch  grössere  Verbreitung 
und  Bekanntwerdung  zu  sichern  und  zu  verschaffen,  scheint  der 
berühmten  Verlagshandlung  und  den  Opfern,  welche  dieselbe  fort« 
während  der  schönen  und  im  höchsten  Grade  zweckentsprechen- 
den Ausstattung  des  vorliegenden  Werkes  bringt»  unsere  Zeitschrift 
es  schuldig  zu  sein,  ihre  eigene  grosse  Verbreitung  in  den  Län- 
dern jeder  Zunge  nicht  unbenutzt  zu  lassen ,  um  durch  eine  kurze 
Anzeige  der  so  eben  erschienenen  sechsten  Stereotypausgabe  das 
Ihrige  zu  deren  Empfehlung  im  weitesten  Kreise  beizutragen,  wo- 
bei wir  uns  freilich  hauptsächlich  auf  die  Angabe  des  reichen 
Inhalts  werden  beschränken  müssen. 

Die  äussere  Ausstattung  ist^  wie  schon  gesagt,  in  allen  Be- 
ziehungen so  vorzüglich  und  zweckmässig,  dass  sich  das  Werk 
in  dieser  Beziehung  d^n  besten  englischen  und  französischen 
Werken  ähnlicher  Art  nicht  nur  unbedingt  an  die  Seite  stellen 
kann-,  sondern  dieselben  noch  vielfach  (ibertrifft;  und  dabei 
ist  der  Preis  von  27  Sgr.  jedenfalls  ein  beispiellos  billiger»  wel- 
cher selbst  dem  ärmsten  Schüler  die  Anschaffung  gestattet.  Der 
Inhalt  nach  seinen  Hauptrubriken  ist  aber  folgender: 

Nach  der  gewöhnlichen  Einleitung  über  den  Gebrauch  der 
Tafeln  folgt: 

Tafel  der  gemeinen  oder  briggischen  Logarithmen  aller  na- 
türlichen Zahlen  bis  108000.  Mit  einem  Zusätze  vermehrt,  wo- 
durch die  Logarithmen  der  Sinus,  Tangenten  u.  s.  w.  für  die  drei 
ersten  und  letzten  Grade  des  Quadranten  bis  auf  Bruchtheile  der 
Secunde  mit  Leichtigkeit  gefunden  werden.  (Die  Logarithmen 
sind,  wie  mit  wenigen  Ausnahmen  immer  in  diesen  Tafeln,  sie- 
benstellige). 

Tafel  der   Gauss ischen  Logarithmen,  um  aus  den  Logarith- 
men zweier  Zahlen  den  Logarithmus  ihrer  Summen  oder  Oifferen 
zen  zu  finden. 

Briggische  Logarithmen  aller  Primzahlen  von  2  bis  1811,  um 
die  Logarithmen  aller  aus  diesen  zusammengesetzten  Zahlen  zu 
finden.     (Die  Logarithmen  sind  eilfstellige). 

Einige  beständige  Logarithmen,  um  die  gebräuchlichsten  Län- 
gen-, Quadrat-  und  Cubik-Maasse  in  einander  zu  verwandeln. 

(Beide  vorhergehende  Tafeln  sind  sehr  vollständig  und  s«hr 
zueckniässig  für  den  praktischen  Gebranch.) 
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Tafel  der  gemeinen  Logarithmen  der  Sinus,  Cosinus,  Tan- 
genten und  Cotangenten,  für  die  neun  ersten  und  neun  letzten 
Grade  des  Quadranten  von  zehn  zu  zehn  Sekunden^  für  den  übri- 
gen Theil  desselben  aber  von  Minute  zu  Minute,  nebst  den  Diffe- 
renzen für  eine  Sekunde. 

Croniometri^ehe  und  trigonooietrische  Formebi.  (Eine  sehr 
vollständige  Sammlung  auf  2i  Seiten,  vollständiger  al8  sonat  ge« 
wuhnlich). 

Tafel  der  natörüchen  Logarithmen.  (Von  0  bis  999,  acht- 
stellig.) 

Tafel  der  natürlichen  Logarithmen  aller  Primzahlen  von  1000  an, 

(Die  beiden  vorhergehenden  Tafeln  leisten  in  Verbindung  mit 
eiiander  aaf  geringem  Räume  vortreffliche  Dienste  bei  dem  Ge«« 
brauch  der  natürlichen  Logarithmen). 

Tafel  der  Potenzen  von  2,  3  und  5. 

Tafel  der  Potenzen  von  der  Basis  e  der  natürlichen  Loga- 
rilbmen. 

Tafel  der  Potenzen  alier  natürlichen  Zahlen  von  I  bis  lOQ. 
(Der  Grad  der  Potenzen  steigt  von  1  bis  9). 

Tafel  der  Qnadratzahlen  von  1  bis  1000. 

Tafel  der  Cubikzahlen  von  1  bis  1000. 

Quadrat-  und  Cubikwurzeln  aller  Zahlen  von  1  bis  1000. 

Tafel  aller  einfachen  Factoren  bis  21524. 

Tafel»  um  die  Minuten  und  Sekunden  In  Decimaltheile  des 
Grades  oder  der  Stunde,  wie  auch  Fusse^  Zolle^  Linien  und  Punkte 
in  Decimaltheile  der  Klafter  oder  des  Fusses  zu  verwandeln. 

Coefficienten  der  1.,  2.,  3.,  4.  und  5.  Differenz  beim  Eiiisefai^t- 
ten  nach  deui  Decimalsystem. 

Tafel  zur  Entwickelung  der  CoefBcienten  von  einigen  unend- 
lichen Reiben^  welche  in  höheren  Rechnungen  öfters  vorkommen. 

Man  wird  an«  dieser  Inhaltsangabe  sehen,  wie  viel  desNfitz^ 
Kcben  zu  äusserst  geringem  Pfeise  hier  in  der  vertreAkhsten 
äusseren  Ausstattung  geboten  ward. 
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AstroDomie  und  verwandte  Wissenschaften. 

Zeitschrift  för  populäre  Mi ttheilungen  aus  dem  Ge- 
biete der  Astronomie  und  verwandter  Wissenschaften. 
Herausgegeben  von  Professor  Dr.  C.  A.  F.  Peters,  Di- 
rector  der  Sternwarte  in  Altona.  Band  I.  Heft  2.  Al'^ 
tona.  1&59. 

Das  erste  Heft  dieser  verdienstlichen  Zeitschrift  ist  im  Literar. 
Ber.  Nr.  CXXV.  S.  1.  angezeigt  worden.  Das  voifliegende  zweite 
Heft  enthält  die  drei  folgenden  Aufsätze:  Zur  Kometenkunde. 
Von  J.  H.  Mädler.  S.69—S.87.  —  ü^ber  die  Eigenbe- 
wegung der  Fixsterne,  niitBezug  auf  Herrn  Staatsrath 
Mädlers  Hypothese  der  Bewegung  der  Sterne  um  AI* 
cyone  alsCenträlsonne.  V o m  üerausg^eber.  S.  88.  —  S.  130. 
—  Bemerkungen  über  einige  Veränderliche  von  Dr. 
nencke  in  Driesen. 

Der  Inhalt  des  ersten  dieser  drei  Aufsätze  ist  aus  seiner 
Ueberschrift  hinreichend  ersichtlich  und  betrifft  hauptsächlich  die 
neuesten  in  der  Kometenkunde  gemachten  Entdeckungen  und  an- 
gestellten Rechnungen. 

Für  den  zweiten  überaus  lehrreichen  Aufsatz  ^es  Herrn  Her- 
ausgebers sind  wir  demselben  zu  ganz  besonderem  Danke  ver- 
pflichtet. Denn  nirgends  haben  wir  in  möglichst  allgemein  ver- 
ständlicher Weise  so  deutlich  wie  in  diesem  Aufsatze  nachgewiesen 
gefunden,  dass  es  mit  Herrn  Mädler's  Centralsonne  gar  nichts, 
oder  dass  dieselbe  vielmehr  ein  blosses  Truggebilde  ist^  welches 
höchstens  in  dem  Kopfe  seines  Urhebers  in  ganz  verworrener 
Weise  existirt.  Wir  stimmen  dem  Herrn  Herausgeber  vollkommen 
bei,  wenn  derselbe  gegen  das  Ende  seines  Aufsatzes  auf  S.  127. 
sagt:  „Ein  solches  Gewebe  von  willkührlichen  Annahmen  und 
Widersprüchen  bildet  Mädler's  Theorie  der  Bewegungen  der 
Fixsterne  um  Alcyone  als  Centralsonne!  Man  könnte  sagen,  wes- 
halb ich  in  solcher  Ausführlichkeit  über  die  Unhaltbarkeit  einer 
Hypothese  mich  ausgelassen  habe,  die  in  allen  ihr  zur  Stütze 
dienenden  Argumenten  die  Nichtigkeit  schon  in  sich  selber  trägt. 
Mir  erschien  es  jedoch  schon  durch  den  Umstand  gerechtfertigt, 
weil  jene  Irrthümer,  da  ihr  Urheber  sich  als  populärer  Schrift- 
steller einen*)  Ruf  erworben  bat,  eine  weite  Verbreitung  gefunden 


*)  (gewissen). 
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liaben.  Auch  hielt  ich  es  der  Würde  der  Wissenschaft  angemes* 
seii>  über  die  unwissenschaftliche  Argumentationsweise,  die  Herr 
Staatsrath  Mädler  sich  in  dieser  Sache  erlaubt  hat,  indem  er 
statt  mathematisch  begründeter  Beweise '^),  unbegründete  Redens- 
arten vortrug,  meine  Meinung  unumwunden  auszusprechen."^ 

Und  dafür  danken  wir  dem  Herrn  Herausgeher  ganz  beson- 
ders. Denn  es  ist  in  der  That  wahrhaft  betrabend,  wenn  man 
sieht,  wie  in  populären  astronomischen  Schriften,  selbst  in  ^^xi 
neueren  und  besseren '^'^),  das  Mädler^che  Truggebilde  einer 
Centralsonne  fast  als  ein  Evangelium  vorgetragen  und  damit  das 
Publikum  geradezu  hintergangen  wird,  so  dass  es  in  der  That  sehr 
wünschenswerth  war,  dass  den  Verfassern  solcher  Bücher  endlich 
einmal  eine  etwas  nachdrückliche  Aufklärung  über  diesen  Gegen- 
istand  zu  Theil  wurde,  wodurch  der  Herr  Herausgeber  sich  je- 
denfalls sehr  verdient  gemacht  hat. 

Der  letzte  ganz  kurze  Aufsatz  enthält  nur  einige  wenige  No* 
tizen  über  einige  veränderliche  Sterne. 

Möge  der  verdiente  Herr  Herausgeber  uns  noch  oft  mit  so 
lehrreichen  Aufsätzen  wie  der  vorher  näher  besprochene  erfreuen, 
und  seine  verdienstliche  Zeitschrift  immer  den  erfreulichsten  Fort- 
gang haben. , 

Die  merkwürdigen  arithmetischen  Eigenschaften 
der  wichtigsten  Näherungsreihe  für  die  Sunnenab*' 
stände  der  Planeten  und  die  ihnen  entsprechenden 
astronomischen  Entdeckungen  mit  Rücksicht  auf  die 
Geschichte  dieser  Reihe  und  der  auf  sie  gegründeten 
Folgerungen.  Von  Professor  Dr.  J.  F.  C.  Hessel  in  Mar- 
burg.   Elwert'sche  Buchhandlung.     1859.    4^. 

Am  17.  April  1859  feierte  ein  würdiger  Lehrer  der  Mathema- 
tik, Herr  Carl  Reinhard  Müller,  ausserordentlicher  Professor 
der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Marburg,  nach  neun  und 
fünfzigjährigem  segensreichen  Wirken  als  Lehrer  am  Pädagogium 


*)  Die  überhaupt  nicht  Herrn  .Mädler's  starke  Seite  zu  sein  scheinen. 

**)  M.  8.  z.  ß.  das  neueste  Buch  dieser  Art:  Handbuch  der 
mathematischen  Erdkunde,  ein  Buch  für  Schule  und  Haus, 
Ton  Eduard  Sander,  Grossherzoglich  Hessischem  Real- 
schul-Directo  r.  Wien.  1859.,  worin  das  Atadler  s'srhe  Trngge- 
hilde  einer  Centralsonne  auf  S.  48.  u.  s.  w.  fast  als  uiiumstossliche  Wahr- 
heit dargeitellt  wird. 
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und  dor  Universität  dortselbst,  sein  fünfzigjähriges  Doetorjubllfltim, 
weicher  erfreulichen  Feier  die  vorliegende  Beglfick^finscfauTigB-. 
^ebrift  eunächst  ihre  Entstehung  verdankt.  Es  ii^t  bekannt,  dktiB 
von  mehreren  Astronomen,  z.B.  von  Titius,  Bode,  Wurm  ö.  A. 
die  Abstände  der  Planeten  von  der  Sonne  durch  nach  einem  ge- 
wissen Gesetze  regelmässig  fortschreitende  Zahlenreihen  darzu- 
stellen versucht  worden  sind.  Wurm  z.  ß.  drückte  den  Sonnen- 
abstand  des  7iten  Planeten  durch  die  Formel 

aus  und  suchte  dann  die  Constanten  so  zu  bestimmen,  dass  durch 
obige  Formel  die  Sonnenabstände  der  Planeten  so  genau  als 
möglich  numerisch  dargestellt  wurden.  Er  findet,  den  mittleren 
Werth  des  Sonnenabstandes  der  Erde  als  Einheit  angenommen, 
dass  a  =  0,4  und  6  =  0,3  brauchbare  Näherungswerthe  geben, 
hält  aber  a  =  0,387  und  6  =  0,293  für  zweckmässiger,  und  sagt, 
dass  „die  gegebene  Formel  allein  für  Mercur  nicht  anwendbar 
sei.''  Ueber  diese  und  andere  Reihen  hat  nun  Herr  Professor 
Hessel  in  der  vorliegenden  Schrift  eine  auch  in  allgemeiner 
arithmetischer  Rücksicht  sehr  sorgfältige  und  lehrreiche  Unter« 
suchung  angestellt,  und  zugleich  alles  Historische  so  ausführlich 
berücksichtigt,  endlich  auch  die  vieUn  neueren  astronomischen 
Beobachtungen  mit  so  viel  Kenntniss  und  Einsicht  in  den  Kreis 
seiner  Betrachtungen  gezogen,  dass  wir  diese  Schrift  unseren 
Lesern  aus  Ueberzeuguog  zur  Beachtung  nur  recht  sehr  empfeh- 
len können. 


Maasse,  Münzen  und   Gewichte, 

On  the  construction  of  the  new  Imperial  Standard 
Pounds;  on  the  comparison  of  the  new  Standards  with 
the  Kilogramme  des  Archives;  and  the  construction 
of  secondary  Standard  Pounds,  a  Ten-Pounds  weight, 
a  Kilogramme  ad  a  Series  of  troy  ounce  weights.  By 
W.H.Miller,  Professor  of  Mineralogy  in  the  üniver- 
sity  of  Cambridge.     London.  1847.    4^. 

Diese,  194  Seiten  in  gross  Quart  umfassende,  aus  den  Phi- 
losophical  Transactions.  Part  UI.  for  1856  als  besonderes 
Werk  abgedruckte  Abhandlung  ist  leider  erst  jetzt  zu  unserer 
Kenntniss  gekommen.  Dessenungeachtet  halten  wir  uns  für  ver- 
pflichtet, noch  jetzt  auf  dieselbe  aufmerksam  zu  machen,  nicht 
bloss  wegen  der  grossen  praktischen  Wichtigkeit  der  darin  ent* 
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lialtenen^  auf  dem  ausfuhrlichen  Titel  mit  hinreichender  Vollstän- 
digkeit angegebenen  Gegenstände»  sondern  auch  weil  wir  glauben, 
dass  diese  mit  dem  grossten  Fleisse  und  der  grussten  Mühe  aus- 
gearbeitete Abhandlung  für  alle  derartige  Untersuchungen  als  ein 
\Vahres  Muster  betrachtet  werden  muss.  Auf  den  Inhalt  selbst 
können  wir  bei  einem  solchen  Werke  hier  natürlich  nicht  näher 
eingehen»  sondern  müssen  uns  begnügen,  unsere  Leser  auf  das 
Werk  selbst  zu  verweisen,  danken  aber  dem  namentlich  auch  al» 
Krystallograph  berühmten  Herrn  Verfasser  recht  sehr  für  das  der 
Wissenschaft  mit  diesem  wichtigen  Werke  gemachte  höchst  werth- 
volle  Geschenk. 


Vermischte  Schriften. 


§ 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblieati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pis^, 
F.  Brioscbi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Tortolini 
a  Roma.    4».    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXVIII.  S.  8.) 

IN^.  2.  (Marzo  e  Aprile  1859.)  Intorno  alle  superficie  della 
seconda  classe  inscritte  in  una  stessa  superficie  sviluppabile  della 
quarta  classe.  Nota  del  Prof.  Luigi  Creme  na.  p.  65.  —  La 
Teorica  dei  covarianti,  e  degli  invarianti  delle  forme  binarie  e  s«e 
principali  applicazioni.  Monografia  del  Prof.  Francesco  Brio- 
schi.  p.  82.  —  G^neralisation  de  la  th^orie  de  rinvolntiob :  appU- 
cations  g^ometriques.  Par  E.  deJonqui^res.  p.  86.  —  Sur  la 
courbure  d*une  serie  de  surfaces  et  de  lignes.  Par  T.  A.  Hirst 
p.  95.  —  Memoire  sur  la  figure  de  la  terre,  consideräe  comme  peu 
differente  d'une  sphere.  Par  Mr.  Ossi  an  Bonnet.  (Continuazione.) 
p.  113.  —  Extrait  d'une  lettre  de  M.  Kronecker  ä  M.  Brio- 
scbi. p.  131. 

Rivtflta  Mbllog^afica«  Intorno  ad  una  (brmola  d'interpo- 
lazione:  articolo  del  Prof.  F.  Brioscbi.  p.  132.  —  Sülle  lioee 
di  curvatura  della  superficie  delle  onde.  Articolo  del  Prof.  F.  Bri- 
oscbi. p.  135.  —  Soggetto  per  premio  proposto  dall'  academia 
delle  scienze.    p.  136.  —  Pubblicationi  recenti.    p.  62. 

N^  3.  (Maggie  e  Giugno  1859.)  Sulla  partizione  dei  numeri, 
e  sul  numero  degli  Invariai^ti.  Nota  del  Prof.  Giusto  Bellavi- 
tis.  p.  137.  —  Sur  la  courbure  d'une  serie  de  surfaces  et  de 
lignes.  Par  T.  A.  Hirst.  (Continuazione  e  fine.)  p.  148.  —  Sur 
la  surface  qui  est  Tenveloppe  des  plans  conduits  par  les  points 
d*un  ellipsoide  perpendiculairement  aux  rayons  men^s  par  le  centre. 
Par  M.  A.  Cayley.  p.  168.  —  Memoire  sur  la  figure  de  la  terre 
consider^e  comme  peu  differente  d'une  sph^re.    Par  Mr.  Ossian 
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Bodo  et.  (Continuazione  e  fine.)  p.  180.  -^  Npovelle  metbode  pour 
la  d^teroiinatioo  da  reste  de  la  formale  de  Taylor.  Par  le  Dr. 
Aot.  Wio ekler,  p.  185.  -—  Sülle  figare  inverse.  Nota  del  Prof. 
Barnaba  Tortoliai.  p.  189.  —  6.  LejeoDe  Dirichlet.  Articolo 
del  Prof.  Baroaba  Tortolini.     p.  196. 

Rivf 0ta  biblf^ffraphiea.  Th^rie  g^n^ale  de  r^limioat ion. 
Par  Le  Fraogois  Faä  de  Bruno.  Articolo  di  F.  G.  p.  197.  — 
Pubblicazioni  recenti.    p.  200. 

The  Atlantis:  a  Register  of  Literature  and  Science. 
Condocted  by  Membres  of  the  catbolic  University  of 
Ireland.    No.  111.    January  1859.    London.  1859.    8. 

Die  beiden  ersten  Nammem  diesf^s  neuen  empfehlensH-ertben 
Journals  sind  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXVl.  S.  8.  angezeigt.  Die 
vorliegende  No.  III.  enthält  die  folgenden  in  den  Kreis  des  Archivs 
geborenden  Aufsätze: 

Art.  VI.  Note  on  the  Laws  which  regulate  the  Distribotion 
of  Isotbennal  Lines.  By  Henry  Hennessy,  F.  R.  S.  p.  201. 
(Dieser  ganz  mathematisch  gehaltene  Aufsatz  über  den  fraglichen 
Gegenstand  verdient  schon  deshalb  besondere  Beachtung.)  — 
Art  VII.  On  Terrestrial  Climate  as  influenced  by  the  Distribution 
of  Land  and  Water  during  different  geological  epochs.  By  Henry 
Hennessy,  F.  R.  S.   p.  208. 

Mittheiiungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern  aus  dem  Jahre  1858.  Nr.  408-423.  Mit  2  Tafeln. 
Bern.  1858.    (Vergi.  Literar.  Ber.  Nr.  CXX.  S.  7.) 

Auch  dieses  neueste  Heft  der  verdienstlichen  Mittbeilungen 
der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  enthält  nieder  mehrere 
sehr  lesenswertbe  Aufsätze  mathematischen  und  physikalischen 
Inhalts,  nämlich: 

Chr.  Möller  :  lieber  die  aräometrische  Milchprufung.  Nr.  408 
und  409. 

C.  Brunner:    Noch  ein  Wort  über  Milchprufung.     Nr.  410. 

HermannKinkelin:  Ueber  Con  vergenz  unendlicher  Reihen . 
Nr.  415. 

Brand li:  Erzeugung  der  Cardioide  aus  zwei  ungleichen 
Kreisen.     Nr.  415. 

HermannKinkelin:  Ueber  einige  unendliche  Reihen.  Nr.419 
und  420. 

Meteorologische  BeobachtttBgen.   Juni  1857  bis  November  1857. 


Maüieuatisclie 
und  physikalische  Blbiiograpliic. 


Aritbmetib. 

Um.  SchefCler,  Die  Auflüsuiig  der  aigebraUchen  und  trän- 
szeDdeuten  Gleichungen  mit  einer  und  meiireren  Unbekannten  in 
reellen  und  koniplesen  Zahlen  nach  neuen  und  zur  praktischen 
Ann-endunt;  geeigneten  Methoden.  Mit  33  in  den  Text  gedruckten 
Holzschn.     Braunechweig.    8«      2-t  Ngr. 

W,  Simerka,  Lüsung  zweier  Arten  von  Gleichungen.  hex.-S". 
geh.    Wien.    2  Ngr. 

A.  Stubba,  Sammlung  algebraischer  Aufgaben,  nebst  Anlei- 
tung zur  Auflösung  derselben  durch  Verstandesschlüsse.  4.  Aufl. 
gr.  8".    geh.    Sagan.    %  Tblr. 

G.  van  Vega,  Logarilhmiscb-trigonometrisches  Handbuch. 
Ausg.  in  russ.  Sprache.    Neuer  Abdr.   Lex.-8°.   geb.  Berlin.   2Thlr. 

Geometrie. 

C.  Hechel,  Die  ebene  analytische  Geometrie  mit  zahlreichen 
Uebungs aufgaben  für  höhere  Lehranstalten  bearbeitet,  gr.  8".  geb. 
Riga.    18  Ngr. 

F.  Mann,  Das  rechtwinkelige  Parallelepiped.  Eine  mathe- 
matische Monographie.    4^*.     geh.     Frauenfeld.    6  Ngr. 

W.  Schell,  Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Kr Sm- 
mung  in  rein  geometrischer  Darstellung,  gr;  8".  geh.  Leipzig. 
24  Ngr. 

Trigonometrie. 

C.  Spitz,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  zum  Gebrauch 
an  höheren  Lehranstalten  und  beim  Selbststudium,  gr.  8°.  geh. 
Leipzig.    14  Ngr. 

—  —  Anhang  dazu.  Die  Resullateund Andeutungen  zurAnf- 
ISssng  der  in  dem  Lehrbuche  befindlichen  Aufgaben  enthaltend, 
gr.  6'>.    geh.    Ebendaselbst.     4  Ngr. 

Mechanllf. 

L.  Blum,  Lehrbuch  der  Physik  und  Mechanik,  für  gewerb- 
liche Fortbildungsachulen.  Im  Auftrage  der  Künigl.  Commission 
tOr  gewerbliche  Fortbildungsschulen  in  Württemberg  ausgearbeitet. 
Leipzig  und  Heidelberg.  8".   Mit  eingedr,  Holzschn.*  1  Thir.  20  Ngr. 


Astronomie. 

Aslronomisiih«  Oenbacbtungen  auf  der  künigl.  ünireraität^- 
iSternwarte  zu  Königsberg.  ^2.  Ablh.  Künigsb.  u.  Leipi.  Fol.  2Thlr. 

Handatlas  der  Erde  und  des  Himmeln  in  70  Lief.  Neu  red. 
Ausg.    36.  u.  37.  Liei:    qu.  Imp.-Fol.    Weimar,    ä  10  Npr. 

Astronomische  Nachrichten.  RegrQndet  von  U.  C.  >Schunia- 
cher,  fortgesetzt  vonP.  A.  Hünsen  und  C.  A.  Peter».  51.  Bd. 
No.  I.    gr.  4«.     AltRiia.     Preis  des  vollst.  Baiidesf  5  Thir. 

C.  Rümker,  Neue  Folge  der  niillleren  Oerler  von  Fixster- 
nen für  den  Anfang  Tun  1850.  Abgeleitet  aus  den  Beobachtungen 
auf  der  Hamburger  Sternwarte.  Uie  f>>  Stunde  enth.  qu.  gr.  4**. 
geb.    Hamburg.    8  Ngr. 

H.  Schultz,  Declinationa- Bestimmungen  mit  dem  Dollond- 
schen  Durchgangs -Instrumente  auf  der  Berliner  Sternwarte.  Ber- 
lin.   40,    I  ThIr. 

üVantlh. 

P.  Oameron,  The  Variatirrn  and  Deviation  of  tbe  CompasB 
rectiGeJ  by  Atimuth  and  Attitüde  Tables  from  the  Equator  fo  tbe 
Latitude  of  Eighty  Degrees ;  also  by  tbe  Azimnth  and  Altitude 
Tables  are  found  in  the  true  jiosillon  of  a  Ship  at  Sea,  tbe  Error 
of  the  Chronometer  and  the  Longttnde:  Hlcewise  a  Treatiae  on 
Magnetism  and  tbe  Deviation  r>f  the  Cnnifiass  in  Iron  Ships,  and 
the  mefhod  of  Observing  and  Correctliig  them  by  Magnets.  Lon- 
don.   8'».    4  Tblr.  6  Ngr. 

pbrsik. 

JU,  O.  Ballo^  Eintluss  der  atmospbäriecben  Ebbe  und  Flufh 
3/ai  den  Barometers  tau  d  und  die  astrenomiscbe  Refractioii.  gr.  4^. 
geh.    Künigsberg.    20  Ngr. 

h,  Blum,  Lehrbuch  der  Physik  und  Mechanik  für  gewerb- 
liche Fortbildungsscfaulen-  im  Auftrage  der  künigl.  Commission 
für  gewieibliche  FortbilduiigsGc!mlen>  in  VViirteiaberg  ausgearbeitet. 
Mit  eiugedr.  Uolaechn.    &'>.     Leipzig.     1  Tblr.  '20  Ngr. 

R.  Clausius.  Die  Potenttalfunction  und  das  Potential.  Ein 
Beilrag  zur  mathematische»  Physik.    Leipzig.    8°.     24  Ngr, 

J.  Lamonl,  Untersuehujigen  über  die  Richtung  und  Stärke 
de^Erdraagnetismas  in  Norddeutscht^ud,  Belgien,  Holland,  Däne- 
mark im  Sommer  des  Jahres  1858  ausgeführt,  gr.  4".  geh.  MüncUen. 
2%  TUr. 

ß.  Studer,    Eioleltung  in  das  Studitun  der  Physik  und  Ele- 
mente der  Mechanik,    gr.  b".     geh.    Zürich.     24  Ngr. 
Termlsclitc  Scbriften. 

Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  Als  Ki.rt- 
setsung  des  von  Crelle  gcgnlndefen  Journals  heransgegeb.  von 
r.  W.  Borcharrft.  37.  Bd,  la  Hfl!  gr.  4»».  Berlin.  l»rela  f«f 
den  vollständigen  Bimif  4  TWr.  '  ' 


Ulerarischer  Bericht  CXXXIf. 


Literarischer  Berieht 

cxxxn. 


Am  5.  Februar  1859  starb  zu  Upsala  der  Professor  emer. 

Job.  Bredmaiii 

früher  Docent,  dann  Adjunct  bei  der  dortigep  philosophischen  Fa- 
cultSt.  1811 — 41  ordentlicher  Professor  der  Astronomie  und  Di- 
reetor  der  Sternwarte^  im  88sten  Lebensjahre.  £r  ist  z.  B.  Ver- 
fasser des  geschätzten  Werkes:  Theoretiska  Astronomiens 
Gründer.  Einen  Nekrolog  des  verdienten  Mannes  würden  wir 
gern  in's  Archiv  aufnehmen.  6. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Amtlicher  Bericht  über  die  zwei  und  dreissigsle 
Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  zu 
Wien  im  September  1856.  Herausgegeben  von  den  Ge- 
schäftsführern derselben  Hyrtl  und  iScitrötter.  Mit 
32  Tafeln.  Wien.  Hof-  und  Staatsdruckerei.  (Karl 
Gerold).    1858.    4« 

Die  beiden  verdienten  Geschäftsfiihrer  der  32sten  Versamm- 
lung deutscher  Naturforscher  und   Aerzte>  welche  im  Jahre  1866 

» 

zu  Wien  tagte,  haben  jetzt  den  interessanten  sehr  ausführlichen 
Bericht  über  diese  denkwürdige  Versammlung,  welcher  280  und 
XXXIV  Seiten  umfasst^  veröffentlicht,  und  werden  sich  dadurch 
gewiss  den  grössten  Dank,  nicht  nur  aller  derer,  welche  jener 
schönen  Versammlung  beiwohnten,  und  sich  gern  von  Neuem  in 
die  bei  derselben  empfangenen  Eindrücke  zurückversetzen,  son- 
dern überhaupt  aller  Naturforscher  -und-  Aerzte  erwerben.     Die 

Till.  XXXIII.  Hfr.  4.  4 


ll/crnrisciter  Bericht  VXXXU. 

Anzahl  der  Mitglieder  betrug  S85,  die  Anzahl  der  Theilnebni«r 
798,  im  Ganzen  also  1683.  Wenn  nan  die  Anzahl  der  Mitglieder 
und  Theilnehmer  hei  der  im  .Inhr«  1832  in  Wien  slattgerundenen 
^'eI■samralnnf;  418  hettug,  so  herecbtigt  die  Vergleichung  dieser 
Zubten  wohl  zu  dem  höchst  erfreulichen  Schlüsse,  daas  in  den 
■J4  Jahren,  welche  zwischen  den  heiden  Wiener  Versammlungeii 
liegen,  das  Interesse  an  den  Naturnissenschaften  in  bedeutentlea 
Maasee  gestiegen  ist.  Allen,  welche  ivie  der  Unterzeichnete  daa 
Glück  hatten,  der  32sten  Versainminng  beizuwohnen,  wird  diese! bs 
immerdar  uBvergesslich  bleiben,  und  Jeder  wird  sich  auch  stets' 
dankbar  der  grossartigen  Munilicenz  erinnern,  mit  welcher  von 
der  kaiserlichen  Regierung  und  der  Stadt  Wien  Alles  aufgeboten 
worden  war,  um  dieser  Versammlung  einen  miiglichst  grossad 
Glanz  zu  verleiben,  und  die  derselben  Beiwnhnenden  in  ivurdig<^ 
ster  Weise  zu  empfangen.  Einen  Glanzpunkt  aller  Sitsungea 
bildete  iler  feierliche  Moment,  wo  am  J7.  September  in  der 
ersten  allgemeinen  Sitzung,  die  wie  alle  diese  Sitzungen  in  dem 
von  unzähligen  Lichtern  erleuehteten  prachtvollen  grossen  Re- 
doutensaale  der  k.  k.  Uofburg  gehallen  wurde,  der  xweite  6e< 
scbSftsluhrer ,  Professor  Schrütter,  der  Versammlung  TerkGut 
dete,  „dass  Se.  k.  k.  apostolische  Majestät  zur  Durchfiibrui^  der 
Versammlung  durch  Anweisung  so  reichlicher  Mittel  gesorgt  hätten^ 
dass  der  ganze  Betrag  der  Ein  läge  gel  der,  der  sich  gegenwärtig 
—  (nämlich  bis  zum  17.  September)  —  auf  nngeßibr  600(1  fl.  be- 
laufe, der  Versammlung  zur  freien  Disposition  gestellt  H-enleii' 
konnten."  Ueber  alle  diese  Ereignisse,  welche  als  wesentliche 
Momente  in  der  Gescbiclite  der  Naturwissenschaften  für  alle  Z^ 
ten  zu  betrachten  sind,  weshalb  anch  die  vorliegende  Anzeige 
von  uns  ai>sichtlicb  unter  die  Rubrik:  „Geschichte  der  Ma- 
thematik und  Physik"  gestellt  worden  ist,  enthält  der  vor- 
liegende „Amtliche  Bericht"  die  interessantesten  und  merk- 
würdigsten Milthcilungen,  weshalb  wir  denselben  allen  unseren 
Lesern  dringend  zur  Beachtung  empfehlen.  Hier  müssen  wir  uns 
mit  einer  kurzen  Inhallsanzeige  desselben  begnügen,  in  so  Tveit 
die  betreffenden  Gegenstände  entweder  unmittelbar  in  den  Kreis 
des  Archivs  gehören  oder  von  so  allgemeinem  Interesse  sind,  daes 
eine  Erwähnung  derselben  an  diesem  Orte  gerechtfertigt  erscheiot. 

Die  schöne  Eröffnungsrede  des  ersten  Geschüftsfiihrers,  Pro- 
fessors HyrtI,  überschrieben:  „Einst  und  Jetzt  der  Natur- 
wissenschaft in  Oesterreich"  giebt  eine  sehr  interessante 
Darstellung  der  wahrhaft  grossartigen  Unterstützung  und  Fiird» 
rung,  welche  in  dem  zwischen  den  beiden  Wiener  Versammlungen 
liegenden  Zeiträume  von  24  Jabren  den  Naturwissenscbarten   in 
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Oesterreich  zu  Theil  gewrtlen  sind,  no  natürlich  die  Stiftuiig  der 
baiaerlichen  Akademie  der  Wtssensch&ften  das  grüxste  tiewicfaf 
in  die  Wagschale  legt,  und  in  nüchster  Linie  die  Grilnduiig  der 
Centraiaiistait  für  Melearoiogie  und  Erdmagnetismus,  des  geolo- 
gischen Reichs -Instituts  u.  s.  w.  zu  erwähnen  sind.  Auf  die  Er- 
richtung der  Ce  n  trat  ans  talt  für  Meleorolngie  und  Erdmagnetismus 
trug  zuerst  der  Vice-Präsident  der  Akademie,  der  treffliche  Baum- 
gartner,  an,  und  znar  in  einer  Weise,  welche  gestattete,  ohne 
Verzug  an  die  Ausführung  selbst  zu  gehen,  indem  er  der  Anstalt 
sein  ganzes  Gehalt  7.ur  Verfügung  stellte,  eine  Uneigennutzigkeit 
und  ein  vrarmer  Eifer  für  das  Gedeihen  der  Wissenschaft,  denen 
steh  wohl  nur  wenige  Khnliche  Beispiele  an  die  Seite  stellen 
lassen.  -  Der  Rede  des  zweiten  Gesehüftsführers,  Professors 
Schrütter,  ist  schon  ohen  gedacht  worden.  —  Ausser  diesen 
Reden  hehcn  wir  nun  noch  die  folgenden  Aufsätze  iiacfa  den  bei- 
den oben  angegebenen  Kategorien  berror:  Ueber  den  Aetna  und 
seine  Ausbrüche.  Von  Prof  Sartoriua  von  Waltershausen 
aus  Güttingen.  —  Mittheilungen  über  die  rothen,  schwarzen 
lind  weissen  Bevlilkerer  Mord-  und  Mittel-Amerikas.  Von  l>r. 
Karl  8cherzer  aus  Wien.  —  Am  meisten  sind  Geologie  and 
Geognosie  vertreten,  wohin  z.  B.  die  ausführlichen  Abhandlungen; 
Zur  Genlogie  der  Lombardei.  Von  Theodor  Zollikofer  undt 
Ueber  die  geogn ostischen  Verhältnisse  des  westlichen  Columhien. 
Von  Dr.  Hermann  Karsten  aus  Berlin  gehliren.  —  Ueber  die 
Anwendung  des  Etektromagnetes  bei  elektro-dynamiechen  Rota- 
tionen. Von  Prof.  Ur.  Anian  Jedlik  aus  Pesth.  —  ModiGca- 
tion  der  Grovescheii  und  Bunsen'schen  Batterie.  Von  Demsel- 
ben. —  Neuer  Lichleinlass- Apparat.  Von  Dr.  Schofka  aus 
Reichenauin  Böhmen.  —  Üeber  die  Veränderungen,  welche  der 
Capillarstand  des  Quecksilbers  durch  die  Temperatur  erleidet. 
Von  Prof.  Frankenheim  aus  Breslau.  —  Ceber  die  Wärme- 
Leitung  des  Quecksilbers  und:  üeber  die  Verbindung  heteroge- 
ner Krystatle.  Von  Demselben.  —  Ueber  Zodiakallichter,  Nord- 
lichter und  Sternschnuppen.  Von  Prof.  Hels  aus  Münster.  — 
Üeber  die  Bestimmung  von  Tangenten  und  Krümmungshalbmessern 
auf  elementarem  Wege.  Von  Professor  Gugler  aus  Stuttgart. 
—  Skizze  für  Meteorologie  und  Erdkunde.  Vorschlag  zu  einer 
verbesserten  Art  von  Psychrometer  -  Beobachtungen.  Vorschlag 
zum  Entwürfe  von  natürlichen  Kartco.  Von  Dr.  Friedroann 
aus  München.  —  Ueber  die  mittlere  Windrichtung  über  den 
mittel-  und  nordeuropäischen  Ländern  und  Meeren,  so  wie  über 
die  geographische  Darstellung  der  mittleren  Windrichtung.  Von 
Dr.  Prestel  aus  Emden.  —  üeber  einige  noch  nicht  ganz  sll- 
gemeiae  meteorologische  Beobachtungen.    Von  Georg  Binder, 
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•vangel.  Pfarrer  in.  Kaisd  bei  Scb&Bsburg  io  Slebenbfiricen.  «^ 
Gleiches  Maass.    Eid  Vorschlag.    Von  Demselben. 

Wir  wiinschen  sehr,  dass  die  beiden  verdienten  Geschäfts- 
führer V^.  Eisenlohr  und  Volz  der  vorjährigen  gleich  wichtigen 
und  schonen»  unter  dem  unmittelbaren  hohen  Protectorat  iind  fort- 
währender persönlicher  Theilnahme  Sr.  Konigl.  Hoheit  des  Gross- 
herzogs' von  Baden  gehaltenen  Carlsruber  Versammlung  uns  bald 
mit  einem  ähnlichen^  gleich  ausführlichen  Berichte  erfreuen  mögen» 
der  sich  an  hohem  Interesse  dem  vorliegenden»  Cur  welchen  wir  den 
Herren  Hyrtl  und  Schrotter  nochmals  unsern  wärmsten  Dank 
aussprechen»  gewiss  in  würdigster  Weise  wird  an  die  Seite  stel- 
len können. 


Arithmetik. 

Exercices  d'Analyse  num^rique.'  Extratts,  Com- 
mentaires  et  Recherches  relatifs  ä  l'Analyse  indi^ter- 
minee  et  a  la  Theorie  des  Nombres.  Par  V«  A.  Le  Bes- 
gue»  Professeur  honoraire  de  la  Faculte  des  scieiices 
de  Bordeaux»  Membre  correspondant  de  l'Institot. 
Paris.    Leiber  et  Faraguet.    1859.    8». 

Der  Zweck  des  Herrn  Verfassers,  welcher  sich  bekanntlich 
auf  dem  Gebiete  der  höheren  Zahlenlehre  namhafte  Verdienste 
erworben  hat,  bei  der  Herausgabe  dieser  „Exercices"  Ist»  in 
deren  verschiedenen  Abtheilungen»  so  wio  dieselben  nach  und 
nach  erscheinen  werden,  einen  „Traite  elementaire  de  la 
theoriedes  nombres*'  nach  dem  neuesten  Zustande  dieser  Wis- 
senschaft zu  liefern.  Die  vorliegende  erste  Abtheilung  enthält»  wie 
der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede  sagt :  Tanalyse  indeterminee 
du  premier  degre  et  des  applications  de  nature  ä  faire  voir  en 
quoi  consiste  la  theorie  des  nombres,  et  ä  donner  une  Idee  des 
methodes  qu*elle  eniploie.  Die  zweite  Abtheilung  wird  enthalten: 
la  theorie  des  congruences  binomes  et  en  particulier  de  la  con- 
gruence  complete  du  second  degre,  qui  s'y  ramene  immediate- 
ment.  Les  applications  seront  la  resolution  de  Tequation  bindme 
et  Pexposition  de  quelques  theoremes  qui  s'y  rattacbent 

Wir  gestehen,  dass  uns  die  vorliegende  erste  Abtheiliiog 
mehrfach  angesprochen  hat,  ungeachtet  der  vielfach  nur.  aphori- 
stischen Haltung  und  der  Kürze  der  Darstellung,  welche  übrigens 
vielfach  zu  eigenem  Nachdenken  anregt  und  den  .Leser,  nuthigt» 
sich  die  Beweise  nach  kürzeren  Andeutungen  selbst  zu. ergänzen. 
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was  ttMigens  Alles  durch  dra  Titel:  ^Exereice8*f  voUstftndljf^ 
gerechtfertigt^  eraehetnt.  Wir  empfehlen,  das. Bfichlein  nnserti  JLe- 
Sern,  ohne  aaf  eine  Jn's  Einzelne  gehende  Kritik  uns  einlassen' 
zn  k5nnen,  die  überhaupt  im  Allgemeinen  nicht  in  dem!Zwecke< 
unserer  literarischen  Berichte  liegt«  und  begnügen  uns  im  Uebri-. 
gen  mit  der  folgenden  Angabe  des  Hauptinhalts :  Observations 
pr^liminaires.  (Du  nombre.  Objet  de  la  th^orie  des  nombres. 
Classification  des  nombres.  De  la  congrnence;  sa  notation.  Mode, 
de  r^daction.  De  quelques  identitös.  I^onqtions  enti^res ;  fonctioiis 
homogenes  ou  fprmes.,  Permutations.  Puissapce  du  polyndpie, 
du  bindme.  Combinaisons.  Nombres  figur^s.  Nombres  polygo- 
nes)  ^),  —  Premiere  Partie.  Analyse  ind^termin^e  du  premier 
degre ;  propriöt^s  des  nombres  qui  en  r^sultent.  Systeme  d*equa- 
tions  homogenes  dont  la  Solution  ne  renferme  qu'une  seule  indä- 
temiin^e.  Diviseur  commun  maximum.  Proprietes  du  commun 
diviseur  maximum  de  deux  nombres. .  Des.  nombres  premiers  entre 
eux.  Resolution  de  Tequation  ax — by^sc.  Systeme  d'equatipoiEk 
dont  les  inconnues  s'expriment  au  moyen  d'nne  seule  Ind^terroin^e. 
R^olution  d'une  äquation  quelconque  du  premier  degre.  Reso- 
lution d'un  systtoe  quelconque  dequations  du  premier  degrä. 
Partitiofi  des  nombres.  —  Applications.  Notions  sur  les  con-. 
gnuences.  Consäquenees  du  theoreme  de  Fermat  (sehr  reich*, 
haltig).  De  la  däcomposition  des  no^ibres  en  catres  et  en  bicar^ 
ras.  Questions  diverses  sur  les  nombres  premiers.  Sur  Temploi 
des.  imaginaires^  des  quantites  irrationelles  et  des  s^ries«  Sfur^ 
l'emploi  des  s^ries  divergentes. 

Man  sieht  hieraus ,  dass  auf  dem  geringen  Räume  von  151 
Seiten  hier  ein  grosser  Reichthum  von  Material  geboten  wird; 
Für  den  strengen  theoretischen  Unterricht  in  der  Arithmetik  ent- 
hält das  Büchlein  manches  Brauchbare,  und  an  manchen,  dem 
verdienten  Herrn  Verfasser  eigenthümlichen  Darstellungen  fehlt 
es  gleichfalls  nicht.  Wir  wOnschen«.  bald  die  in  Aussicht  gestell- 
ten Fortsetzungen  anzeigen  zu  können. 


A 1^  t  r  0  n  0  m  i  e. 

Astronomical  Observations  made  during   the  Tear 
1848,   at  the  ü.  S.  N.  Observatory,    Washington,    under 


*)  Den  Inhalt  der  Observations  pröliminaires  haben  wir  Jm 
Einielnen  angegeben,  nni  zn. «eigen,  wie. elementar  der  Heirr  VerfMeer 
verfährt.  Der  weitere  Inhalt  kann. nur.  seinen  Hanptrnbriken  nach.i^g^ 
geben  werden. 
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the  DtVectSov  of  M.  V.  K^tirr;  Lieiit.  OAiIed  HUtos 
Navy,  Sopefintondent:  Comiüodore"  Ii»"W»r»l»lrt««» 
Chief  of  Bureau  of  Ordnairce  and  Hydrotj^ra^hy.  VoLiV. 
Publlehed  by  Autbority  of  tbe  Hon.  X  O*  B^l^lblm^ 
Secretaire  of  the  Navy.    Washington.    1866.  .4«^ 

Aatrononical  Observaiiona  made  during  tb^  Teara 
1849  and  1850,  at  the  U.  S.  Naval  Obaervatory,  Waa- 
hlngtoD,  approved  by  Capta.in  9«  ST.  Iiiifr»li»m,  Cb.ief 
of  tbe  Bureau  of  Ordnance  and  Hydrograpby«  and  pu-- 
bliahed  by  Authority  of  the  Honorable  Ia»»e  Toneey, 
Secretary  of  the  Navy.  By  BI.F.  Hitary,  LL.  D.,  ü.  S.  N. 
Superintendent  of  the  U.  S.  Observatory  and  H'ydro- 
graphical  Officej  Washington.  Vol.  V.  Washington» 
18S9.    40. 

Die  beiden  neuesten  prachtvoll  ausgestatteten  BSnde  der  Be* 
obachtungen  des  National  -  Observatoriums  zu  Washington  liegen 
uns  vor,  welche  die  Beobachtungen  der  Jahre  1848,  1849,  1850^. 
umfassen,  und  von  Neuem  Zeugniss  ablegen,  in  wie  grosaarttgem 
Maassstabe  alle  solche  Arbeiten  in  Amerika  betrieben  werden,  wie 
schon  aus  der  grossen  Anzahl  der  bei  denselben  beschftfllgten 
Astronomen  erbellt  Es  wird  gewiss  für  unsere  Leser  interessant 
sein,  wenn  wir  ihnen  sagen,  dass  ausser  dem  berfihmten  Direc- 
tor  des  National- Observatoriums,  Herrn  Maury,  unter  dessen 
höchst  umsichtiger  Leitung  bei  demselben  noch  beschäftigt  sind 
die  folgenden  Herren : 

1.  Die  Chronometer  und  anderen  nautischen  Instrumente  stehen 
unter  der  besonderen  Leitung  des  Herrn  Lieutenant  Julian  Myers. 

2.  Bei'm  Charten -Departement  sind  angestellt  die  Herren  Lieu- 
tenants E.  C.  Stout  und  S.  Magaw. 

3.  Die  Construction  der  Wind  and  Current  Charts  ist  beson- 
ders übertragen  den  Herren  Lieutenants  E.  G.  Parrot,  J.  J.  Gu- 
thrie, Henry  S.  Newconib,  T.  T.  Houston,  Roh.  L.  May. 

4.  In  dem  eigentlichen  astronomischen  Departement  sind  be- 
schäfltigt  die  Herren  Professoren  James  Ferguson  (Assistant 
Astronoraer),  A.  G.  Pendieton,  M.  Yarnal,  James  Major, 
Joseph  S.  Hubbard,   A.  W.  Lawrence. 

Ausser  diesem  Beamten -Personal  von  fünfzehn  Personen  finde» 
wir  aber  bei  den  Beobachtungen  und  Rechnungen  in  den  Jahren 
1849  und  1860  noch  beschäftigt  die  Herren  Professoren  Beecher^ 
Keith,  Winlock,  Coffin,  Benedict,  die  Herren  Lieutenants 
Steedman^    Worden  u.  A. 
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Madi  eiDtr  aiisfiihritclieft  Nadiridit  .lib«r  die  Instnunente : 
West  Trfflisit  iMtrument,  Mural  Gircle»  Meridian  Cüecle,  Printe 
VerticaJ  Transit  Instrumeat,  Eqiiatorial»  ßie  Art  ihre?  Gebrauchs 
und  die  Reduction.  der  da.iiiit  angestellten  Beobacbtungeii  folgen 
diese  letztereq  selbst:  in  derselben  Ordnung  .wiO;  vorher  die  In- 
strumente aufgezählt  worden  sind.  Dann  folgen  in  den  beiden 
vorliegenden  Bänden :  Mean  plaees  of  Stars  observed,  Mea»  Rigbt 
Ascensions,  Declinations  and  Semi-diaineters  of  the  Sun»  Moon 
and  Planets,  Results  of  Observations  with  the  Equatorial,  Cata- 
logue  of  Stars  observed  in  1848,  1849,  1850. 

Man  wird,  wie  schon  oben  gesagt,  hieraus  von  Neuem  die 
Grossartigkeit  erkennen,  mit  welcher  alte  solche  Arbeiten  in  Ame- 
Tika  betrieben  werden,  worauf  hinzuweisen  der  hauptsächlichstie 
Zweck  vorli^ender  Anzeige  an  diesem  Orte  war  und  niir  seift 
konnte.  Die  Wichtigkeit  der  Beobachtungen  selbst  för  den  eigent- 
lichen Astronomen  versteht  sich  von  selbst. 


Physik. 

Das  Wetter  und  die  Wetterprophezeiung.  Efn  Cy- 
klus  meteorologischer  Vorträge  fOr  Gebildete  von  Jo- 
seph Helmes,  Oberlehrer  der  Matheinatik  und  Physik 
am  Gymnasium  ^u   Celle.    Hannover.    Hahn.    185S.    8^. 

Wir  haben  diese  Schrift  mit  Interesse  und  Belehrung  gelesen. 
Wenn  auch  ihrem  Zwecke  nach  populär  gehalten  und  fiir  ein 
grosseres  Publikum  bestimmt,  steht  sie  doch  ganz  auf  wissen- 
schaftlichem  Standpunkte  und  berücksichtigt  überall  sorgf)iltig  die 
fieuesten  Forschungen,  verräth  überhaupt,  wie  sehr  der  Herr  Vevr 
fasser  auf  dem  meteorologischen  Gebiete  bekannt  und  bewandert 
ist  und  auch  selbstthätig  viel  in  diesem  Fache  gearbeitet  hat. 
Die  auch  in  einer  recht  ansprechenden  Sprache  verfasste  Schrift 
ist  jedenfalls  sehr  geeignet,  richtige  Begriffe  und  Ansichten  über 
Wetter  und  Wetterprophezeiung  immer  'mehr  und  mehr  zu  ver- 
breiten, und  kann  daher  jedem  Gebildeten,  wer  sich  über  diese 
Dinge  wahrhaft  belehren  will,  empfohlen  werden.  Der  Inhalt  nach 
seinen  Hauptrubriken  ist  folgender:  Efnleitung^  das  Wetter  eine 
Naturerscheinung  im  Grossen.  Die  Wärmeverhältnisse  der  Erde. 
Die  Winde.  Die  Hydroineteore.  Das  Gewitter.  Das  Barometer 
und  seine  Schwankungen^  Der  Mond  und  die  anderen  bimmli- 
edien  Korper  in  ihrem  Einflüsse  auf  das  Wetter.  Die  Voraeicbea 
eines  zukünftigen  W^etters. 


i 
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'  Das  Resultat 'aller   sefner   Betrachtai^eii    spricht   der  Herr 
Verfasser  am  Ende  aof  S.  248.  mit  folgenden  Worten  ans : 

,,Dnd  60  gehen  wir  denn  die  Hoffnung  uherall  auf,  dass  die 
genannten  oder  noch  andere  Mittel  uns  je  befähigen  sollten,  ein 
Wetter  im  Voraus  zu  bestimmen,  welches  über  den  mutfamass- 
liehen  Ablauf  eines  augenblicklich  stattfindenden  Wetters  hinaos- 
liegt.** 

Wir  stimmen  diesem  Resultate  naturlich  aus  ganzer  Seele  bei 
und  haben  schon  längst  die  in  demselben  ausgesprochene  Ansicht 
gehabt;  aber  freilich  wird  es  immer  noch  Manche  geben,  die  den 
'Wetterzettel  auf  ihrem  miserablen  Barometer  und  die  Angaben 
des  hundertjährigen  Kalenders  ffir  Orakelsprüche  halten,  und  da- 
-her  bei  dem  obigen  Resultat,  zu  welchem  sie  die  vorliegende 
4ebrreidie  Schrift  (iSbrt,   bedenklich  den  Kopf  schütteln  werden. 


Anzeige. 

Dnrcb  die  nicht  dankbar  genug  ansuerkennende,  nach  allen  Seiten 
sich  hinrichtende  Fürsorge  des  hohen  Königlichen  Unterrichtsministe- 
riums ist  bei  der  Universität  Greifswald  seit  nun  fast  zwei  Jahreo 
durch  die  Anstellung  eines  eigenen  Universitäts-Mechanikus  in  der  Per- 
son des  Herrn  Frauenstein  einem  längst  gefühlten  Bedürfnisse  in 
höchst  zweckmäüsiger  Weise  abgeholfen  worden.  Während  seines  Hier- 
seins hat  Herr  Frauenstein  für  die  Terschiedenen  Institute  der  Uni- 
versität :  nämlich  das  unter  meiner  Direction  stehende  astronomisch- 
mathematische  Institut,  für  das  physikalische  Institut,  überhaupt  die 
verschiedenen  naturwissenschaftlichen  und  namentlich  nuch  medicinischen 
Institute;  ferner  für  die  verschiedenen  Institute  der  Königlichen  staats- 
und  landwirthschaftlicben  Akademie  zu  Eldena  eine  grosse  Anzahl  der 
verschiedenartigsten  Instrumente  in  eigener  neuer  Ausführung  geliefert 
und  Reparaturen  und  Abänderungen  aller  Art  an  schon  vorhandenen  In- 
strumenten vorgenommen.  Alle  diese  Arbeiten  sind  von  Herrn  Frauen- 
stein zur  grössten  Zufriedenheit  der  betreffenden  Instituts -Vorsteher 
ausgeführt  worden ,  und  derselbe  ist  jetzt  mit  der  Einrichtung  einer 
grösseren  Werkstätte  hier  am  Orte  beschäftigt.  Aus  vollster  Ueberzeu- 
gung  kann  ich  Herrn  Frauenstein  allen  wissenschaftlichen  Instituten 
und  Lehranstalten  jeder  Art,  namentlich  auch  den  Gymnasien,  Real- 
schulen, Schifffahrtsschulen  u.  s.  w.,  so  wie  den  Herren  Feldmessern 
als  einen  sehr  kenntnissreichen  und  geschickten  Mann  empfehlen,  der 
mit  grosser  Genauigkeit  und  Sauberheit  seiner  Arbeiten  möglichste 
Wohlfeilheit  der  Preise  verbindet  und  durch  Vielseitigkeit  sich  auszeich- 
net, indem  er  besonders  auch  das  optische  Fach  mit  Glück  in  den  Kreis 
seiner  Arbeiten  zieht.  Ich  benutze  das  weit  verbreitete  Archiv  um  so 
lieber.  Alle,  welche  mechanische  Arbeiten  ausführen  zu  lassen  in  den 
Fall  kommen,  ganz  besonders  auf  Herrn  Frauenstein  aufmerksam  zu 
machen,  weil  ich  selbst  sehr  wünsche,  dass  es  diesem  geschickten  Manne 
recht  bald  gelingen  möge,  ein  grösseres  mechanisches  Institut  am 
hiesigen  Orte  in's  Leben  zu  rufen,  was  natürlich  mit  Erfolg  nur  mög- 
lich ist,  wenn  seine  Leistungen  auch  ausserhalb  in  einem  möglichst  gros- 
sen Kreise  die  Anerkennung  finden,  die  sie  in  jeder  Beziehung  verdienen. 

Greifswald,  den  I.September  1859.  Grunert. 
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